Ubung (9)

(1) Behandeln Sie folgendes Problem allgemein, iiberlegen Sie fiir beide Fragen, was verniinftigerweise
gegeben sein sollte: Stellen Sie sich die Ebene F als undurchsichtig vor. Kann man dann von P
aus @ sehen? (Finden Sie eine Losung des Problems mittels einer Parameterdarstellung F, dann
aber auch mittels einer Normalenform fiir £.)

(2) Beschreiben Sie eine Bewegung in der Zeit, welche ausgehend vom Punkt (5,0,0) zur Zeit ¢ = 0
schraubenformig um die z— Achse verlduft, in Richtung der positiven z— Achse in immer enger
werdenden Windungen.

(3) Rechnen Sie zu @ = (1,2,3), b = (2, —1,4), &= (1,2, ~2) aus: @ x b, @ (Ex 6) , 35(25>< (—5)5) ,

Determinante der Matrix mit den Zeilenvektoren (in dieser Reihenfolge!): 25, 3¢, —5ad - tun Sie
das moglichst praktisch, deuten Sie die Resultate geometrisch.

4) Vereinfachen Sie: (2% + 3%) x (49 — 57).

5) Vereinfachen Sie den Ausdruck (2&' + 35) ((736 + 25) X (557 3d + 45)) )

)

)

) Geben Sie ein konkretes Beispiel dafiir, dass das Vektorprodukt nicht assoziativ ist.

) Seien zwei windschiefe Geraden ('windschief’: nicht parallel und ohne Schnittpunkt) gegeben
durch Parameterdarstellungen Z, (o) = Zp +ad, a € R, und &, (8) = Zq + b, A € R. Entwickeln
Sie eine Formel zur Berechnung des Abstandes zwischen g und h. Nutzen Sie dabei folgende
Idee: Der Abstand wird richtig gemessen durch die Linge eines Vektors, der senkrecht zu beiden
Geraden steht (also ein Vielfaches des Vektorproduktes ist!) und genau eingespannt werden kann
zwischen einen Punkt auf der einen Geraden und einen Punkt auf der andern Geraden.

(8) Folgern Sie aus der Schwarzschen Ungleichung ‘@'E‘ < |d| ‘5‘ die Dreiecksungleichung )EZ + 5‘ <

(
(
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||+ )I; ‘ . Hinweis: Zeigen Sie gleichwertig die entsprechende Ungleichung fiir die quadrierten Seiten
der Dreiecksungleichung.
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Ubung (10)
Geben Sie jeweils den maximalen reellen Definitionsbereich an, stellen Sie vorab ausdriicklich
etwa vorhandene Standard-Symmetrien fest, und skizzieren Sie jeweils grob den Graphen zu den
Funktionen mit folgenden Rechenausdriicken:

x €T x—x3

z+1" 22 -1" 1424

Nutzen Sie insbesondere die Leitfragen nach Vorzeichen und Dominanz (Verhalten fiir grofie |z
und die Frage nach Polen gehéren dazu!). Zum ersten Beispiel: Von welcher bekannten Funktion
ist das eine leichte Verédnderung?

Produzieren Sie Rechenausdriicke fiir Funktionen, welche folgende Graphen qualitativ realisieren,
allerdings sollen im ersten Beispiel die Lage der Nullstellen, im zweiten Beispiel Lage des Pols und
der horizontalen Aymptote auch quantitativ korrekt realisiert werden. Hinweis: Gewinnen Sie die
ersten beiden Funktionen als leichte Verinderungen von einfachen wohlbekannten Funktionen,
die letzte als moglichst einfache gebrochen rationale Funktion.
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Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen mit folgenden Rechenausdriicken (maximaler reeller
Definitionsbereich jeweils?), indem Sie lediglich auf Nullstellen / Pole / Vorzeichen / Dominanz

achten:
1

fl@)=(x—-1)(z—-2)(x—3), g(z) = (x—1)(z—2)(z—3)

(Also nicht: Maxima, Minima, Ableitung,...) Zeigen Sie, dass der Graph von f punktsymmetrisch
zum Punkt (2,0) liegt.

Rechnen Sie mittels des Additionstheorems exakt sin (7/12) aus. Hinweis: Driicken Sie dazu 1/12
geschickt als Summe aus - denken Sie daran, dass Sie sin(7/3),sin (7/4) exakt kennen!
Schreiben Sie mit Additionstheorem Gleichungen fiir cos(z + y) und cos(z — y) hin. Addieren Sie
diese Gleichungen, und gewinnen Sie eine (spéter niitzliche!) Umformung fiir cos(z) cos(y).




(6) Geben Sie alle Minima der Funktion f: R — R, f(z) =4 — 3sin(bz — 1).

(7) Geben Sie alle Losungen der Gleichung sin(x) = 0.7 exakt an. Hinweis: Sie benotigen dabei den
Ausdruck arcsin(0.7) - den kann man nicht exakt vereinfachen!

(8) Skizzieren Sie grob die Graphen der Funktionen mit den Rechenausdriicken |[sin(z)|, sin |z],
sin?(x), sin(x?), es™®@) | /Jz[sin(z). Stellen Sie Symmetrien (einschlieBlich Periodizititen) aus-
driicklich fest.



Ubung (11)

(1) Sei f eine auf ganz R definierte Funktion. Formulieren Sie mit einer Gleichung die Bedingung:
'Der Graph von f liegt spiegelsymmetrisch zur Geraden = = a.’

(2) Sei f eine auf ganz R definierte Funktion. Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir den Graphen
von f. Nunmehr parametrisieren Sie auch die Punktmenge, die man erhilt, wenn man den Gra-
phen von f mit dem Vektor (a,b) € R?. parallel verschiebt. Geben Sie einen (moglichst einfachen)
Ausdruck fiir die Funktion an, deren Graph diese neue Punktmenge ist. Fiihren Sie dasselbe Pro-
gramm durch mit der geometrischen Operation: ’Stauchen des Graphen von f lings der x— Achse
(mit Festlassen der y— Achse)’ mit Faktor a > 0.

(3) Sei I ein Intervall, und seien f auf I monoton steigend, g auf f(I) monoton fallend. Was kénnen
Sie tiber das Verhalten von g o f auf I sagen?

(4) Analysieren Sie den Ausdruck sin(z?v/1 — 22 + cos? (22 + 1)) (Baumdiagramm).

(5) Was bedeutet die Formel In(az) = In(a) 4 In(z) fiir den geometrischen Zusammenhang des Gra-
phen zu In(az) mit dem Graphen zu In(x)? Welche andere geometrische Operation mit dem
Graphen zu In(z) liefert ebenfalls den Graphen zu In(ax)?

(6) Losen Sie (exakt natiirlich!) die Gleichungen |arctan(x)| = 1, 32**! = 10 und logs(z) = 5.

(7) Wenn eine geddmpfte Schwingung die Form e~5¢sin(3t) hat - in welchen Zeitabstinden halbiert
sich dann die Amplitude?

(8) Wenn sich bei exponentiellem Zerfall (etwa radioaktiv) eine Halbierung alle 150 Jahre ergibt -
nach welcher Zeit ist das urspriingliche Material auf 1 Prozent reduziert?

(9) Konstruieren Sie durch Uberlagerung eine grobe Skizze zur Funktion g(z) = sin(x) + sin(2x).



Ubung (12)

(1) Skizzieren Sie grob die Graphen zu folgenden Funktionen - sie sollten séimtlich in ihrem maximalen
reellen Definitionsbereich der jeweiligen Vorschrift genommen werden; geben Sie diesen Definiti-
onsbereich jeweils an (vergessen Sie auch nicht, nach etwa vorhandenen Standard-Symmetrien zu
fragen):

(a) f(z) =a?e”
(b) g(z) =+v/—22 -3
(¢) h(z) =aV1—2a2
() ) = ety

(2) Schreiben Sie die Tangentenzerlegung fiir die Funktion f(z) = 2 (3z — 5)* an der Stelle 2y = 2 auf,
und ermitteln Sie nach Priifung des Restterms damit f'(2). Nun geben Sie damit die Ndherung
1. Ordnung fiir f(1.99). Geben Sie den absoluten und den relativen Fehler der Ngherung an.

(3) Berechnen Sie folgende Ableitungen:
(a) L (e“c +5vVa3 4 ¢ + In(z) — 3sin(x))
) % sin(—3z), % cos(wt + @), % (—2z + 1)5
(c) %(za tan(z)), a € R. (Nutzen Sie, dass Sie tan’ = 1 + tan? schon kennen.)
)

d sin(x) de"—e”® d 1
dz 1+cos(z)’ dz 2 ' dx {/(I+1)5

- in welchem Falle sollte man hier die Quotientenregel

anwenden, in welchen Féllen nicht?

(e) d%ﬁ, 4L (/zn(z)); skizzieren Sie auch den Graphen der letzteren Funktion, und nutzen
Sie die Ableitung, um das Steigungsverhalten bei x = 0 und fiir x — oo zu kldren. - Rechnen
Sie auch den Extremwert aus.

(f) L (1- 23@2)2 (Kettenregel!)

(g) -Lsin®(z) (was ist beim Graphen qualitativ anders als bei sin, und wie &uert sich das in

der Ableitung?)
(h) % ax? 4+ 1, a reellwertige Konstante (Wohin geht die Steigung der Funktion x — axz? + 1
bei a < 0 fiir « gegen die Rénder des Definitionsbereiches?)
: d T
(1) Wore=
() %Wg(w—@ (Achtung, nach « ist abzuleiten!)
(k) d% logs (), %a" (a>0).
(4) Zeigen Sie mittels der Ableitung, dass die Funktion f(z) = zz;‘z:: auf R streng monoton steigend
ist. Geben Sie auch einen Rechenausdruck fiir die Umkehrfunktion an.
(5) Geben Sie die Niherung 1. Ordnung fiir kleine || bei dem Ausdruck In (1 + 1-&-#) . Welches
Néherungsresultat erhalten Sie speziell fiir x = 0.17 In welcher Groflenordnung liegt also der
absolute Fehler in diesem Falle?




Aufgaben zum Wochenende (3)

Erster Block: Wiederholungen zur Vektorrechnung

(1) Schreiben Sie fiir die Ebene, welche durch Zg (o, 8) = (1,2, 2)4+« (2,-1,2)+6(2,3,-1), a, 8 € R,
gegeben ist, eine Normalenform auf. Finden Sie einen Vektor parallel zu F, welcher senkrecht zum
ersten Richtungsvektor (2, —1,2) steht. Hinweis: Bilden Sie dazu ein Vektorprodukt. Bilden Sie
damit ein kartesisches System fiir F/, und geben Sie eine Parameterdarstellung fiir den Kreis um
den Aufpunkt von E, welcher auf E liegt und Radius 5 hat.

(2) Schneiden Sie die Ebene F, welche durch die Gleichung 2z —y+z = 1 gegeben ist, mit der Parabel
Z(t) = (1,1,1) + t(1,-2,1) + t*(2,—1,-1), t € R. Zusatzfrage: Beschreiben Sie die Ebene, in
welcher die Parabel liegt.

(3) (Kartesisches System!) In der xy— Ebene liegt achsenparallel ein Quadrat der Kantenléinge 2a,
a > 0, mit dem Mittelpunkt im Ursprung.

(a) Wie muss £g = (0,0, s) gewiihlt werden, damit S zusammen mit den Quadratpunkten eine
vierseitige Pyramide mit lauter gleichseitigen Dreiecken als Seitenfléichen bildet?

(b) Welchen Winkel bildet jede der aufsteigenden Kanten mit der xy— Ebene?

(c) Welchen Winkel bildet jede dreieckige Seitenfliche der Pyramide mit der Grundfliche?

(d) Welchen Winkel bilden die dreieckigen Seitenflichen untereinander?

(e) Betrachten Sie die Pyramidenseitenfliche, welche die beiden Punkte mit positiver z— Ko-
ordinate enthilt. Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Gerade, welche durch den
Mittelpunkt dieser Seitenfliche geht und senkrecht diese Seitenfliiche durchstofit.

(f) Was ist der Schwerpunkt der Pyramide bei homogener Massenverteilung?
(4) Zerlegen Sie den Vektor (1,2,2) in eine Summe von zwei Vektoren, von denen einer parallel zu
(1,1,1) und einer senkrecht zu (1,1, 1) steht.

Zweiter Block: Zu den Funktionen

(1) Geben Sie die exakten Sinus- und Cosinus- Werte zum Winkel —77/6.

(2) Wie lauten die Abszissenwerte der Minima von —2sin(4x — 3) + 5?7

(3) Losen Sie die Gleichung 2vV* = 5. Wie sieht der Graph von f(z) = 2V aus, im maximalen reellen
Definitionsbereich? Skizzieren Sie grob den Graphen. Berechnen Sie auch die erste Ableitung -
welche Informationen liefert sie zum Steigungsverhalten von f und zum Verhalten in der Nihe
von z = 07 Warum muss es mindestens einen Wendepunkt geben? Rechnen Sie aus, dass es nur
einen gibt und wo er liegt.

(4) Eine Funktion f habe die Eigenschaft, dass f(0) = 0 und f(z) — m fiir z — oo, (m > 0). f
steige derart gegen den Wert m, dass sich der Abstand zwischen m und f(x) halbiert, wenn x
um den Wert 10 anwichst. Geben Sie einen Rechenausdruck fiir f iiber leichte Verédnderung der
Exponentialfunktion.

(5) Wie lautet die Nidherung 1. Ordnung fiir sin(z) fiir eine kleine Umgebung von xg = 7/4?

(6) Diskutieren Sie die Funktionen g(z) = 'fi‘;,g, h(z) = 11% (ohne die Ableitung heranzuziehen).
Grobe Skizze der Graphen! Uberlegen Sie aber dann auch, was die erste Ableitung Ihnen noch
mehr bringen wiirde in diesen Fillen.

(7) Wie sehen die Graphen aus zu e(*/ @)’ 4 >0,b> 1, im gemeinsamen Definitionsbereich [0, co[?
Bringen Sie insbesondere heraus, was Anwachsen von a und b bewirken. Zeichnen Sie die Gestalt
des Graphen, die grob qualitativ immer gleich ist.

(8) Bilden Sie die Nsherung 1. Ordnung von f(z) =1In ((1+ %)n) (n € N, n <1, #ulerer Parameter,
Niherung natiirlich um 2y = 0. Da wir den Wert von z fixiert denken kénnen und uns fiir grofle
Werte von n nur interessieren, konnen wir |z/n| als beliebig klein voraussetzen.) Schlielen Sie
daraus auf lim, .o In ((1+ %)n) . Was ist also limy, .o (1+ %)n'? Wie konnen Sie Thr Resultat
mit dem Taschenrechner testen?



