Ubung (1)
. Erweitern mit v/1 + 2 und anschlieendes offensichtliches Kiirzen ergibt

vl A
z+Vi+a® (z4+Vi4+a?)Vita? Vifa?

Der Ausdruck nimmt alle reellen Zahlenwerte im Bereich 0, 1] an.

. Man erhilt 5 +§ == 2;,39\? , kann also die Wurzel im Nenner beseitigen.

. Die Gerade g geht durch die Punkte (—3,1) und (4, —2) . Also wird sie beschrieben durch

—-2-1
y—1 = yp—e—y (x — (=3)), also durch
_ 3. _2
y= Tty
Die Achsenabschnittsform sollte man daraus direkt ablesen:
z Y

- 49 1
23 " o7

und natiirlich die Achsenabschnitte sehen.

. Zuerst im Kopf die Terme geordnet aufsammeln: (a + 10) 22+ (2a — 6) x—2a = 0, dann Fallunterscheidung:
Fiir a + 10 = 0 lineare Gleichung —26x + 20 = 0, mit Losung = = % Zweiter Fall: a # —10, dann

Normalform der quadratischen Gleichung x? + i(_l,:lgx — % = 0, und diese hat nach Einsetzen in die

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen die Losungen z12(a) = 130;451 :I:ﬁ\/ 3a? + 14a + 9, die
nunmehr anhand der Diskriminante zu diskutieren sind: a? + 4ta + 3 = 0 hat die Losungen aio =

—% + % 22, also haben wir folgende Unter-Fille: Die urspriingliche quadratische Gleichung hat keine
Losung fiir a echt zwischen a; und ag, fiir a = a; oder a = as ergibt sich die einzige Losung 1307—-&7 fiir alle
andern Werte von a werden die zwei verschiedenen Losungen durch obenstehende Losungsformel gegeben.
L x? %x — % = 0 hat die Losungen o« = —1,8 = % Also y = 5(z+1) (z— %) Die zweite Form:
y=>5 (mQ + %) -3=5 (:10 + %)2 — %. Also Scheitelpunkt in (—%, —%) . (Richtig einsetzen, keine Vorzei-
chenfehler machen!)

. Die Scheitelpunktsformen zeigen den Faktor as bzw. bs beim quadratischen Glied, die Lage der Schei-
telpunkte ist gleichgiiltig, ebenso die Vorzeichen von ay und bs. Also sind die Parabeln kongruent genau
dann, wenn |az| = |ba] .

. Man hat
1 2ab

FED) arh

a

die Differenz arithmetisches Minus harmonisches Mittel ist also
a+b 2ab
2 a+b,

Multiplikation mit der positiven Zahl 2(a + b) ergibt
(a+b)* —4ab= (a —b)>.

Diese Zahl wird offenbar Null genau fiir den Fall a = b und ist sonst offenbar gréfler als Null. Zur zweiten
Frage: Hat man Geschwindigkeiten v, ..., v, > 0 fiir n gleiche Streckenabschnitte jeweils der Linge s > 0,
so legt man den Weg ns in der Zeit > + ... + 7= zuriick, hat also die Durchschnittsgeschwindigkeit




8. AuBere Parameter sind a, b, Unbestimmte sind o, 3. Man hat die Gleichungsbedingung

Va+2vbh=a+ /3.

Diese ist mit der Zusatzbedingung, dass beide Seiten positiv sind, gleichwertig zur quadrierten
a+2\/l_7:oz+6+2\/oz5.
Dies ist wieder (mit der angegebenen Aussage) gleichwertig zu folgendem Gleichungssystem:

a+p
af = b

Von diesem suchen wir nur Losungen in natiirlichen Zahlen. Es liegt nahe, etwa in die zweite Gleichung

a — « fiir # einzusetzen, das ergibt

a?—aa+b=0,

mit den Losungen

1
()5172:9:&—\/042—417.

272
Damit durch Einsetzen in die erste Zeile des Systems:

a_ 1
= — — 2 —
B2 5 T5Va 4b.

Offenbar kann man « und § vertauschen. Wann sind «, § positive ganze Zahlen? Offenbar genau dann,
wenn a?—4b eine Quadratzahl groBer als Null ist. Genau dann ist némlich die Wurzel v/a2 — 4b rational und
positiv. Ist das der Fall, so werden automatisch « und g8 ganz, da a gerade sein muss und somit va2 — 4b

gerade Zahl wird, so dass die Division durch 2 aufgeht. Wir behandeln das Beispiel v/12 4 2v/20. Hier ist
a=12,b=20, also a =6 + %\/144 —80=10und S =6 — %\/144 — 80 = 2, und so hat man

12 4 2v/20 = V10 + V2.

Zur Eindeutigkeit der Darstellung a + 2vb = ¢ + 2V/d (dass man also a = ¢ und b = d folgern
kann) bei irrationaler Vb und natiirlichen Zahlen a, b, ¢, d kann man so gelangen: Kleine Umformung der

Gleichung ergibt
a—c=72 (\/E - \/l;) )

es folgt, dass v/d — /b rational ist. Wenn a = ¢, so auch b = d, und wir sind fertig. Wire a # ¢, so hat
man nach Multiplikation der Gleichung mit (\/E + \/5)

(afc)(\/c_lJr\/g) = 2(d-1), also
Vitvh = 2220

)
a—cC

also wiire auch v/d + v/b rational. Damit wére auch die Differenz v/d + v/b— (\/E — \/5) = 2/b rational,

also v/b rational entgegen der Voraussetzung.



Ubung (2)

1. vz (1 — 2)° = 23 ist algebraische Gleichung in z, aber wegen des gebrochenen Exponenten keine Polynom-
gleichung, und man darf allgemein keine exakt ausrechenbare Lésung erwarten. Aber im vorliegenden Fall
lasst sich die Losung & = 0 sofort einsehen. Weiter 14sst sich graphisch einsehen, dass im Bereich [0, 1] noch
eine weitere Losung liegt, die man niherungsweise bestimmen konnte, und dass keine weiteren Losungen
existieren. (1 — x)6 = z+/a ist Polynomgleichung 6. Grades in z, in Normalform (Binomialkoeffizienten
verwenden!)

1 — (6 ++va)z + 1522 — 202° + 152 — 62° + 25 = 0.

Aber auch eine solche Polynomgleichung ist mit ¢ # 0 nicht exakt losbar, sondern nur numerisch.
Man kann allerdings graphisch einsehen, dass es genau zwei Losungen gibt. Die Gleichung zsin(a) —

2 = (3—x)cos?(a) ist linear in z, eindeutige Losung im Falle nicht verschwindenden Nenners: z =
%.(Es gibt abzihlbar unendlich viele Werte a, bei denen der Nenner Null wird.) Die letzte Glei-

chung ist nach Hochmultiplizieren von = quadratisch (aber nicht &quivalent zu dieser quadratischen Glei-
chung), die beiden verschiedenen Losungen sind fiir a < —% (T2 = —% :I:%\/—S — 4a, aufler wenn a = —1,

dann wird némlich eine davon Null und ist daher keine Lésung der urspriinglichen Gleichung. Fiir a = —%
hat man nur die eine Losung x = — 1 , fiir a > 3 keine reelle Losung. Zusatzfragen: Die dritte Gleichung

ist transzendent in a, aber mit der Umformung cos’a = 1 — sin® a wird sie eine quadratische in sina,

wenn x # 3, sonst sogar eine lineare in sina. Man kann in beiden Fillen l6sen und dann auch in a ldsen,
da man aus vorgeschriebenem Sinuswert mit Hilfe von arcsin zu a gelangen kann bzw. bei Feststellung
eines Sinuswertes auflerhalb [—1,1] auf die leere Losungsmenge schlieffen kann. Die letzte Gleichung ist
natiirlich linear in a.

2. Der Einheitskreis mit Mittelpunkt im Ursprung wird geschnitten mit der Ellipse, deren Mittelpunkt im
Ursprung liegt und deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen liegen, mit grofler Halbachse 2 und
kleiner 1 (letztere in y— Richtung). Man erwartet also geometrisch vier Schnittpunkte, symmetrisch zu
den Achsen gelegen. ZweckméiBig setzt man etwa 22 = 1 — y? in die zweite Gleichung ein und erhlt:

5, 3
1Y T p
5
Yy = :l:g, damit
2
T = :I:ﬁ
5
3. Zk 0 ! = $—$3+%x5—%x7+ix9,dasisteinPolynom.
5
1 3 6 9 /12 15
4 3 -S+5 Ot TE 22k+4$

5. (4) =830l — 3.10- 11 = 330.

6. (a) Weil bei Einheitenwechsel derselbe Faktor an beide Summanden im Zahler und im Nenner angebracht
wird und sich daher wegkiirzt. (Explizit rechnen.)

2
_ w—m w—m _ _ (m—w)
(b> Tw = Tm = w m  wm

7. Man setzt etwa an: f(x) = ma + b und erhélt mit den Bedingungen f(z1) = mz; +b =0 und f(z,) =
mxy, + b = 1 ein lineares Gleichungssystem fiir m, b. Schoner ist es aber, gleich mit Zweipunkteform zu

setzen:
1

fl@)=—(x—x1).

Tp — X1

Praktischer Nutzen: Messen verschiedene Leute auf verschiedenen Skalen (etwa Arbeitszufriedenheit auf
einer Skala von 1 bis 10 oder von —10 bist 10), so kann man durch eine solche Transformation die Resultate
vergleichbar machen.



8. Zu zeigen ist: f(

To+Ty ) — flzo)+f(z1) mxzo+mzi+2b
2 2 - 3 -

, was man sofort nachrechnet mit $m (zg+ z1) +b =

Dagegen (ﬂ%)2 = 1 (2 + 2z, +2}) < ﬂz%ﬁ auBler wenn xy = x;, dann sind beide Werte gleich.
Das kann man sich graphisch an der Parabel sofort klarmachen (Skizze!), aber auch rechnerisch etwa so
einsehen: Die Differenz ) )
T 1 (a:(z] + 2201 + CE%)
2 4
multipliziert mit 4 ist
22 — 2woxy + 22 = (z0 — 11)°,

und diese Zahl ist als Quadrat stets > 0.

. Malt man einen Querschnitt durch die Erde, entlang einem Léngengrad, so sieht man, dass der Radius
des betreffenden Breitenkreises 6378 - sin (% . 27?) ~ 4099.7 ist, der Umfang also immerhin noch etwa
25759 km betrigt.



Ubung (3)

. a;x’ 3 b = bzt
j=0
j=

i=0 0<i<n, 0<j<m
n+m
= Z cpz®, mit ¢ = Z aib;.
k=0 it+j=k, 0<d,j

Daher lautet der Koeffizient zu z2: c3 = agbs + a1bs + asbi + asbp.

.27 =(1+1)" = X (}), kombinatorisch: Die Anzahl 2" aller Teilmengen einer Menge mit n Elementen

ist die Summe der:Anzahlen der k— elementigen Teilmengen fiir k£ von Null bis n.

n 2 n n n n
. (Z :El) =1z Yz =22z )= Y xiz; (n* Summanden)
i=1 i=1 j=1 =1 \j=1 1<ij<n

. Die Beziehung y > 2x 4 3 wird genau von den Koordinatendarstellungen oberhalb der Geraden y = 2z + 3
erfiillt, es ist also eine (offene) Halbebene, ohne ihre Begrenzungsgerade beschrieben. Das genannte Dreieck
wird daher durch folgendes System von Ungleichungen beschrieben:

y < x+1
y > —2x+1
y > 7(x—2)—-3=Tz—17

. Die erste Menge ergibt im ersten Quadranten mit y < 1 — x ein Dreieck, das sich mit den symmetrischen
Gegenstiicken zu einem Quadrat (Fliche!) mit Diagonalen auf den Achsen ergiinzt. Die zweite Menge
ist der dies Quadrat einbeschreibende Kreis (Fliiche!), die dritte Menge ist ein achsenparalleles Quadrat
(wiederum die Fliiche), das diesen Kreis einbeschreibt. Offenbar a = %

Darstellungen der gesuchten Vektoren durch ab moglichst

. Diese Aufgabe ist so gemeint, dass man
= Z (noch einmal erinnern an die Aquivalenzklassen), auch

direkt sehen sollte: ¥ = b+ %d’, 7= %EZ —

sehen: § = @ — & = (ausrechnen) 1@ — b.

c_lje
b,y

. Strahlensatzfigur!

. Richtung in der Ebene: Ein Winkel geniigt, im Raum: Zwei Winkel geniigen (Lingen- und Breitengrad!),
Dreieck in Ebene mit genauer Lage: Drei Punkte, also 6 Zahlenangaben, Dreieck als geometrische Form
mit genauen Maflen (also bis auf Kongruenz): 3 Angaben, wofiir man mehrere Realisierungen anfithren
sollte wie: 3 Seitenlidngen, oder 2 Seitenldngen und ein Winkel; Dreieck als Form abgesehen von der Grofle
(also bis auf Ahnlichkeit): 2 Winkel geniigen; Parabel im dreidimensionalen Raum mit genauer Lage: 6
Zahlangaben geniigen, etwa: 3 fiir den Scheitelpunkt, 2 fiir die Achsenrichtung, dazu eine fiir den Form-
Streckungsfaktor



Ubung (4)
1. ZweckméBigkeit: Keine Fischgréten, Nutzen von diinneren und dickeren Linien.

2. (a) Eckpunkte (2,3, —1) + (e1a,e2a,e30), ¢; € {—1,1}, 1 <i <3
(b) Obere Wiirfelseite: & (A, u) = (2,3,—1+a) + (A, 11,0), —a < A\, p < a.
(c) ZN) =(2-a,3—a,—14+a)+(2a,2a,—2a),0 <A< 1.
(d) Achtung, im Aufgabentext fehlte filschlich die Angabe, ob der Ausgangs-Eckpunkt vorn oder hlnten
liegt, fiir den hinteren lautet eine Parameterdarstellung: £ (A) = (2 + a,3 + a, —1 + a)+)\ (—2a,0, —2a) ,

0 < A < 1. (Fiir den vorderen stiinden die z— Koordinaten 2 — a im Aufpunktvektor, 2a im Rich-
tungsvektor.)

(€) Zije(Ap) = (2,3, —1) + X&; + péj + caéy, —a < A\, p < a, fir 7,7,k paarweise verschieden und
¢ € {—1,1}. Man sieht gut die Anzahl von sechs Seitenfléichen.

3. Der Mittelpunkt von QR ist (3,4), also geeignete Parameterdarstellung Zg(N) =(3,—4)+X(0,8), A eR.

4. Gleichungsform: (%)2 + (%)2 = 1, Parameterform: Z(¢t) = (2cost,4sint), 0 < ¢t < 2m. Verschobene:

(IT”)2 + (92—3)2 =1, 9(t) = (2,3) + Z(t), 0 < t < 2. Bei der Gleichungsform wird die Gleichung fiir die

zuriickverschobene Ellipse aufgeschrieben, bei der Parameterform die Verschiebung an der urspriinglichen
Ellipse angebracht.

t
5. Mit Z(t) = < (t— 1)2 Lo ) ,t € R, wird der Graph der Funktion f(t) = (t—1)?+2, t € R, parametrisiert,

also eine Normalparabel, deren Scheitel zu (1,2) verschoben ist. Mit ¢(t) = AZ(¢), t € R, wird ebenfalls
eine Parabel parametrisiert: Wir haben

ji(t) = N

W= ae-—12+2x )

Fiihren wir den neuen Parameter u = At (mit ¢ durchléuft auch u alle reellen Zahlen!) ein, so entsteht
U

g(“):< L(u—2)?+2) )

Parametrisiert ist also der Graph der Funktion g(u) = + (u — A)® + 2), u € R. Es handelt sich also um
eine Parabel, deren Scheitel in (A, 2)) sitzt und die mit § gestreckt ist in Achsenrichtung, was bei A > 1
natiirlich eine Stauchung bedeutet. Bei negativen Werten von A ist die Parabel nach unten gesffnet.

6. Der Sehstrahl vom Auge zum allgemeinen Kreispunkt & (¢) hat folgende Parameterdarstellung (¢ wird zum &ufleren Para

5 cost — 5
BA)=10 |+A sint , Ae R
1 -1

Schnittbedingung fiir den Schnitt mit der Ebene x = 2 :

5 cost —5H 2
0 + A sint =
1 -1 z

Wir erhalten aus der Bedingung fiir die erste Koordinate

3
A = —-——0
5 —cost
und damit den Schnittpunkt
2
Uy = 56—Sclgstt
3
5—cost



Die Menge aller Bildpunkte auf dem ’Bildschirm’ x = 2 ist also parametrisiert mit
U(t) =, 0<t<2m.

Auf dem Bildschirm benstigt man nach Einfiihren eines naheliegenden (y, z) — Systems nur noch diese
beiden Koordinaten und findet eine Ellipse, die hier nun wahrlich eigenartig parametrisiert ist. Eine Ellipse
sollte man aus eigener Anschauung vermuten. Malt man mittels eines Computerprogramms die Kurve auf,
so bestétigt sich das qualitativ. Da wir nun bereits eine Ellipse als Resultat vermuten, kénnen wir das auch
rechnerisch bestéitigen, indem wir uns die Halbachsenléngen i\/g (das sieht man allerdings erst iiber die
Ableitung des Ausdrucks) und (elementar, fiir die Halbachse in z— Richtung) (3 — %) /2 = & klarmachen
anhand der Koordinatenausdriicke, ferner den Mittelpunkt (0, %) . Nun bleibt zu bestétigen:

3sint \ 2 1—_3 _3 2
<5—cost> +< 5—cost 8) -1

1

/6 1/8

Das ist mit etwas Arbeit leicht zu tun. Die linke Seite ist

24sin®t + (1 —5cost)? 25— 10cost + cos?t
(5 — cost)? (5 — cost)?




