(1)

Ubung (12)

Auch ohne die Ableitung folgt streng monotones Steigen. Die Ableitung ist 22e’ und macht das
ihrerseits ebenfalls klar, zeigt zusitzlich, dass die Steigung gegen Null geht fiir x — —oo und
gegen oo fiir x — oco. Es ist damit ohne zweite Ableitung klar, dass bei z = 0 ein Wendepunkt
liegt (die Flachstelle von x2 setzt sich durch). Damit sollte eine Skizze einfach sein:

2 -1 0 X 2

Qualitativ ist es klar, dass es einen weiteren Wendepunkt geben muss im Bereich x < 0, eine Stelle
(lokal) maximaler Steigung. die zweite Ableitung sagt, wo diese Stelle liegt:

d2

Eeﬁ = 3we®” (2 + 3:E3) .
(Faktorisieren, wir suchen nach Nullstellen!) Also liegt der zweite Wendepunkt bei z = — % v/18.
Bei der Schar f.(z) = 1770 ¢ € R, hat man die drei Félle ¢ < 0,¢ = 0,¢ > 0 zu betrachten.

¢ = 0 ergibt offenbar die Gerade y = z. Alle Funktionen sind ungerade. Fiir ¢ > 0 ist f. iiberall
definiert, mit dem einfach zu kldrenden Graphen. Einzige Extrema liegen bei +4/1/c. (Ableitung:

2 . . . . .
%wa = (11_:0%)2) Sie riicken also mit wachsendem Wert von ¢ > 0 immer dichter zusammen,

fiir x — 400 gehen die Werte entsprechend schneller nach Null. Die Hohe der Extrema sollte man
ebenfalls anschauen: f,. (\/g) = 24\/5, der Abstand von der x— Achse wird also mit wachsendem

¢ > 0 immer geringer. Nun der Fall ¢ < 0 : Es gibt Pole bei © = ++/1/ — ¢, dafiir keine Extrema.
Die Ableitung ist iiberall grofer als Null, in allen Asten monotones Steigen. Damit sind auch
diese Graphen klar. Die Pole riicken dichter zusammen mit fallendem ¢ < 0. Hier die Graphen
fiir ¢ = +1 - man beachte, dass die Steigungen nicht korrekt erscheinen, weil die Achseneinheiten
nicht dieselben sind:




(3)

(4)

(7)

Die Funktion h(z) = {/arctan (z) ist iiberall definiert, ungerade, streng monoton steigend. Sie
sieht &hnlich aus wir arctan, mit dem Unterschied, dass die Steigung in « = 0 unendlich grof ist,
was die Ableitung auch zeigt: d% ¢arctan (r) = 1 ——-2—— (Die Ableitung ist eine gerade

3 arctan2/3(z)(1+z2)
Funktion, Werte gehen nach Null fiir + — £o00, nach oo fiir x — 0.)
Man sollte erwarten: %ej“’t = wjel¥t. Tatsichlich ergibt sich genau dies bei Auffassung der Kurve
als Kurve im R? mit komponentenweiser Ableitung:

i Sien ) =Tl )

Formal als komplexe Zahl geschrieben: w (—sin (wt) + j cos (wt)) = wj (cos (wt) + jsin (wt)) =
wjel“t. Geometrisch kann man sehen, dass die Ableitung den Vektor mit w streckt und mit /2
entgegen dem Uhrzeigersinn dreht, was der Multiplikation mit wj entspricht.

Aussehen: An ein gerades Stiick wird ein Viertelkreis angesetzt. Beide Ableitungen sind Null fiir
x < 0. d% (1-V1—2a?) = \/11_733, dd—; (1-vV1-2a?) = (1—9«“")%\/—_902’ also stimmen die ersten
Ableitungen von beiden Seiten mit @ — 0 iiberein mit Wert Null, aber nicht die zweiten. Somit
existiert die zweite Ableitung der zusammengesetzten Funktion nicht. Die einseitig gebildeten
zweiten Ableitungen springen von 0 auf 1 an der Stelle z = 0.

arcsin’ (sin (z)) =

(—7/2 <z < 7/2). Also arcsin’ (z) = \/1177 fir alle z mit -1 <z < 1.

Hinweis: Man nutzt cos (x) = /1 — sin? z fiir —7/2 < x < 7/2, setzt dann etwa y fiir sin (z) und
hat derart: arcsin’ (y) = T fir —1 < y < 1. Zuletzt benennt man die unabhéngige Variable
-y

1
cos(x)

ins Ubliche z um.
%ln(:ch\/lJr:rQ) = \/117

(a) lim,_,q irl(g existiert und hat den Wert —%, da Zahler und Nenner fiir x — 1 nach Null

gehen und lim, ¢ % = —%. (Dies ergibt sich einfach aus dem Wert dieser in 2 = 1 stetigen
Funktion!)

(b) lim,_y (lfiﬁ(mz)) - auch hier ist die Regel anwendbar, da Z#hler und Nenner nach Null ge-
hen. Aber erst zweimalige Anwendung der Regel fiihrt zum Ziel: Zunichst erhilt man
% = %, dann hat man wieder die Voraussetzungen zur Anwendung der Regel erfiillt

In(z)

n
x—1

und bekommt %, was bei £ = 1 den Wert 1 hat. Also ist lim,_,1 = 1 und damit auch

In?(z) -1
(1-=)’ ’

lim,_,
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(c) lim, o g?j((;c)) existiert nicht einmal als ‘o0’, da die Vorzeichen auf beiden Seiten der Null

verschieden sind. Anwendung der Regel kommt nicht in Betracht, da die Voraussetzungen
dafiir nicht erfiillt sind. Félschliche Anwendung ergibe einen Grenzwert Null!

(d) lim,—o (z1n (z)) = lim, o —22)

= lim, oo =L = 0.

(e) limg— oo i—: = 0, da dies mit einmaliger Anwendung der Regel fiir n = 1 gilt und aus
der Giiltigkeit fiir n auf die fiir n + 1 wie folgt geschlossen werden kann: lim, .. %:rl =
limg, o0 (”t# = 0, da nach Induktionsvoraussetzung lim, .., ”e”—z = 0 und die Multiplika-

tion mit der Konstanten n + 1 daran nichts éndert.



Ubung (13)

(1) L arctan (2t — 3) = 1+(2$73)2 = st 2 (1723)4 - (1172;;)57 4L (22tan (z)) = z (z + 2tan (z) + z tan? (2)) .
(2) Man {iberlegt, dass alle Graphen fiir o # 0 durch Stauchen lings der x— Achse und eventuell
(o < 0) Spiegeln an der y— Achse aus dem Graphen von 15— hervorgehen. Bei dieser Funktion
ist klar, dass die Werte gegen Null gehen fiir © — —oo und gegen 1 fiir x+ — oo. (So also auch
allgemein fiir & > 0 und andersherum fiir « < 0.) Die erste Ableitung macht das monotone

Steigen (o > 0) klar, die zweite ist Null genau fiir z = 0. Also ist bei x = 0 der Wendepunkt mit

maximaler Steigung (o > 0) bzw. minimaler Steigung (o < 0). Man hat di 1-?:11 =ag few)z,
d2 ax 1—e%
dz? 118'11 = a2eaw 1+:az) .
(3) Die Funktion g(z) = M ist gerade und zunéichst bei z = 0 undefiniert. De L’Hospitalsche Re-
arctan(z) _ _

gel macht jedoch klar, dass man mit Wert 1 stetig ergéinzen kann. Die Ableitung ist di
I,(1+I2) arctan(z)
(14x2)z?
chen Zuwachs sehen: = — (1 + :102) arctan(z) < 0, da dies fiir x = 0 gilt und die entsprechende
Ungleichung fiir die Ableitungen besteht: 1 — 2z arctan () — 1 < 0 fiir z > 0. Es ist die Ablei-
tung sogar fiir z = 0 stetig zum Wert Null zu ergénzen, weil der Quotient der Ableitungen zu

(1+r )arctan(r) —2z arctan(z) . —2arctan(z)— 1+I
W lautet: ————, dazu wiederum 1927

Wert Null fiir z = 0. Dass lim,_, o %n(w) = 0, kann man wieder direkt mit de L’Hospital sehen.
(4) Bei der Flugparabel Z () = (1,2,2) + t(2,-1,3) + $t*(3,1,—4), t € R, sind Ort und Ge-
schwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 : (1,2,2), (2,—1,3). Der Beschleunigungsvektor ist (3,1, —4) (fiir

beliebigen Wert von t). Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors ist |(2,—1,3) +¢(3,1,—4)| =

V14 — 14t + 26¢2. Das kann man nun aufmalen (quadratische Ergénzung liefert \/ 26 (t — %)2 + %,
und die Wurzel ist monoton):

x

. Dass die Ableitung < 0 ist fiir > 0, kann man mit dem Satz vom endli-

, und jetzt hat man den

0 1 2 ¢ 3 4 5

und sehen, dass der Betrag zunéchst leicht sinkt, dann aber im Wesentlichen linear ansteigt. Man
hat ferner ((2,—1,3) +¢(3,1,—4)) - (3,1,—4) = 26t — 7, das wird Null fiir ¢ = &, und # (&) ist
der Scheitelpunkt, genau dort wurde der geringste Betrag der Geschwindigkeit beobachtet.

(5) Die mittlere Steigung von sin auf [z, z + k- 27, fiir € R, k > 1, k ganz, ist stets Null, da die
Funktionswerte an den Randpunkten gleich sind. Die mittlere Steigung von sin auf [0, 7/2] ist 2.
Diese tritt lokal auf bei cos(x) = %, also bei arccos (%) .

(6) Der Gradient von f (x,vy,2) = 222 + 3y? + 2?2 an beliebiger Stelle (z,y, z) ist (4z,6y,2z), an der
Stelle (1,1, 1) also (4,6, 2) . Dieser Vektor steht senkrecht auf der Fliche im Punkt (1,1,1). Eine
Normalenform der Tangentialebene ist daher 4z + 6y + 2z = 12.
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(7) Zu f(x,y) = 2xe?¥ — y? ist in Niherung 1. Ordnung (Gradient (2eY,2zeY — 2y), an der Stelle
(1,1) also (2e,2e — 2)

1 1 4
1.1,09)=2e—1+2e-— — (26 —2) — = 2e — —.
F(11,0.9) % 2% — 1+ 26 o — (2e—2) == =2 —
Der absolute Fehler ist
4
f(1.1,0.9) — 2¢e + F = —0.0354, der relative Fehler
f(1.1,0.9) — 2e + 2
= —0.0077.
f(1.1,0.9)
(8) Die Ungleichung In (x) < z gilt fiir x = 1 und fiir die Ableitungen: % <1 fiir x > 1. Also gilt sie
mit dem Satz fiir alle > 1. Fiir 0 < # < 1 hat man In(z) = —In (%) < 0 (die Ungleichung ist

ohnehin klar, folgt aber auch direkt aus der schon bewiesenen), also mit 2 > 0 auch das Verlangte.



Ubung (14)
) 7 ® 4dz = 12, s ' d4dr = —12. (Mittelwert mal Intervallbreite, dazu Orientierungsvorzeichen!)
f 1 sin ( x) arctan? (x) dz = 0, ungerade Funktion bei symmetrischen Grenzen.
f ) 2"dac = 2f0 2?dy =
graphisch klarmacht.
(3) Mit Rechtecken (gar nicht iibel!):

2n+1, n > 1. Das geht mit n — oo gegen Null, wie man sich auch

0.6
0.4186 < 0.6 - ¢~0-36 < / e dz < 0.6.
0

Mit Trapezen noch wesentlich besser:

—0.36 1 0.6
0.5093 < 0.6 - % < / e dr < 0.6- e < (0.5483.
0

Obersumme:

0.6
0.5626 > 0.2 - (60 402 +670_42) < / o da.
0
Untersumme:

0.6
0.5021 < 0.2 - (e*“Q L0y e*‘mz) < / e d
0

Die groben Unter- und Obersummen sind also schlechter als die Trapeze. Uber das angesprochene
arithmetische Mittel erhilt man den Nidherungswert

1
0.6 - (70 4 e 47" ~ 0.5366.
Man beachte die Qualitit dieser Nidherung - es handelt SlCh ubrigens um die beste Einteilung.

(4) Der Mittelwert von m im Bereich [1;3] ist % fl T QI)Q dz = 1 arctan(6) — 1 arctan(2).
(5)

w/4
/ cos (4t)dt = 0, (auch direkt zu sehen!)
0
2 gz = |2z 1]
w1 T EETD

Vort 41 3
/de = ?\/ix%—i-?)%,

30 5 1\*
J-9) e = (-5
/\/2x71d$ =

) fdwln(3x—1 )—fsln 3z —1)dz =53z —1)In(3z — 1) —5(3z — 1),
[ dzcos® (z) = [dx (5 + 3 cos (Q:E)) =1z + 1sin(2z),
[ s da *f (1/2 )Qdm Garctan(‘/éx)
b) [sin(z)/1+ cos(z)dz = —2 (1 + cos (z))
favcos(l—:lc )dx:—%sin(l—ﬁ).
(6) [xsin(z)dz = —zcos(z) + [dxcos(z) = —xcos (x) + sin (z)

(7) Allgemein f (z) —2—|—f1 e dt=2+1e?2—1e7? f(3)=2+44e 2 —L1e7C.

3/2
)



(8) Mit u = \/x hat man x = u? und also dz = 2udu, somit

/e‘/zdx = /2ue“du = 2ue" — 2e" = 2\/56\/5 — 2eVE = 2¢V" (\/E — 1) .



Ubungen zum Wochenende (4)
(1) sin(z+7/4) = %\/ﬁ + %\/ix fiir kleine |x| in Ndherung erster Ordnung.

(2) Mit f(z) ==z + ﬁ hat man [’ (z) =1+ ﬁ%, also f/ (0) = 1, damit ﬁ ~1l+zx
fiir kleine |x|.

(3) e~2(3) gin (¢) wiire ein Beispiel.

(4) # ist ein guter Anfangspunkt, offenbar wird der Abfall steiler mit wachsendem n. Wir bringen
noch Parameter fiir die Hshe und Breite an:

f @) = ——

Hier ist das Beispiel h =2, a =10 :

1.87
1.63
1.4
1.29

0.87
0.63

0.29

1 1
/ln(2x—1)dx = 5(2x—1)ln(2x—1)—§(2x—1),
1 T
1 1
/75(1% YT
(2z — 1) 8(2x —1)

/mln(m)dm = z(zlnz—2) —/(xlnx—x)dx, also

1 1 1 1 1
/xln (x)dz = 5:52 In(x) — 5:52 + sz = 5:102 In(z) — 1x2.

/e_’” sin(z)de = —e “cos(z)— / —e~ " cos (z) dx

= —e “cos(z)—e “sin(x) — /e_’” sin (z) dz, also

1
/67“’ sin (z)dx = —5671 (sin (x) + cos (z)) .
T 1 9
1-arctan (z)dr = xarctan(z) — mdz = garctan (z) — 3 In (14 %)



== - | (Fi )

1 1 1
= —§1n|x—1|+gln|x+1|+§ln\z72|.

/”“"Qd /1—1d77t()
$2+1$ = 1+x2 r =T arctan (r

[emet = [ (S —m)

1 1 1
= §ln|x71\711n(z2+1) fgarctan(:c)

Zur Partialbruchzerlegung im letzteren Fall: Zihler zu x — 2 sofort durch Einsetzen von 1 in

:c++1’ dann Gleichungen fiir (12+1§(171) = 2(1;171) + ﬁ‘gif mit z =0, z=—1:
1 1
-1 = 3 + B, aulsoB:—i7
1 1 1 A 1
- = - === —, also A=—=.
1 1 1 oo aso 5
(d)
2 1 5
/xew dr = 5/2306” dr = =e" |
2./ 1 2 12 3\3/2
r*V1—23de = —5 [ =3z 1—$3d$:—§~§(1— )
2 3\3/2
= 3 (1_ ) ,

T u—1 2 . 2
de = du==u?? - 2/u== 32 oz 1
/m v Ju T3 Vo 3(ngL ) T4

mit v = x4+ 1, entsprechend du = dz.
(e)

1 1
Mit v = +/2x — 1 hat man (nach z auflosen!) z = §u2 + 3 also dr = udu, somit

1 U 1
/1+mdx /1+ud“ /( 1—|—u) u—lnfl+ul
:\/2$—1—1ﬂ(1+\/2x—1)

€T

(5) Zur Funktion f(z) = == : Ungerade, iiberall definiert, Dominanz des Nenners fiir grofie |z .
Vorzeichen positiv fiir > 0, negativ fiir x < 0, einzige Nullstelle = 0. Klar sollte es ein lokales
Minimum im Bereich z < 0 und entsprechend ein lokales Maximum gegeniiber geben, und zwar
sollten diese sogar globale Extrema sein. Die erste Ableitung zeigt auch tatséichlich genau zwei
Nullstellen, die man in diesem Falle ausrechnen kann:

d T 1—at

dritat (ot 4 1)
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also liegen besagte Extrema bei x = £1. Der Graph ist nun leicht zu zeichnen; ﬁ

Wir erwarten demnach (mindestens) drei Wendepunkte, und die zweite Ableitung zeigt, dass es
auch nur drei gibt und wo sie liegen (Null war klar):

also die fraglichen Wendepunkte bei x = i%.
(6) Wir erhalten:

<y
—

~~
=

Il

(-

V[ (i = ( )+ (lin )= (1550
s(t) = ( +

PO )= (1)

)

— N

Die Bahn kann man sich z.B. so vorstellen: Zunéchst hat man in der zweiten Komponente die
Sinusschwingung mit Mittelwert 1 und Amplitude 1, nur lduft man in der ersten Komponente
mit dem Term #3/6 immer schneller, so dass die Frequenz immer geringer wird. Hier ist ein Bild
vom Anfang und eines, das die globale Entwicklung zeigt:
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