Aufgaben zum Wochenende (2)

1. Mit @ = (1,2,2) und b = (2,1, —1) hat man:

’675’ = |71,1,3|:\/ﬁ, also
N\ 2 12
(afb) - afb‘ — 11,
2@*—25‘ — 2lg—b] =2v1,
N\ 2 412
(2&—217) — |og—28] =22
Der zweite Block:
(1,2,2) x (2,1,-1) = (—4,5,-3),
—3bx4b = 0,
3xd = 3(d><5)=(—12,15, 9),
6><(36—5> - - axz?):(4,—5,3).

2. Es seien Zp = (1,2,2), Zg = (3,1,-1), Zr = (2,1,-2).

(a)

Flicheninhalt des Dreiecks PQR:

1. S
s (@q —7p) x (Fr —2Zp)| =

2 |(2a_17_3) X (17_15_4)‘

N =N

= Z|(1,5,-1)| = %ﬁ

Natiirlich kann man auch £r —Z¢ statt £ —Zp bequemer finden, und dann kommt natiirlich dasselbe
heraus:

(g — Zp) X (Tr — 7q)| (2,1, =3) x (=1,0,-1)]

N = N

‘(17 9, _1)|

Der Winkel in P: arccos (%) =~ 0.33, etwas mehr als 19 Grad. Der Abstand zwischen P und

der Geraden durch @ und R ist

— — (fP_fQ)<fR—fQ) N .
Tp —Tq (@n — 7o) (Zr — Zq)
1 1 1
= [(-2,1,3) - B (-1,0,1)| = 3 [(—=3,2,5)] = §~/38.

Eine Parametrisierung der fraglichen winkelhalbierenden Geraden ist
. S Zo—17T Ip— &
T\ = wp+)\<_,Q _’P_|__’R _)P)
|Zq —Zp|  |Zr — Zp|

= (1,2,2)+ A <(2’\;%3> + (1’?/11’_8_4)>, ) ER,

oder umparametrisiert ohne Wurzel im Nenner:
7)) = (1,2,2) + p (\/ﬁ+ 218, —v/13 — V18, —4v13 + 3\@) . peR.

Geben Sie eine Parametrisierung der Geraden durch P, welche den Dreieckswinkel in P halbiert.
Hinweis: Bilden Sie zwei gleich lange Schenkel in den Richtungen der von P ausgehenden Seiten,
dann finden Sie leicht einen geeigneten Richtungsvektor.



3. Die Ebene F sei gegeben durch die Gleichung x — 2y + z = 1.

1

a) Man liest sofort die Achsenabschnitte abzux =1,y = -5, 2=1.

(a)

(b) Esist (1,—2,1) senkrecht zu E (Normalenvektor).
)
)

(c) Abstand von E zum Ursprung ist % = 1.6.

1e Ebene parallel zu E, welche den Punkt P, £p = (1,2, 3), enth&lt, hat Normalenform x — 2y +
d) Die Eb E' llel zu E Iche den Punkt P, ¥ 1,2,3 h&lt, hat N lenf 2
z = 0. Der Abstand zwischen E und E’ ist daher %\/6

(e) Die Ebene F, beschrieben durch —2x 44y — 2z = 10, hat gleichwertig Normalenform z —2y+z = —5,
also ist der Abstand zwischen E und F' gleich L\/;)\ = /6.

0.

(f) g liegt genau dann auf £, wenn (1,—-2,1)-Zg =1 und (1,-2,1)-a@

4. Gemif 'Lénge der Grundseite mal Hohe’ haben wir unter Voraussetzung von b #* 0 folgende Berechnung
des Flidcheninhaltes F"

Also (man beachte: 72 = |Z]?)

N2 N2
) (@) (@) )\, N
= @ -2t B | B =@ - (@)
c®)
. . N2
Im verbleibenden Fall b = 0 hat man F = 0 und auch @2b? — (d’b) = 0, wie man sich iiberzeuge. In beiden

Fillen stimmt also die Formel.

5. (a) Die Matrix zum Gleichungssystem

2 — 3y — 224+ 3u=1
3z4+2y+32—-2u=2

2 -3 -2 3
A_<3 2 3—2)'

(b) Die Zeilen sind offenbar linear unabhingig, also ist die Losungsmenge des Systems eine Ebene im R*.

ist

(c) Hier ist eine Parametrisierung der Lésungsmenge:

1
d(z,y) = £(0,0,8,7) +2(50,-13,-12) +4(0,1,0,1), z,y € R.

(Nattirlich kénnten wir auch A, p statt z,y schreiben.)

6. Geeignete duere Parameter sind die Hohe h > 0 und der Radius R. Damit findet man leicht die Parame-
trisierung Z (r,t,2) = (rcost,rsint,z), 0 <r < R, 0<t<7/4,0< z < h.

7. Man addiert zum Ortsvektor des Mittelpunktes vom rollenden Kreis zur Zeit ¢ noch den Ortsvektor des
sich um diesen Mittelpunkt drehenden Punktes P. Dabei ist es fiir das genaue Mitfiihren nur entscheidend,
den korrekten Drehsinn (entgegen dem Uhrzeigersinn) und vor allem die korrekte Kreisfrequenz einzufiih-
ren. Letztere stellt ein Problem dar. Zunichst iiberlegt man, dass etwa R/r richtig wire, aufgrund des
Vergleiches der Kreisumfiinge. Aber mit dem Beispiel R = r sieht man leicht ein, dass der Punkt zwei
Umdrehungen macht, wenn der duflere Kreis einmal abrollt um den festen. Allgemein versteht man: Wenn
der duflere Kreis vollstindig schleifend herumgefiihrt wird, so macht der Punkt P bereits eine Umdrehung.
Also ist 1+ R/r die richtige Kreisfrequenz, und man gelangt zur Beschreibung der Bewegung von P :

Z(t) = (R+r)(cost,sint) +r (cos (1+ %) t,sin <1—|— fn—%> t) , t>0.



Ubung (9)

1. (1,2,-2) x (2,1,3) = (8, —7,—3) ist Normalenvektor zu E, und (8, —7,—3) - (1,2,0) = —6, also hat man
eine Normalenform 8z — Ty — 3z = —6 fiir F.

2. ZweckmiBig berechnet man nur @ x b = (—1,2,2) x (3,2,—1) = (—6,5,—8) und E’(Eix 5), das ist
(=2,3,-1)-(—6,5, —8) = 35, nun erschlieBt man $ax %5: 2(-6,5,-8), 2b (3@ x (—42)) = 245’(&' X 5) =
840.

3. Man kann allgemein in Komponenten ausrechnen

aq xZ asz — asy
a2 X Yy = asxr — aiz
as z a1y — a2

und daraus die Matrix ablesen:
0 —as as
A= as 0 —aq
—asg aq 0

oder auch @ x €;, 1 <1 < 3, ausrechnen und die Resultate als Spalten der Matrix schreiben. Fiir @ = 0
kommt die Nullmatrix heraus, der Kern ist also R3. (Das Bild ist dann der Nullraum.) Fiir @ # 0 kann man
am bequemsten geometrisch bestimmen, dass der Kern aus den Vielfachen von @ besteht, also Dimension
1 besitzt, @ allein ist dann eine Basis. Das Bild ist dann automatisch zweidimensional, und man kann
geometrisch sofort sagen, dass es aus den Vektoren besteht, die senkrecht zu @ sind. Man kann auch das
lineare Gleichungssystem

—asy+ azz = 0
asx —a1z = 0
—a9x + a1y =0

losen. Wenn a; # 0, so hat man z = 22z und y = Z—fac, mit freiem Parameter x. Das ergibt genau die
Vielfachen von a als Losungsmenge. Fiir a; = 0 hat man sofort im Falle ag # 0, dass x = 0 und y = %iz,

mit frei withlbarem z. Wenn dagegen a; = 0 und a3 = 0, so muss mit @ # 0 wenigstens a; # 0 sein, und
dann folgt = 0 und z = 0 bei beliebigem y. Stets kommen also die Vielfachen von @ heraus. (Man hitte
auch aufgrund der Symmetrie der Matrix Analoges zum Fall a1 # 0 fiir as # 0 und fiir a3 # 0 erhalten.)

4. @x (bx¢) ist in allen drei Eingabeschlitzen linear, weil das Vektorprodukt bilinear ist. Fiir den ersten

Schlitz ist die Sache damit sofort klar, fiir den zweiten hat man:
a x ((51—1—52) xé) = ax (51x6+52x8> =ax (51x8)+d’x (gzx5>,

d’x(Agxé) = 6xA(5xE):A(6x(5xE)).

Fiir den dritten Eingabeschlitz kénnte man analog argumentieren, aber auch die Antisymmetrie des Vek-
torproduktes nutzen und auf den zweiten Schlitz verschieben.

5. Man legt sich die Sache zweckmiflig so zurecht, dass man den Vektor (0,0, —g) zu zerlegen hat in einen
Vektor senkrecht zu (2, 1,1) und einen Vektor parallel zu (2,1, 1). Diese Aufgabe wurde bereits gelost, auf
folgende Weise:

0 2 2
0 = Z4+X[ 1 |,Z-{ 1 | =0, also
—g 1 1
-9 g 2
>\ = 0 f:— ].
6 6 -

Der Vektor Z gibt auch die Richtung des Rutschens an.



6. Zwei mal zweite Spalte minus erste, dritte plus erste, dann drei mal dritte minus zweite, mit den benstigten
kompensierenden Faktoren:

2 0 0 0

2 0
detAzldet 3 7 =5 :%~%det 3 7 =8 :é~8-12:16..
4 6 -2 4 6 0

Also bildet das System der Zeilen (ebenso wie der Spalten) ein Rechtssystem, mit Spatvolumen 16.

7. Man hat fiir den Endpunkt des linken Stabes die Koordinatendarstellung I1 (cos (¢ + ) ,sin (¢t + ), 0),
wobei ¢ den fraglichen Winkel bedeutet 0 < ¢t < m — «, ferner entsprechend fiir den rechten Stabendpunkt:
lo (cos (t+ 7+ «),sin (t + 7 + «),0) . Die dritte Koordinate braucht man zwar nicht fiir die Beschreibung
der geometrischen Konfiguration, wohl aber fiir das Arbeiten mit den Drehmomenten. Man erhilt die
Gleichgewichtsbedingung

cos (t + ) 0 cos (t+ 7 + ) 0
Ii| sin(t+m) | x| —mig | +bk| sin(t+7+a) | x| —mag | =0.
0 0 0 0
Das bedeutet
limygcos (t) + lamagcos (t +a) = 0 oder
lymy cos (t) + lamg (cos (t) cos () — sin () sin (o)) = 0,
limy + lamgcos (o) = lamgsin (a)tan (1),
= arctan | At lamzcos(a)
lamg sin ()

Fir 7 > a > 0 ist dieser Ausdruck stets definiert, und fiir & = 0 wire der Winkel klar 7/2, was eben
zum undefinierten (unendlich groBen) Tangenswert fiihrt, ebenfalls iibereinstimmend mit unserer Formel.
Fiir den einfach vorherzusagenden Fall I; = l5, m; = mo, mit dem klaren Resultat ¢ = 5<%, stimmt die

2
Formel auch: 1082 — tan (—”_Q) .
sin « 2



10.

11.

Ubung (10)

. Re(3—4j4) =3, Im (3 — 4j) = —4 (nicht etwa —4j (1)). Re (2¢77*) = 2cost, Im (2e ") = —sint.
. 2z4Z=2Re(z), z—z =2jIm(z). Vektorsumme bzw. Differenz aufmalen und Gleichungen sehen!

2 =34 = V13,

2=3j| = V13, e79™3/3 = ™/ = 1\/3+4 15, 2e7™/6 =2 (-3 — 1j) = —V/3—j. Stets
fir t € R: [ed*| =1, also e I™5/3| =1, [2T7/0| = 2.

‘ _52:2? ‘ = 1, da Zshler und Nenner denselben Betrag haben. Daher sind alle genannten Betriige 1. Aus-
gerechnete Zahl: _52:233 = —j.

. (=3 —2§)% =5+ 124, also sofort (—3 + 27)° = (=3 — 2j)* = 5 — 12
=1 = /Bj = 2e37/3HT) = 9eMm/3 9 3§ = \/13ed(THarctan(3/2)) - arctan (3/2) ist nicht als einfaches

Vielfaches von 7 darstellbar, sondern nur numerisch zu nihern.

. 4e=Im/3 = 4e3™/3 . So auch allgemein re—i® = re?®, a € R, dazu kann man einmal einsehen, dass die an der

reellen Achse gespiegelte Zahl den entsprechenden negativ gesetzten Winkel hat und denselben Betrag,
oder auch ausnutzen, dass cos gerade und sin ungerade ist.

. Eine Zahl z # 0 mit 22 = —z muss Betrag 1 haben, da 73 = 7 nur die reelle Losungen r = 0, r = 1 besitzt.

Nun hat man fiir z # 0 die dquivalente Gleichung 22 = —1, also z = +j.

V=141 =4, 52 =-1, j3 = —j, 74 = 1, was man auch geometrisch noch einmal sehen sollte. Allgemein

fiir natiirliches k > 0: j4% =1, j4+1 = j 442 = 1 443 = 4

Z(w) = (R,wL) = (R,0)4+w (0, L), w € R, also eine Gerade parallel zur y— Achse bzw. in C zur imaginéren
Achse.

Man stellt sich vor, dass man ausgehend von der komplexen Zahl 1 oder dem Ort (1,0) fiir ¢ = 0 mit
wachsendem ¢ um den Kreis 1duft (entgegen dem Uhrzeigersinn) und dabei den Radius sehr schnell (ex-
ponentiell!) anwachsen ldsst, entsprechend fiir ¢ < 0 mit fallendem ¢ rechts herum einwirts spiralt. Es
handelt sich um die sogenannte logarithmische Spirale.



Ubung (11)

. Die Losung von ?lﬁ =3—jistz = % + %j, wozu man die Gleichung mit 1+ jz multipliziert und 2—jz =
B3—7)(1+jz) =3 —j+ z(1+ 3j) erhélt, lineare Gleichung in z (!), also z = Llrj;; = (_1+j1)7(1_4j) =

3 5

17 T 17

. Es handelt sich um die Losungen von z* + 1 = 0, eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, also liegen
die Wurzeln symmetrisch zur reellen Achse. Man bestimmt eine Wurzel als e™/%, die anderen durch
Weiterdrehen um 7/2, also e377/4, ¢597/4 ¢Tim/4 kartesisch: e11v/2+e22v/2j, g € {~1,1} fir 1 <k < 2.
2

) (36—33'77/4)7 — 3Te—2Ljm/4 _ 3T,—5jm/4 _ 3T3jm/4 _ 37 (_%\/5+ %\/5]) _ ¥\/§(_1 +5)

. 22 = 2jz+4 1 = 0 ergibt nach Anwenden der Losungsformel sofort z = j + j1/2. Die Wurzel war sofort zu
ziehen. Dagegen erhiilt man bei der Gleichung

22— 2jz4+14j=0

mit der Losungsformel
21,2 :ji\/—Q— ',
und man hat noch die Wurzel in kartesische Endform zu bringen. Ausfiihrung;:
(z+jy)* = a+ jb

ergibt (x,y,a,b reell): 22 — y? + 2j2y = a + jb, also x> — y?> = a und 2zy = b, zusammen mit z? + % =

va?z +b?:

222

a+ Va2 + b2,

r = :I:; a—&-\/m,
entsprechend

y:ig —a—l—\/ma

aber die Vorzeichen sind so zu wihlen, dass xy das Vorzeichen von b hat, also gibt es, wie es sein muss,
genau zwei Losungen. Im Beispiel: a = —2, b= —1, also z = :I:g 245,y = :Fg V2 + /5. Somit

2y = jim_jig<\/2+\/5j\/2+\/3>,
n = %\/4+2\/5+j<1%\/4+2\/5),
zg = —%\/—4+\/5+j<1+%\/4+2\/5>.

. Es wird ein Ohmscher Widerstand in Reihe mit einem Kondensator geschaltet und dies Ganze parallel zu
einer Spule. Die Leitwerte addieren sich, und der Kehrwert dieser Summe ergibt den Gesamtwiderstand.
Daher sollte man von vornherein fiir w — 0 den Widerstand Null und fiir w — oo den Widerstandswert
R erwarten. Man hat

1 B jwLR+L/C I 14 jwRC

e tar | WLt R—j/@C) T RwC+jWCL—1)
L(l + jwRC) (RwC + j (1 — w?LC))
R22C? + (w2CL —1)°
[ RC A w?RLC? — wRC + j (R°w?C? + 1 — w’LC)
R2,2C? + (W2CL — 1)

= W



Man denke dabei an folgende Prinzipien: Doppelbriiche vermeiden durch entsprechendes Erweitern, beim
Rechnen mit komplexen Zahlen: Reelle Zahlfaktoren so weit wie moglich ausklammern, reelle Quadrate
im Nenner nicht unnétig ausmultiplizieren. Schliellich Einheitenkontrolle: Man priife, dass im Endresultat
aulen der Faktor wL von der Dimension eines Widerstandes ist, der Bruch im Zihler wie im Nenner nur
Glieder der Dimension 1 hat (also reine Zahlen). Insbesondere hat w?LC Dimension 1, eine Zahl, die
hiufig auftritt. Man beachte, dass das Resultat fiir w = 0 definiert ist und den erwarteten Widerstands-
wert 0 ergibt, ferner fiir sehr grofie Werte von w alles im Zihler (zusammen mit dem Vorfaktor wlL) zu
vernachliissigen ist, was nicht w* enthiilt, ebenso im Nenner, und dann erhilt man tatsichlich R.

. Man hat die Gleichung sinx + cosz = Asin (z + ¢) = Asin () cos (¢) + A cos (z) sin (¢) , also

Acos(p) = 1
Asin(p) = 1

und damit A = /2, ¢ = arctan (1) = 1m, also f(z) = v2sin (z + 7/4).

. Die Funktion f(x) = 3 — 2sin(3z — 1) hat ihre Minima dort, wo sin (3z — 1) ihre Maxima hat, also hat
man mit den Maxima von sin die Operation zu vollfiihren: Verschieben um 1 nach rechts, dann Stauchen
mit 3, das ergibt = (k) = Hﬂ%%” =1/3+7/6+kn-2/3, k € Z. Losen der Gleichung 3z —1 = 2kw +7/2
fiihrt auf dasselbe Resultat. Weiter iiberlegt man, dass eine Sinusschwingung anzuheben ist auf den Mit-
telwert 3, Amplitude ist 2, die Werte liegen also zwischen 1 und 4, ferner ist die Kreisfrequenz 3 und der
Phasenwinkel 7 — 1, die Sinusschwingung wird also im Fallen von der y— Achse getroffen. So erhilt man
qualitativ schnell grob das Bild:3 — 2sin(3z — 1)




=

Ubung (12)

. Zu den Symmetrien: Da sin ungerade ist, ist |sin 2| gerade, f (|z|) ist stets gerade, sin? (z) ist gerade, da

sin ungerade ist und die Quadratfunktion gerade, sin (ac3) ist ungerade, da g o f mit ungeraden f, g stets
ungerade ist, wie man ausdriicklich nachpriife tiber g (f (—z)) = g(—f (x)) = —g(f(x)). x?sin (x) ist
ebenfalls ungerade (gerade Funktion mal ungerade). Man iiberlege elementar die Graphen ausgehend von
den bekannten zu sin (), 22, 3. Zu |sin(z)| : Umklappen der Teile mit negativem Wert um die z— Achse,
es entstehen Knicke. sin|z| : Spiegeln des Graphen von sin () fir # > 0 an der a— Achse. sin® (z) =
% — % cos (2z) , also eine modifizierte Kosinusfunktion. Von der Sinusfunktion her ist andererseits klar, wo
die Maxima und Minima sitzen. sin (z*) : Bei Null sieht sin (z) aus wie y = x, daher setzt sich, wie wir
spiter auch mit der ersten Ableitung rechnen konnen, die Flachstelle von 2 dort durch. Ansonsten geht
das Schwingen zu beiden Seiten wie bei sin, nur immer schneller werdend. z?sin (z) : Hiillkurven sind
y = +x2, zwischen diesen wird oszilliert, die Extrema sind versetzt gegen die Beriihrungsstellen mit den
Hiillkurven, die Nullstellen sind die von sin.

Der Graph von f liegt genau dann spiegelsymmetrisch zur Geraden z = ¢, wenn die Funktion g (z) =
f (x4 ¢) zur Linksverschiebung des Graphen von f eine gerade Funktion ist, also f (—z 4+ ¢) = f (z +¢)
fiir alle z. Das kann man natiirlich auch direkt iiberlegen: Zu beiden Seiten links und rechts von x = ¢ soll
symmetrisch dasselbe herauskommen.

Analysieren Sie den Ausdruck sin(z?v/1 — 22 + cos? (2z + 1)) (Baumdiagramm).

ZweckmiBig stellt man ¢(t) = M — f(t) dar und setzt f(to) = M, also f (t) = M ( )(t ) — pNfe—(t—to) In(2)

insgesamt daher ¢ (£) = M (1 — e(t—to) ln(2)) )

1
2

Die Gleichung lautet e~*(2)/1000 — , also ¢t = 1000 11;111(2)0, etwa 6644.
547=1 = 10 hat die Losung = = %J(—)Z + % %lﬁffso)), wie man iiber Logarithmieren (mit In besser als mit
log; ausrechnet) bekommt: (4z — 1)In (5) = In (10). logs (x) = 15 bedeutet lngm) = 15 oder besser gleich

x = 315 = 14348 907.

(a) f(z) = —ze” ist iiberall definiert, hat keine Symmetrie. Das Vorzeichen ist von z bestimmt, also
positiv fiir < 0, negativ fiir > 0, offenbar ist z = 0 einzige Nullstelle. f(z) — 0 fiir x — —o0, also
muss es im Bereich < 0 ein Maximum und links davon einen Wendepunkt geben. f(z) — —oo fiir
x — oo. Nullstelle qualitativ wie die von —z.

(b) In (1 + $2): Uberall definiert, gerade Funktion, Werte iiberall > 0, globales Minimum mit Wert Null
bei = 0. Streng monoton steigend im Bereich z > 0, was man iiberlege mit dieser Eigenschaft bei
der inneren wie der &ufieren Funktion. Fiir grofle Werte von |z| kann man die 1 vernachlissigen und
bekommt asymptotische Niherung an den Graphen von In (2?) = 2In(z). Also wird die Steigung
immer flacher. Rund zeichnen bei © = 0 (!), keine Ecke oder Spitze.

(¢) hy(x) = xf—il : Undefiniert fiir z = 1, dort ist ein Pol. Werte gehen gegen Null fiir z — +o00, Vorzei-
chen vom Nenner bestimmt. Die Vorzeichen beim Pol und die Uberlegung, dass der Graph bei der
einzigen Nullstelle z = 0 zu beiden Seiten absinken muss, machen bereits den Graphen klar: Relatives
Maximum bei 2 = 0, links davon muss es noch ein relatives Minimum geben, wegen hy () — 0 fiir
& — —o0. Spiter werden wir mit der Ableitung ausrechnen koénnen, dass Letzteres bei z = ./2 liegt.
Qualitativ ist auch klar, dass es links von diesem Minimum einen Wendepunkt geben muss. Getreu
dem Prinzip, einen moglichst einfachen Graphen zu zeichnen, der mit den verfiigharen Information
vertriglich ist, zeichnet man damit grob qualitativ etwaxg,”—il



Bei hy (2) = % hat man Analoges zum Definitionsbereich und zum Pol, wieder keine Symmetrie.
Anders das asymptotische Verhalten: Die Werte gehen gegen —1 fiir x — +00. Vorzeichen: Negativ
fiir x > 1, positiv fiir 0 < x < 1, negativ fiir z < 0. Nullstelle bei x = 0, dort Vorzeichenwechsel,
Flachstelle von y = 22 setzt sich durch (Nenner bei = 0 niherungsweise Konstante y = 1). Wenn
man elementar (also noch ohne Ableitung) iiberlegt, dass die Funktion iiberall lokal steigend ist, so

erhilt man

Spiter kénnen wir auch mit der Ableitung ausrechnen, dass der Graph lokal iiberall steigt.

hs (z) = % ist ungerade, hat Pole bei +1, einzige Nullstelle bei z = 0, und der Z#hler dominiert.
Asymptote ist y = —x fiir £ — +o00, wie man durch Vernachliissigen der 1 im Nenner oder auch
durch Polynomdivision sieht: hs (x) = —2 + 1=5z. Vorzeichen: Positiv fiir 0 < z < 1, negativ fiir
x > 1. Damit ist der Graph klar, wenn man das Durchsetzen der Flachstelle bei = 0 beriicksichtigt
und die notwendigen Extrema sieht: Fiir z > 1 kommt man von —oo und geht wieder dahin, also

muss es ein Maximum geben, da nach Allgemeinwissen die Aste einer gebrochen rationalen Funktion

glatt und insbesondere stetig sind.

2 3

(a) hi(z) = =21, ho (2) = 25, by () = T2




8. f(z) =1 + Larctan (B (z — a)) leistet das Verlangte. Man transformiert dabei das Bild von arctan, also
das Intervall | —7/2, 7/2[, linear auf das geforderte Intervall ]0, 1], indem man den dufleren Summanden
und den duferen Faktor anbringt. Anschliefend (Reihenfolge!) das Stauchen mit £, um mit grolen Werten
von 3 > 0 einen entsprechend steilen Anstieg zu erreichen, dann die Verschiebung durch Einsetzen von
2 — « innen (rote Kurve: Das Beispiel § = 20, a = 1, schwarze Kurve: Bei falscher Reihenfolge % +
%arctan (Bx — ) gerét die Sprungstelle fiir wachsende Werte von £ immer néher an die Null heran und
sitzt nicht wie verlangt bei z = «.

10



1.

2.

Aufgaben zum Wochenende (3)

(a) Es seien gegeben: Zp = (1,2,-2), Zo = (3,2,4) und die Ebene E mit &g (A, ) = (2,1,1) +

)‘(2717_1)+M(351a1), )\,,U,ER.

i. Normalenform fiir F: 2z — by — z = —2.
ii. Gerade g durch P und @ in parametrisierter Form: Z, (a) = (1,2,-2) + «(2,0,6), o € R.
Schnittpunkt S ist Zg = &4 (—-2) = (—3,2,—14).

iii. Winkel zwischen g und E: arcsin (ﬁ) ~ 0.058. Also nur etwas mehr als 3 Grad.

iv. Wir suchen einen Vektor A (2,—5,—1), so dass (1,2, —2) + A (2, —5, 1) Ortsvektor eines Ebenen-
punktes ist (der Lotfupunkt des Lotes von P auf E). Einsetzen in die Normalenform ergibt
—6+ 30\ = —2, also A = 1% Der gesuchte Spiegelungspunkt hat also in Koordinatendarstellung
folgenden Ortsvektor: £pr = Tp + 2X (2, -5, —1) = = (23,10, —26) .

v. Es handelt sich um den Schnitt zwischen den beiden mittelsenkrechten Ebenen durch die Strecken
PQ und PR. Diese haben Normalenformen (y tritt in beiden nicht auf, ist also frei withlbar, die
Losungsmengen sind im R3 zu verstehen, also Ebenen senkrecht zur xz— Ebene!)

z+32=5
—r4+y+22=3
Die Losungsmenge (z frei, dann z,y durch z ausgedriickt, also x = —3z 4+ 5,y = —5z 4 8) ist in

parametrisierter Form:

Z(a)=(5,8,0)+a(-3,-5,1), a € R.

Geometrisches Verstidndnis: Man hat auf dem Dreieck PQR den Mittelpunkt des Umkreises,
dazu ist noch ein beliebiges Vielfaches eines Normalenvektors zum Dreieck zu addieren.

vi. Wir brauchen ein kartesisches System auf E. Dazu nehmen wir zweckmiiflig einmal den Einheits-

vektor % (2,1, —1). Um einen dazu senkrechten parallel zu erhalten, ist es giinstig, (2, —5, —1) X

(2,1,—1) = (6,0,12) zu nehmen, anschlieBende Normierung ergibt % (1,0,2). Nun die ge-

wiinschte Parametrisierung: Z (¢t) = (2,1,1) + 4 cos (t) % (2,1,—1)+4sin (1) % (1,0,2),0<t<
2m.

(b) Spaltenumformung oder auch Berechnung des Spatproduktes oder auch der Determinante zeigt: Die

Spaltenvektoren sind linear unabhéngig. am bequemsten: Zieht man von der dritten Spalte das Drei-
fache der zweiten ab, anschlieend von der zweiten Spalte die erste, so erhilt man

3 -2 1 3 -5 7
2 32,2 1 -7
1 1 3 1 0 0

und kann bereits die (gleich gebliebene Determinante im Kopf ausrechnen (Wert 28), oder auch eine
weitere Null schaffen (dritte plus sieben mal zweite Spalte):

3 =5 =28
2 1 0
1 0 0

(Wieder wurde der Wert der Determinante erhalten.) Natiirlich geniigte die Umformung allein mit
dem Resultat, dass kein Nullvektor entstand. Die Losungsmenge von AZ = 0 ist also {0}, und jedes

1
System AT = b hat genau eine Losung. Das auszurechnende Beispiel: insbesondere AT = 2
1
7
speziell hat die eindeutige Losung ﬁ 4
1

(a) —2v/3 —2j = —4eI™/6 = 4eTIT/6 5e=3im/4 = —%ﬁ—j%ﬁ
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(b)
()

1—jz _ 1 _ & : C .. _ 11 2. . . . . . . .
5% = 1 —j hat die einzige Losung z = 5z — 5zj. Die Gleichung ist eine lineare in z, wobei der

Koeflizient von z nicht Null ist. Daraus resultiert die eindeutige Losbarkeit.

(a+7b) (a—jb—1) = a? — a + b* — jb, also hat man mit z = a + jb, a,b € R, die gleichwertige
Gleichung a? — a + b* — jb = a + (b — 1) j. Koeffizientenvergleich ergibt sofort b = %, also weiter
a’? — 2a + % =0,alsoa12 =1=% %\/g Das ergibt die Losungsmenge der usrpriinglichen Gleichung
(L4 3VB+ 45,1~ 1VB+ 43).

Fiir  in der Nidhe von 0 dominiert %, fiir groBe || dominiert z2. Asymptotische Anniherung an

y = 22 (mit eingezeichnet) fiir groBe |z|. Einzige Nullstelle z = —1. Uberlagern ergibt sofort die
Gestalt des Graphen, wenn man nur den Pol von 1/z und die Vorzeichen beriicksichtigt:

107

Fiir die linear transformierte Funktion g gibt es folgenden Rechenausdruck: g(z) = 4+ f (3(z —5)) =
4+ f(3z —15).

g(z) = etan(?) ist genau an den Stellen undefiniert, wo tan dies ist, also an den Stellen x (k) = 5 +km,
k ganz. Fiir jeden Tangens-Ast ergibt sich streng monotones Steigen, da innere und duflere Funktion
streng monoton steigen auf jedem diese Intervalle der Form |3 + km, § + (k + 1) 7[, k ganz. Die Ex-
ponentialfunktion bildet nun das Intervall [0, co[ auf das Intervall [1, oo[ ab und das Intervall | — oo, 0]
auf das Intervall 0, 1[. Bei Annéherung an 7 + k7 von links gehen die Werte also nach Unendlich,
bei Annéherung von rechts nach Null. Damit ergibt sich das Bild:

—5/4 _ z
T 2@2-1)var-1

d
fdr =20 (1) (1)
Man hat die Gleichung 2 cos (z) — 3sin (z) = Asin(z + ¢) zu losen (Unbestimmte A, ¢) so dass
die Gleichung fiir alle z gilt. Additionstheorem und Koeffizientenvergleich ergeben die Gleichungen
A=+/13,

Acosp = =3

Asing = 2
¢ =T+ arctan (—2) , also h(z) = V13sin (z + 7 — arctan (3/2)) . Die lokalen Maxima sind daher an
den Stellen z (k) = —% + arctan (3/2) + 2km, k ganz.
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(e) Sei x1; < x5. Dann ist nach der Voraussetzung, dass f streng monoton steigt, f(z1) < f(x2), also
mit streng monoton fallendem g: g(f(z1)) > g (f(x2)). Somit ist g o f streng monoton fallend. (Das
Argument benutzt keine weiteren Eigenschaften von f, g, nicht einmal Stetigkeit.)

L f@2+An)=(24+ A$)4 =2 +4-22Az+[6-22Ax? +4-2Az% + Ax?], der Restterm (in Klammern) geht
offenbar noch nach Division durch Az gegen Null fiir Az — 0. Also lautet die Ableitung an der Stelle
xg = 2: f’(2) = 32. Natiirlich kann man das so gleich auch fiir beliebiges 2y durchfiihren. Das ergibt die
Niherung 1. Ordnung fiir 1.99% :

1.99% = 16 — 32-0.01 = 15.68.

Der absolute Fehler ist 1.99* — 15.68 = 0.002392, das macht einen relativen Fehler von % =
0.00015253.

. Es handelt sich um die Ndherung 1. Ordnung von (1 + 6)2 , Ableitung von f(x) = 22 an der Stelle g = 1
ist 2. (Es wurde nur ¢ fiir Az geschrieben.)

. tan’(0) = 1 und tan(0) = 0, also tan (Az) =~ 0+ Az in der Standard-Schreibweise. Wenn also |z| klein ist,
so hat man tan () = « in N#herung 1. Ordnung.

. (14+&)" > M genau dann wenn nln (1 + €) > In (M), es ist n also als die kleinste natiirliche Zahl > lilrz(lﬂfg))

zu setzen. Fiir M = 10'° und ¢ = 1071 benstigt man also n > % = 2.3026 x 10!, Ubersichtlich
101n(10)

wird das, wenn man fiir den Nenner die Ndherung 1. Ordnung wihlt, das ergibt sofort Ta(1F10-10)
10" In (10) = 2.3026 x 10'. Es reicht also n = 230260000001 jedenfalls. Aber man sollte nicht daran
glauben, dass das so genau ist, da wir schon zur ersten Ndherung keinen Unterschied bemerkten. Genauere
Rechnung zeigt, dass bereits n = 230258490260 ausreicht, das sind immerhin 1509741 weniger. Es war
also ganz licherlich, die 1 noch zu addieren. Und sogar 1.5 Millionen sind nichts gegen 10'*. Wir konnten
gar nicht erwarten, dass bei Aufzeigen von nur 4 Nachkommastellen der Unterschied zwischen genauer
Rechnung und Rechnung mit der N#herung erster Ordnung sichtbar wiirde (den gibt es erst bei der 18.
Nachkommastelle!), noch auch nur, dass log (10) auch nur in der 4. Nachkommastelle korrekt wiire.

~

(a) Der erste Ausdruck benétigt nur Grundregeln und die Linearitit der Ableitung. Fiir den zweiten

Summanden ist zu beachten: Vzv2 = x%\/ﬁ, Ableitung davon ist %\/ix%ﬁ_l = 2—‘/5\/ V2, nun
kommt noch der Faktor 2 dazu und das negative Vorzeichen.

= (e AN ! 4In(z) — 3cos(m))

1
= e””——v — (4 1)z "2+ = 4 3sinz)
T
(b) Einfachste Beispiele zur Kettenregel: Innere Ableitung ist nur eine Konstante:
d
. sin(—5z) = —5cos(—x) = —5cos(bx),
d .
T cos(wt +¢) = —wsin(wt+ ),
d
- (—20— 1) = —6(2c+1)

(¢) Produktregel:

d

I —(e” tan(z)) = €” tan (z) + € (1 + tan® (z)) = €” (1 + tan (z) + tan® (z))

(d) Nur der ertse Ausdruck erfordert die Anwendung der Quotientenregel, fiir die anderen geniigt (zu-
sitzlich zur Zahlerableitung) die Konstantenregel (Beispiele 2 und 4) bzw. das Umschreiben als
Grundfunktion hinter einer linearen Funktion (Beispiel 3):

d sin(2z)  2cos(2z) (1 — tan (z)) + sin (2z) (1 + tan® (z))

dz 1 — tan(z) (1 — tan (z))?

13



Denkt man noch daran, Doppelbriiche (in den Tangenstermen versteckt) zu vermeiden, so kann man
das umformen (Erweitern mit cos? (z)) und vereinfachen zu

2 cos (2z) cos (z) (cos (z) — sin(x)) + sin(2z)
1 — 2sin () cos (x)

% 5 — 5 (6300 + 6731) ,
d 1 d 55 10 _s/3 10
——— — (—2z+1) =—(1-2x) =
dz /(=2x +1)5 d 3 3(1—2z) {/(1—22)°
d =z 3 5
= = T
dx sin(2) sin (2)
3\4 3)3 2
(e) L (z—a%) =4(z—2%)" (1-32?)
(f)
d x? B 295\/2953_3_9522\/% B 2z (223 — 3) — 32*
dr 223 —3 223 — 3 (223 —3) V223 =3

3 —6

x
(223 — 3) V223 -3

(g)
d x3 4z 33

Py s B ) B (z—a) (z—3)

(h) % log,(z) = zh}(a), d%a” = a”In(a) (@ > 0 in beiden Féllen)

8. Zu f(z) = In*(z) hat man f’ (z) = %ﬂx), und das geht gegen Null fiir z — oo, was sich direkt aus der
Dominanz jeder Potenzfunktion iiber die Logarithmusfunktion ergibt (man setze x = (xl/ 3)3 im Nenner).
Also geht die Steigung gegen Null, und der Graph wird immer flacher, wie bei In selbst.

9. LV1+a3= 5 13+m3 22, also f’(0) =0, so dass f(—0.1) = 1. Der relative Fehler ist etwa —0.0005.

10. Man hat @ () = €’ (cos (t) — sin (), sin () + cos (¢)) fiir alle ¢. Die x— Achse wird geschnitten fiir ¢t = km,
k ganz. Fiir gerades k ergibt sich der Richtungsvektor e* (1,1), fiir ungerades k e*™ (—1, —1) . Es handelt
sich also stets um den Winkel 7 /4.

11. Wenn man um 1 nach rechts verschiebt, so bildet man g(z) = f (z — 1) = (xfl)i(mﬂ) = m(x’é’lq)v also eine

ungerade Funktion. Der Graph von f liegt daher symmetrisch zu x = —1. Es ist der Grph von f leicht zu
skizzieren, wenn man das Verhalten fiir grofie || sowie die Vorzeichen beachtet, ausgehend von den Polen
fiir f bei x = 0,—1, —2. Die Skizze
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12.

macht sofort klar, dass es mindestens zwei Extrema (Min. und Max.) gibt, symmetrisch zu x = —1 wegen

der angefiihrten Uberlegung zur inneren Symmetrie. Zur genauen Berechnung der Lage der Extrema ist es
9..2

ein wenig bequemer, die Ableitung von g Null zu setzen. Man hat ¢’ (r) = 25722, und das ist Null genau

(z3-2)"
fiir x = :I:ﬁg. Also lauten die einzigen Nullstellen von f'(x) : z12 = :I:@ — 1. Also hat f ein relatives

Minimum bei 7@ — 1 und ein relatives Maximum bei @ -1

FEin Polynom kann keinen Graphen wie verlangt haben, weil es wegen des Ansteigens und der Steigung
Null bei = 0 einen Grad hoher als 1 haben miisste. Das wiire aber nicht vertriiglich mit der Asymptoten
y = x. Zur Konstruktion einer einfachen gebrochen rationalen Funktion mit den verlangten Eigenschaften
iiberlegt man, dass der Zihlergrad um 1 hoher sein muss als der Nennergrad, aulerdem hoher als 1, der
Nennergrad also mindestens 2 sein muss, weil der Nenner keine reelle Nullstelle haben darf. Also werden

wir in den Zéghler das einfachste (ungerade) Polynom vom Grad 3 stellen, in den Nenner das einfachste
I3

T4z Das hat sofort die gewiinschte Symmetrie und

quadratische Polynom ohne reelle Nullstelle. f(z) =
die einzige (flache) Nullstelle bei z = 0.
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