Ubung (2)

. Normalform ist z? + %z + 1 = 0, Losungsformel ergibt z12(a) = —% + $v/a? — 12. Daraus ergibt sich
allgemein, wenn wir mit L, die Losungsmenge fiir a € R bezeichnen:

{f% + %\/a2 -1 ,f% — %\/@2 — 12} fiir a < —2v/3 oder a > 2\/5,
L, = {—%} fﬁra::i:Z\/g,
o fir —2v3 < a < 2V/3.
So weit wurde z als Unbestimmte, a als &uflerer Parameter aufgefasst. Nun gehen wir iiber zur Betrachtung

derselben Gleichung als einer solchen in zwei Unbestimmten. Die Losungsmenge ist also eine Menge von
Paaren (a,x). Offenbar darf man «a frei wihlen, jedoch so, dass L, nicht leer ist. Also
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oder natiirlich auch kiirzer geschrieben, aber weniger iibersichtlich:
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. 1000 -z = z + 123, also « = % = % Man sollte noch diskutieren, wie man analog jede Dezimalzahl,

welche schlieBlich periodisch wird, als Bruch darstellen kann. (Additives Abspalten des nichtperiodischen
Teils.)

la| > 2\/5}

la| > 2\/§}.

. Direkt mit Zweipunkteform: f(z) = 155 (z + 100).

. Am besten nutzt man die Scheitelpunktsform: y = A (z — 2)2 + B mit Einfiigen der Bedingung, also a = A
beliebig # 0, b = —4a, ¢ = B beliebig. Die verbliebenen beiden freien Parameter regeln die Breite und die
y— Koordinate des Scheitelpunktes.

2z — 3y + 1 ist linear in x und in y, auch linear in beiden

2x — 3zy ist linear in y, auch linear in x, aber nicht linear in z,y
x—2

R + y ist linear in y, gebrochen rational in « (auch in beiden)
T

z+ver+1-— yié ist algebraisch in z und in y, auch in beiden

xsin (y) ist linear in z und transzendent in y

. 0,2’0$2 + a072y2 +a1,12y +a1,0T + a1y +aoo = > apz¥yt. Symmetrie in z,y liegt genau dann
0<k+1<2, k,l1>0

vor, wenn ago = ag,2 und a1 9 = ag,1, also allgemeine Form a (2% + y?) + bay + ¢ (x + y) + d.
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(a) Relativer Fehler: 2991 = 0.000 2.

(b) Weil bei Einheitenwechsel derselbe Faktor an beide Summanden im Z&hler und im Nenner angebracht
wird und sich daher wegkiirzt. (Explizit rechnen.)



(C) Tw — Tm = w:vm - w;zm = _(er:zU)z'
10. Man hat
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also ist die Anzahl der geradzahligen Teilmengen einer n— elementigen Menge gleich der Anzahl ihrer
ungeradzahligen Teilmengen. Das kann man etwa auch so einsehen: Sei M eine Menge von n Elementen.
Fiir ungerades n zeigt die Abbildung, welche jeder Teilmenge A C M mit ungerader Anzahl die Menge
M \ A zuordnet, das erwiihnte Resultat. Fiir gerade Anzahl von M kann man etwa ein Element m € M
auszeichnen und den ungeradzahligen Teilmengen A von M, welche m enthalten, die Menge A \ {m}
zuordnen, hingegen den anderen ungeradzahligen Teilmengen A mit m ¢ A die Menge AU {m} zuordnen.
In beiden Féllen erhélt man so eine Bijektion der ungeradzahligen auf die geradzahligen Teilmengen.



Ubung (3)

n

1. Man hat (1+¢)" = 3 (?)e¥ = 1 + ne+ weitere positive Glieder, also (1+¢)" > 1+ ne. Nun wechst
k=0

aber ne ins Unendliche fiir n — oo, also wird auch (1 + ¢)" beliebig grof. Man hat Weiter l—e= l_ici mit

6 = 1= (Auflosen der Gleichung nach §). mit 0 < e < 1ist § > 0. Also (1 —¢)" = (1+5)n, und das ist

beliebig nahe an Null, da nach dem vorigen Resultat (1 + §)" beliebig grof§ wird.

Z aibjxiﬂ

0<i<n, 0<j<m

n m
(Z aixi> Z bja?j
i=0 =0
n+m

E ckxk, mit ¢, = E a;b;.
k=0

i+j=k, 0<i.j

Daher lautet der Koeffizient zu z3: ¢5 = agbs + a1b2 + asby + asby.

3. Sei f(x) = Z;;Ig mit festen Zahlen a,b, ¢, d, welche die Eigenschaft haben, dass ad — bc # 0. Sei g eine

Funktion derselben Art. Wir schreiben g(z) = :zig , mit ad — By # 0. Nun (Hinarbeiten auf die gesuchte

Form mit Erweitern und Zusammenfassen!)

(f(z)) = (cl;:-tf;*‘ﬁ aar+b)+B(cx+d) (aatfe)r+ab+pd
’ et 4§ y(aw+b) +d(cx+d)  (ya+de)x+yb+dd

Es bleibt nachzurechnen, dass die Bedingung erfiillt ist, also
(aa + Be) (vb+ dd) — (ab+ Bd) (ya + d¢) # 0
Man rechnet aus:
(aa+ Be) (vo+dd) — (ab+ 5d) (va+6c) = ad (ad — be) + By (ad — be)
= (ad —By) (ad —be),
und das ist # 0, weil beide Faktoren es nach Voraussetzung sind.

4. Die Beziehung |z|+ |y| < 1 schaut man fiir z,y > 0 an und erhilt y < 1—z, also das Dreieck (die Fléiche!)
mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Symmetrisieren ergibt das Quadrat mit den weiteren Ecken
(—1,0), (0,-1), (0,1), (1,0) . Fiir die Beziehung 22 + y? < 1 sollte man mit Wissen der Kreisgleichung
auf die Kreisfliche kommen.

5. Diese Aufgabe ist so gemeint, dass man die D stellungen der gesuchten Vektoren durch @, b moglichst
direkt sehen sollte: Z = b+ 3@, 7= 1@ — b, § = Z (noch einmal erinnern an die Aqulvalenzklassen) auch
sehen: § = @ — & = (ausrechnen) 1@ — b.

6. Strahlensatzfigur!

7. Fiir eine Richtung in der Ebene geniigt eine Zahlangabe, etwa ein Winkel (von der positiven x— Achsen-
richtung an entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen), fiir eine Richtung im Raum geniigen zwei Zahlangaben
(zwei Winkel wie Léngen- und Breitengrad). Fiir die Bestimmung eines Dreiecks in der Ebene mit genauer
Lage benétigt man die Lage eines jeden Eckpunktes, also 6 Zahlangaben. Fiir die blofle Form eines Drei-
ecks geniigen dagegen drei Zahlangaben (etwa drei Seitenléingen oder zwei Seitenléingen und ein Winkel).
Fiir die Beschreibung einer Parabel in der Ebene mit genauer Lage denke man nicht nur an die Parabeln,
welche mit Gleichungen y = az? + bx + ¢ beschrieben werden kénnen, sondern auch an demgegeniiber
gedrehte. Man braucht dann vier Zahlangaben, etwa zwei fiir den Scheitelpunkt, einen Streckungsfaktor
und dazu einen Winkel (um den die Parabel ausgehend von einer verabredeten Anfangslage, z.B. Achse
in Richtung der positiven x— Achse, um den Scheitel zu drehen ist). Fiir die Form einer Parabel geniigt
dagegen ein Streckungsfaktor allein.



8. Parametrisierung des umfassenden Halbkreises:
Z(t) = (2cos(t),2sin(t)), 0 <t <.
Fiir den linken einbeschriebenen Halbkreis:
¥ (t) = (—1+cost,sint), 0 <t <.

Fiir den Radius r des kleinen Kreises:

(1+r)?=1+2-1)2,

lineare Gleichung (1), Losung 7 = 2. Der Mittelpunkt des kleinen Kreises ist (0, %), also erhilt man die
Parametrisierung
4 2
a(t) = (O, 5) + 3 (cost,sint), 0 <t < 2m,

fiir den kleinen Kreis. Fiir die Beriihrpunkte kénnte man jeweils eine Gerade beschreiben und mit den
Halbkreisen schneiden, das wire jedoch sehr umsténdlich. Vorab sollte man natiirlich die Symmetrie sehen.

Fiir den linken Halbkreis einfach mit Strahlensatz: 1—1” = %, wobei x — 1 die gesuchte x— Koordinate
des Beriihrpunktes ist. Somit = 2 und Beriihrpunkt links: (—2,%), wobei man die y— Koordinate
zweckméifig als (2 — %) . %

berechnet. (Gerade durch den Mittelpunkt des linken Halbkreises und den Mittelpunkt des kleinen Kreises
um 1 nach rechts verschoben denken, Steigung mal %



1.
2.

Ubung (4)
ZweckmiBligkeit: Keine Fischgriten, Nutzen von diinneren und dickeren Linien.

(a) Eckpunkte (2,3, —1) + (e1a,e2a,e30a), ¢; € {-1,1}, 1 <i <3

(b) Obere Wiirfelseite: & (A, 1) = (2,3,—1+a) + (A, 1,0), —a <\, u < a.

() ZN)=(2-a,3—a,—14+a)+X(2a,2a,—2a),0< A< 1.

(d) Achtung, im Aufgabentext fehlte filschlich die Angabe, ob der Ausgangs-Eckpunkt vorn oder hinten

liegt, fiir den hinteren lautet eine Parameterdarstellung:  (A) = (24 a,3 + a,—1 + a)+A (—2a,0, —2a) ,

0 < A < 1. (Fiir den vorderen stiinden die — Koordinaten 2 — a im Aufpunktvektor, 2a im Rich-

tungsvektor.)

(€) Zije (A p) = (2,3, —1) + X&; + pé; + caéy, —a < A\, p < a, fir ¢,j,k paarweise verschieden und
¢ € {—1,1}. Man sieht gut die Anzahl von sechs Seitenfldichen.

Ty (A) =(3,-5)+A((3,4) — (3,-5)) = (3,=5)+A(0,9), A € R. (Ruhig den Mittelpunkt der Strecke iiber
Parameterdarstellung rechnen, dann aber sehen, dass einfach %f@ + %f R herauskommt.)

Gleichungsform: (%)2 + (%)2 = 1, Parameterform: Z(¢t) = (2cost,4sint), 0 < ¢t < 2m. Verschobene:

("’”T’Q)2 + (}%3)2 =1, y(t) = (2,3) + Z(t), 0 < t < 27. Bei der Gleichungsform wird die Gleichung fiir die
zuriickverschobene Ellipse aufgeschrieben, bei der Parameterform die Verschiebung an der urspriinglichen
Ellipse angebracht.

Eine einfache Parametrisierung der Parabel ist @ (\) = ()\, A, 2)\2) , A € R. Dazu iiberlegt man, dass der
Punkt (A, A,0) den Abstand V2 vom Ursprung hat, das Quadrat davon ist als z— Komponente zu setzen.
Multiplikation der Ortsvektoren & (A) mit 10 ergibt wieder eine Parabel, jedoch eine gestauchte: Setzt man
p = 10\, so lautet die z— Komponente 20A% = 20 - wo_ % 12, Die zugehorige Umparametrisierung lautet

100
7(p) = (,u,p, %;ﬂ) , 1 € R. Spiegelung an der xz— Ebene ergibt Z (1) = (,u, — %MQ) , weR.

. Wir parametrisieren allgemein fiir & (4uerer Parameter hier!) den Sehstrahl vom Auge zum Punkt Py :

X\ = (=1,0,1) + A(k+1,0,—1), A€ R.

Schneiden mit der Ebene x = 0 ergibt A = k_}rl’ also

k
K
I’P}; = (0,0,_]€+1> .

Offenbar kommt man dem Punkt (0,0, 1) beliebig nahe, das ist der Fluchtpunkt der Geraden, auf der die
Py, liegen. Die Verkiirzung sieht man so: dj, sei der Abstand zwischen P und P, es ist

E+1 k 1

G = TRl e D)k t2)

und das wird offenbar mit wachsendem k stets kleiner und nihert sich beliebig der Null.



