10.

Ubung (1)

. Vereinfachen Sie folgende Rechenausdriicke:

NP 314 415 5p3
a’vt S il a’b -
bt = 7 (Hauptbruchstrich!),

abb?’ 22y
V21, 6474, V21

22 + Tu g (Ausklammern!),

. Warum gilt % = @? Sprechen Sie genau aus, welche giiltige Umformung hier vorliegt. Fiihren Sie eine

solche Umformung mit ﬁ derart durch, dass keine Wurzel mehr im Nenner steht.

Losen Sie die Gleichung (22 — 1)2/3 = 2.

In welche Endform sollte man folgende Gleichung bringen? (Tun Sie das im Kopf!)
2z —y)+33+2y)+4=5—-3z

Skizzieren Sie die Losungsmenge. Geben Sie auch die zugehorige Achsenabschnittsform, und lesen Sie die
Achsenabschnitte daraus ab.

Sie haben als Spezialfall der allgemeinen binomischen Formel: (x + y)3 = 23+ 32%y+3xy?+1y>. Formulieren
Sie, was man wohl genau damit meint, wenn man sagt, dieser Ausdruck sei ’symmetrisch in x und y’.
Uberlegen Sie, was bei (z + 3 + z)3 herauskommen sollte - Sie sollten das Resultat formgeméf hinschreiben
kénnen, ohne im Einzelnen zu rechnen. Priifen Sie Thr Resultat auch durch Abzéihlen der Summanden der
Form z%°2¢, die darin vorkommen miissen. Rechnen Sie schlielich das Resultat auch noch genau nach,
indem Sie geeignet in die binomische Formel einsetzen (formulieren Sie, was man fiir was worin einsetzt)
und dann vereinfachen und ordnen.

Losen Sie die quadratische Gleichung 22 — ax + 3 = 0. (a duBerer Parameter, Unbekannte: x). Beachten
Sie: Fiir jeden reellen Wert von a ist die Losungsmenge in R anzugeben. Was fiir eine Gleichung ldge vor,
wenn a die Unbekannte und x &duflerer Parameter wire? Geben Sie auch fiir diesen Fall die allgemeine
Losung.

Geben Sie die Gleichung fiir eine beliebige Gerade, welche durch den Punkt (2, —3) geht.

Bringen Sie die Parabelgleichung y = 322 — 22 + 4 in Scheitelpunktsform, lesen Sie daraus auch die
Koordinaten des Scheitelpunktes wirklich ab.

Geben Sie die allgemeine Gleichung fiir alle Parabeln, welche ihren Scheitelpunkt in (—2,3) haben. Wie
viele freie Parameter brauchen Sie? Geometrische Interpretation fiir freie(n) Parameter?

Betrachten Sie die periodische Dezimalzahl 1.123456. Ziel: Darstellung dieser Zahl als rationale Zahl (d.h.
Bruch ganzer Zahlen). Anleitung: Zerlegen Sie die Zahl in eine Summe, deren einer Summand s; gerade
den rein periodischen Anteil ausmacht. Stellen Sie nun fiir s; eine naheliegende Gleichung auf (denken Sie
an die Form: as; = s1+5). Aus der Losung dieser Gleichung erhalten Sie leicht das gewiinschte Resultat.
Losen Sie nunmehr ganz allgemein die Aufgabe, eine Dezimalzahl der Form my...m,.ny..nsp1...p; als
Bruch darzustellen. (Mit m;, nj, py sind hier die Ziffern bezeichnet, mit r, s, ¢ die Léngen der jeweiligen
Blocke. - Bei Verstdndnisschwierigkeiten sollten Sie die Sache am obenstehenden Beispiel konkretisieren.)



Ubung (2)

. Losen Sie ganz allgemein fiir zwei Geraden, welche durch die Gleichungen y = mx + b, y = nx + ¢
gegeben sind, die Schnittaufgabe. Formulieren Sie, welche Rollen die Buchstaben bei dieser Aufgabe
haben. Verfolgen Sie nunmehr auch genau, wie die geometrisch moglichen Situationen den benétigten
Fallunterscheidungen fiir die dufleren Parameter entsprechen.

. Betrachten Sie die Grundparabel 3y = 22. Klassifizieren Sie nun fiir alle Geraden der Form y = ma + b, wie
deren Schnitte mit der Parabel aussehen, d.h. fiir alle Paare (m,b) méchte man anhand Threr Aufstellung
sofort feststellen kénnen, wie viele Schnittpunkte es gibt und auch noch im Falle von zwei Schnittpunkten,
ob beide auf einer Seite der Achse liegen oder nicht. Nutzen Sie Ihr Resultat, um schnell die Tangenten
an die Parabel vom Punkt (1,—1) aus zu ziehen. (Stellen Sie die Gleichungen fiir die Tangentengeraden
auf.)

. Losen Sie die Gleichung z* — 422 +1 = 0.

. Losen Sie die Gleichung 2z + 1+ 3z — 1 = 5.

. Sie haben beliebige reelle Zahlen x1,...,z,, n € N, n > 1. Dazu ist das arithmetische Mittel definiert
durch T = % ?:1 x;. (Konkretisieren Sie das fiir 1 = 1,22 = 2,23 = 4). Stellen Sie sich nun (fiir den
allgemeinen Fall!) vor, dass man alle Werte x; ersetzt durch y; = x; —T. Welchen Zusammenhang zwischen

T und 7 erwarten Sie? Rechnen Sie das nach.

. Schreiben Sie folgende Summen aus (jeweils wortlich so, wie sie stehen!):

3 3 3 3 2 2 3
i+, i o+ Y i S G+39) |, Z(Z(iJrSj)),

1 i=1 i=1 i=1 \j=1 j=1 \i=1
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und sehen Sie ein, dass und warum die ersten beiden und die letzten beiden jeweils denselben Wert ergeben.

. Schreiben Sie folgende Summen mittels des grolen Summenzeichens:

1 x? ozt S

11 8
4=+ =4..+— I+ 4+ =4+
ottt +g TS

x
+ 9
. Man kann ein Polynom ag+aix'+as2*+...+a,2™ auf folgende Form bringen: ag+x (a1 + x (az + 2 (... + zay,))).
Tun Sie das in folgendem Beispiel: 2 — 3z + 422 + 523 — 62*. Sehen Sie einen rechnerischen Vorteil bei
dieser (sog. Horner-) Form? (Zahlen Sie dazu alle jeweils benttigten Additionen und Multiplikationen
nach, fiir die Potenzen entsprechend viele Multiplikationen.) Bekommen Sie diese Abzéhlung auch fiir den
allgemeinen Fall hin? Zusatzaufgabe: Versuchen Sie sich an einer induktiven Definition der Hornerform,
die es insbesondere ermoglichen wiirde, einem Computerprogramm die Standardform eines Polynoms ein-
zugeben und mit dem Programm die Hornerform ausspucken zu lassen. (Induktion natiirlich iiber den
Grad des Polynoms.)



Ubung (3)
. Welche Ordnungsbeziehung konnen Sie fiir a2, b? folgern, wenn Sie a < b und a > 0 wissen? (Sie diirfen
voraussetzen als allgemeingiiltig: Wenn a < b und ¢ > 0, so ac < be. Dazu: Wenn a < b, so a+c¢ < b+c.)
Welche Beziehung kénnen Sie dagegen fiir a?, b folgern, wenn Sie nur a < b voraussetzen? Warum klappt
das hier, aber beim Quadrat nicht?

. Fiir welche Werte von z wird —z2 — 4z +1 < 0?

. Priifen Sie, welche der folgenden beiden Formeln allgemeingiiltig sind - im positiven Falle versuchen Sie
eine Begriindung, im negativen geben Sie ein Gegenbeispiel: 4a? + 96> — 12ab > 0. /a < a.

. Gilt stets va? +b? < |a| + [b?
. Verifizieren Sie direkt durch Ausrechnen, dass ("zl) = (kﬁl) + (Z) firl1 <k<n.

. Mit wie vielen Zahlangaben kénnen Sie einen geraden Pyramidenstumpf mit quadratischem Grundriss
beschreiben? (Denken Sie an verschiedene Moglichkeiten.)

. Sie teilen das Intervall [a,b] (a < b) in n gleich breite Streifen. Geben Sie eine allgemeine Formel fiir den
i—ten Zwischenpunkt (ohne a,b). Geben Sie natiirlich dazu auch an, welchen Bereich ¢ zu durchlaufen
hat.

. Teilen Sie das Quadrat aller Punkte (z,y) der Ebene mit a < x < b und ¢ < y < d in ein Gitter ein aus
m Streifen in Richtung der y— Achse und n Streifen in Richtung der x— Achse. Beschreiben Sie nun alle
Gitterpunkte formelméflig, unter Einbeziehung der Randpunkte.

. Sei a < 1. Zeigen Sie durch Induktion, dass (1 —a)" > 1 — na fiir jede natiirliche Zahl n > 1. Achten Sie
genau auf die Stelle, an der Sie a < 1 benétigen.



Ubung (4)

1. Zeichnen Sie in ein dreidimensionales rechtwinkliges Koordinatensystem K den Punkt P mit Zp =

(—=1,-2,1) ein.

2. Beschreiben Sie in folgendem Bilde in Koordinatenform (ein Quader mit den Seitenlidngen a,b,c, an den

Koordinatenebenen anliegend, darauf ein Wiirfel der Kantenléinge d):

(a) den Mittelpunkt des kleinen Wiirfels,
(b) die obere Wiirfelseite,

(c) die Raumdiagonale des kleinen Wiirfels durch den oberen vorderen Eckpunkt (mit groBter x—
Koordinate),

(d) den Schnitt des kleinen Wiirfels mit der Ebene, in welcher die Raumdiagonalen durch die beiden
oberen Eckpunkte mit den gréfiten x— Koordinaten liegen.

. Wie sieht die Menge aller Punkte in der Ebene aus, deren (kartesische) Koordinatendarstellung (z,y) die
Eigenschaft hat: |z| +2|y| < 17

. Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Gerade durch P und Q, Zp = (3, —4), Zo = (2,2). Geben
Sie diese Gerade auch in der Gleichungsform an. Welchen Winkel bildet sie mit der z— Achse?

. Welches Gebilde wird durch folgende Parameterdarstellung beschrieben? #(t) = (¢t,1+1¢3), t € R. (Karte-
sisches System.)

. Welches geometrische Gebilde im R3 wird durch die Bedingung beschrieben, dass 2% + y?> = 1 und 0 <
z < 3?7 (Kartesisches System.)

. Wie konnen Sie auf einfache Weise im R? die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks verschaffen, dessen
eine Kathete die Linge 1 hat und dessen frei bestimmbarer Winkel an dieser Kathete «v ist, 0 < a < 7/27
Geben Sie also auf einfache Weise Koordinatendarstellungen fiir die Eckpunkte eines solchen Dreiecks.

. Setzen Sie ein kartesisches System voraus. Beschreiben Sie in Gleichungsform und in Parameterform
die Ellipse in der Ebene, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt und deren Achsen parallel zu den Ko-
ordinatenachsen liegen, mit kleiner Halbachse der Linge 2 in z— Richtung, grofier der Linge 4 in y—
Richtung. Verschieben Sie nun diese Ellipse parallel, so dass der Mittelpunkt in (2, 3) landet. Geben Sie
fiir diese Ellipse nunmehr die Beschreibungen in Gleichungs- und in Parameterform. Achten Sie auf einen
charakteristischen Unterschied bei den anzubringenden Verédnderungen.



Aufgaben zum Wochenende (1)

. Wie viele Teilmengen mit genau drei oder genau fiinf Elementen kann man von einer Menge bilden, die
20 Elemente hat?

. Losen Sie die Gleichung x2 + 2xy — y = 0, (z Unbestimmte, y suflerer Parameter).
. Losen Sie die Gleichung va? + 1+ \/T = 0.

. Driicken Sie in folgendem Bilde die gefragten Vektoren durch die gegebenen aus:

a

. Seien Zp = (2,1,-3), Zo = (1,2,2).

(a) Der Punkt R werde dadurch erreicht, dass man von P nach @ geht und dann in derselben Richtung
noch einmal so weit. Geben Sie die Koordinatendarstellung fiir R.

(b) Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Gerade, die parallel zu der Geraden durch P und @
verlauft und auf der S liegt, s = (3,5, —2).

(c) Geben Sie alle Parameterdarstellungen fiir die Gerade durch P und @, bei denen die Strecke PQ in
einer Zeiteinheit durchlaufen wird (bei Deutung des freien Parameters als Zeit).

. Geben Sie einen Vektor an, den man nicht in der Form «(2, 1,2) + 5(3, —4,1) darstellen kann. Zeigen Sie
rechnerisch, dass Ihr Beispiel das Verlangte leistet. Geben Sie auch vorab ein geometrisches Argument
dafiir, dass es solche Vektoren geben muss.

. Entscheiden Sie bei folgenden Darstellungen von Punktmengen, ob es sich um Darstellung durch Para-
metrisierung oder um Darstellung durch Gleichung(ssystem) handelt, entscheiden Sie weiter, welche Di-
mension das beschriebene Gebilde hat und ob es sich jeweils um ein lineares ("gerades’) oder nichtlineares
(’krummes’) Gebilde handelt. Skizzieren Sie alle Gebilde von a bis g.

(a) Tm R Z(\) = (M A, A e R, 0< A< 1.
(b) Im R2: ( )= (3—\2+2)\), AeR.
) =Y, y=>0,yeR.
(d) Im R2: ( 1) = A(1,2) + u(3,-2), \, p € R.
(e) Im R?%: Z(\, 1) = A(2,1) + p(3,4), 0 < A\, pu < 1.
(f) Im R3: 2z = 2 — y und & = 2z + 2y. (Vereinfachen Sie die Bedingung, dann finden Sie auch leicht
heraus, wie das Gebilde aussieht.)
() ImR% 22=22+y? —1und 0< 2 <2.
(h) Im R3: F(\, i) = (2A =3+ 1,20 +3u — L, A+ p), \,u € R.

. Geben Sie in kartesischem System die Parameterdarstellung fiir den Kreis in der Ebene vom Radius 1
mit Mittelpunkt in (2,3). Projizieren Sie nunmehr alle Kreispunkte parallel zum Vektor (—1,—1) auf
die z— Achse, geben Sie also fiir jeden Kreispunkt formelméifig den zugehorigen Projektionspunkt an.
Zusatzfragen: Welche Strecke auf der z— Achse kommt bei der Projektion des gesamten Kreises heraus,
und welcher Teil des Kreises geniigt bereits, dies Projektionsbild zu erzeugen? (Diese Fragen kann man
sehr leicht anschaulich beantworten.)



