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KAPITEL 1

Zur deskriptiven Statistik

1. Vorbemerkung

Eine Absicht dieses Kurses ist es, von der Mathematik her das Verstindnis der
Statistik zu unterstiitzen. Tatséchlich sind die Grundbegriffe der Statistik mathe-
matisch, und ein Mangel an mathematischem Verstédndnis driickt sich unweigerlich
in vielfiltigen Méngeln aus bei dem Versuch, Statistik anzuwenden: Naheliegendes
wird nicht angewandt; weicht eine reale Situation wesentlich von den Voraussetzun-
gen ab, die fiir den Sinn einer Anwendung benétigt werden, so wird das missachtet;
vollends gibt es Schwiichen bei der Interpretation ausgerechneter Resultate: Sie
gerit diirr oder gar unsinnig. Gliicklicherweise ist die zur Grundlage benéstigte Ma-
thematik dem ,gesunden Menschenverstand” zugéinglich, nicht erst dem mathema-
tischen Talent. Allerdings will die erstere durchaus verbreitete Gabe auch ein wenig
mehr als alltéiglich tiblich strapaziert und geiibt werden. Weiter fiigt es sich giinstig,
dass dabei gleichzeitig auch die allgemeine Fahigkeit gestéirkt wird, mit komplizier-
teren sowie abstrakteren Sachverhalten umzugehen - die abstrakten Grundbegriffe
sowie quantitative Beschreibung als solche haben ihre Bedeutung weit iiber die Sta-
tistik hinaus. Insbesondere soll dieser Kurs verdeutlichen, dass Mathematik eine
immense beschreibende Kraft besitzt (die ihre Erfolge bei Anwendungen auf nahezu
allen Gebieten der Wissenschaft erklirt), und dass Mathematik nicht nur fiir spe-
ziell Begabte, die einen besondern Zugang zum Hermetischen haben, von Interesse
ist.

Beginnen wir mit dem, was fiir einen Sozialwissenschaftler am nichsten liegt:
Man mochte Eigenschaften einer sozialen Gruppe ausdriicken, beschreiben. Auf
einer ersten begrifflichen Stufe liegen Merkmale der einzelnen Gruppenmitglieder,
die dann (iibertragen) eine Gruppeneigenschaft ergeben, Beispiele wéren: hohes
Sozialprestige, Bildungsniveau. Auf einer niichsten Stufe hat man Begriffe von Be-
ziehungen (Relationen) zwischen Gruppenmitgliedern, z.B. ,A hat hoheren Rang
als B” oder sympathischer ,A kommuniziert intensiv mit B”, usw. Solche Be-
ziehungen haben im allgemeinen bereits interessante mathematische Strukturen,
z.B. Symmetrie oder Ordnung. Hier wire bereits ein tieferligendes mathematisches
Resultat zu nennen: Mit Beziehungsbegriffen ldsst sich mehr ausdriicken als mit
einfachen (einstelligen) Eigenschaftsbegriffen, es handelt sich um eine echt hshere
Komplexititsstufe (die iibrigens in der Mathematik viel frither realisiert und be-
nutzt wurde als auf anderen Feldern, man denke an frithe Personlichkeitspsychologie
noch im 19. Jahrhundert, die nur von individuellen Eigenschaften als grundlegend
und alle Beziehungen erzeugend sprach. Es ist aber im einzelnen ein interessan-
tes Problem, welche Beziehungen sich aus den individuellen Eigenschaften ergeben,
welche nicht.) Eine noch hohere Stufe wird bei entwickelter Wissenschaft stets
wichtig: Beziehungen von Beziehungen: Wie sieht das Gefiige der Beziehungen in
einer sozialen Gruppe aus, z.B.: Welche Eigenschaften einer Beziehung zieht welche
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2 1. ZUR DESKRIPTIVEN STATISTIK

einer andern nach sich, usw. Oder: Wie sieht die gesamte Kommunikationsstruktur
einer Gruppe aus? So gelangt man schliefllich zur Betrachtung ganzer Strukturen
(Mengen von Objekten mit ihren interessierenden Beziehungen) und zu Beziehun-
gen zwischen Strukturen (etwa beim Verhéltnis zweier sozialer Gruppen zueinan-
der). Endlich werden umfassendere, abstraktere Strukturen gebildet, bei denen die
Objekte bereits Strukturen sind. (Beispiel: Ein Netz von sozialen Institutionen.)
Die Mathematik hat nicht nur zuerst einen solchen Begriffsaufbau benutzt, sie hat
ihn auch vollig abstrakt dargestellt - fiir jeden derartigen Begriffsaufbau, von be-
liebigen Begriffen eines beliebigen Feldes - und wichtige Resultate dazu geliefert.
Dariiber hinaus werden mathematische Begriffe und Strukturen stets dann bedeut-
sam, wenn man eine komplexe Struktur genauer beschreiben mochte. 7Z.B. wird
eine Analyse des Baus von Kommunikationsstrukturen ohne ausdriickliche Verwen-
dung von Mathematik nicht gelingen. Stellen wir zur Anregung dies Problem: Man
beschreibe Kommunikationsstrukturen geeignet so, dass darin Begriffe wie ,zentra-
listischer Charakter” prizise und adidquat ausgedriickt werden kénnen. Fiihren wir
hier auch ein gelungenes Beispiel aus der Sozialwissenschaft selbst an: Arrow hat
(um 1950) mathematisch bewiesen, dass es kein demokratisches Verfahren geben
kann, aus den Prioritéitenlisten der Mitglieder einer Gruppe eine Prioritétenliste der
Gruppe zu machen, es sei denn, die Liste umfasst hochstens zwei Items (Punkte),
etwa: ,Kandidat A soll dies Amt eher iibernehmen als Kandidat B”. Ohne gehorige
Mathematik wire ein solches Resultat nicht zu erzielen gewesen. Eine wesentliche
Leistung von Arrows bestand darin, verniinftige Minimalbedingungen fiir ein ,de-
mokratisches” Verfahren mathematisch zu formulieren, bei deren Verletzung von
jedermann anzuerkennen ist, dass kein demokratisches Verfahren vorliegt.

Diese Bemerkungen sollten nur andeuten, dass man tendenziell fiir interessan-
tere und tiefere Resultate mit der Mathematik zu tun bekommt, und ein Gegen-
gewicht zur verbreiteten Auffassung bilden, Mathematik sei gerade fiir das Kom-
pliziertere, Lebendigere nicht verwendbar. Diese Auffassung ist vielfach mit dem
Aberwitz verbunden, bei der Rede von besonders Kompliziertem mit auflerordent-
lich primitiven Strukturen auskommen zu konnen. Selbstverstédndlich miissen wir
fiir diesen Kurs zu Einfacherem zuriickschalten, und es lohnt sich durchaus, auf
der ersten der genannten Stufen wieder zu beginnen, bei den (einstelligen) Eigen-
schaften von interessierenden Objekten, nicht nur wegen ihrer Einfachheit, sondern
auch, weil es bereits hier eine notwendige und nicht selbstverstéindlich verfiighare
Verfeinerung gibt: Von qualitativen Begriffen (,,weiblich-nicht weiblich”, ,klein-
mittelgrofi-gro”) zu quantitativen Begriffen (Groflen): Statt zu sagen, jemand
sehe sehr viel fern, wire es viel informativer, mitzuteilen, wie viele Stunden der
betreffende Mensch im Mittel téglich fernsieht, noch informativer, wie sich das
auf einzelne Sendungstypen aufgliedert. Variablen sind Merkmale, deren jeweili-
ge Auspriigung durch eine Zahlangabe (oder auch eine geordnete Folge mehrerer
Zahlangaben) zu beschreiben ist. Man beachte, dass qualitative Begriffe nicht etwa
eine hohere Dignitit besitzen, sondern einfach nur einen primitiveren Spezialfall
darstellen: Fiir ,weiblich-ménnlich” kommt man z.B. mit den Zahlen 1,0 aus, und
alle Statistik, die man fiir Variablen betreibt, ist insbesondere auch fiir soch einfa-
che Spezialfille anwendbar und giiltig. Was Variablen attraktiv macht fiir diesen
Kurs, ist nicht nur ihre Allgegenwart in allen Bereichen und die innewohnende Kraft
verfeinerter Beschreibung, sondern auch die Tatsache, dass sie selbst ein besonders
einfaches Beispiel des allgemeinsten und niitzlichsten Begriffs der Mathematik dar-
stellen: Es handelt sich um den Begriff der Zuordnung (Abbildung, bei Zahlen auch
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gern ,Funktion” genannt). Bei der Variablen ,Lebensalter (in einer Population von
Menschen)” wird jedem Menschen dieser Population sein Lebensalter zugeordnet
(in ganzen vollendeten Jahren oder feiner, wie man will). Ebenso fiir ,,Anzahl der
Schuljahre”, ,,Anzahl der (pro Jahr z.B.) gelesenen Biicher” usw. Welche funda-
mentale Rolle dieser Begriff der Zuordnung mittlerweile bei der Beschreibung von
komplizierteren Sachverhalten spielt, ist kaum zu ermessen. Insbesondere kénnen
wir den gesamten Begriffsapparat der Statistik mit diesem Begriff aufbauen, be-
ginnend mit dem grundlegenden Begriff der Statistik iiberhaupt: ,Verteilung einer
Variablen”. Dabei ordnet man (im einfachsten Fall) jedem Zahlenwert die rela-
tive Héufigkeit zu, mit der er als Wert der Variablen auftritt. Es bereitet dem
Anfianger gewohnlich Schwierigkeiten, von einzelnen Zahlangaben zur Zuordnung
aufzusteigen, aber dafiir auch mit Erreichen dieser Stufe ein grofler Schritt getan.
Der Zugang ist erdffnet zur Beschreibung zeitlicher Entwicklungen, auch anschau-
lich durch Kurven, allgemeiner zur Beschreibung von Zusammenhiingen zwischen
Variablen (die man idealtypisch durch mathematische Funktionen beschreibt und
deren Abweichung vom Idealtypus man wiederum mit Statistik in den Griff be-
kommt), in denen sich bereits sehr viele interessante Sachverhalte ausdriicken. Wir
steigen damit wieder auf zu den Beziehungen von Beziehungen. Im einzelnen sollen
die Beziehungen zwischen Stichproben und Gesamtpopulation und die ,Korrela-
tion von Variablen” genauer betrachtet und ausgefiihrt werden. Insgesamt sollte
sich ein einigermaflen rundes und sicheres Bild von den Elementen quantitativer
Beschreibung ergeben, die in der sozialwissenschaftlichen Literatur am h#ufigsten
anzutreffen sind.

2. Der Begriff ,,Variable” (oder ,,Gréfle”)

2.1. Merkmale und Merkmalsauspriagungen. Merkmale sozialer Indivi-
duen sind z.B.: Alter, Familienstand, Schulabschluss, politische Einstellung, Bil-
dungsstand, berufliche Qualifikation, wirtschaftlicher Status, Einkommen, Freizeit-
gestaltung usw. Alle diese Merkmale haben verschiedene Ausprigungen: Das Alter
eines Individuums wird man in Jahren angeben (oder noch feiner durch gebrochene
Jahreszahlen beschreiben - es macht Sinn, zu sagen, ein Individuum sei 3 Jahre
dlter als ein anderes. Beim Schulabschluss nur einen Typ angeben (Hauptschu-
le, Realschule,...), dabei hat man noch eine verniinftige Ordnungsbeziehung: Ein
Schulabschluss kann als ,hoher” gelten denn ein anderer; indessen ist es nicht eben
sinnvoll, eine quantitative Differenz zwischen zwei Schulabschliissen anzugeben. Bei
der politischen Einstellung wird man vollig unterschiedliche Klassifikationssysteme
haben, bei einzelnen darunter wird es noch eine solche Ordnungsbeziehung geben,
bei anderen nicht: Man kann z.B. nicht die Parteien der BRD sinnvoll anordnen
im Sinne einer von ihren Mitgliedern getragenen Einstellung. (Allenfalls kann man
sie nach Anzahl ihrer Mitglieder anordnen usw.) Das Merkmal ,Geschlecht” et-
wa hat nur ganze zwei Auspriagungen, keine Differenzbildung, keine Ordnung. Die
angesprochenen drei Typen von Merkmalen nennt man gern ,metrisch” oder ,jin-
tervallskaliert” (sinnvolle quantitative Differenzbildung bei den Ausprigungen, fei-
nere Zahlendarstellung der Auspriigungen, ,ordinalskaliert” (sinnvolle Anordnung
der Ausprigungen) oder eben nur ,nominalskaliert” (nur Klassenbildung mit ,Na-
men” fiir die Klassen). Halten wir eine einfache Binsenweisheit fest: Auch die so
»qualitativ” (nach blolem Vorurteil daher gegeniiber Quantitativem ,minderwerti-
gen” wirkenden Merkmale, die typisch nominalskaliert sind, erlauben zahlenméfige
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Beschreibung (Codierung) ihrer Auspriagungen, lediglich ist diese Beschreibung pri-
mitiver: Fiir das Geschlecht geniigt z.B., Eins fiir ,weiblich”, Null fiir ,ménnlich”
(man konnte auch die Zahlen 2,3 nehmen oder 2,6). Lediglich machen weiterge-
hende Begriffsbildungen dann vielfach keinen Sinn, etwa: Wie weit liege ich iiber
dem durchschnittlichen Geschlecht? Dennoch erweist sich der Mittelwert 1/2 (wir
bleiben bei 0,1 und setzen voraus, dass es ziemlich gleich viele Frauen und Min-
ner gibt, vorausgesetzt, man schliesst einmal hohere Altersklassen aus) als sinnvoll:
Ziehen wir zufillig eine Stichprobe von 1000 Leuten, so werden wir dabei ziemlich
genau je zur Hilfte Frauen und Ménner haben.

Aber betrachten wir noch Merkmale wie ,,Bildungsstand” oder ,berufliche Qua-
lifikation”: Diese sind mehrdimensional, d.h. eine einzelne Auspriigung besteht in
einer geordneten Folge einzelner Auspriigungen, so dass sie sinnvoll gerade nicht mit
einer Zahl zu beschreiben sind, sondern allenfalls mit einer geordneten Folge von
Zahlen. Bildung oder berufliche Qualifikation hat jeweils verschiedene ,Sparten”,
und es ist dann niitzlicher, getrennt die Auspriigungen in diesen Sparten zu beschrei-
ben. Sprachliche Fihigkeiten, Wahrnehmungsfihigkeiten, Wissen und abstraktes
Denkvermogen, sie alle bezogen auf recht verschiedenartige Felder der ,Bildung”
machen einen ,Bildungsstand” aus. Als ein solches mehrdimensionales ,Profil”
wird man sinnvoll eine komplexe Ausprigung des Merkmals ,Bildungsstand” auf-
fassen. Es sei hier nur darauf hingewiesen, dass statistische Methoden durchaus
auch fiir mehrdimensionale Merkmale existieren und im Keim darauf beruhen, dass
man getrennt fiir die einzelnen Dimensionen die eindimensionalen Methoden benut-
zen kann, dariiber hinaus jedoch auch Zusammenhiinge zwischen den Ausprigungen
in den einzelnen Dimensionen durch Betrachtung mehrdimensionaler Verteilungen
erreicht. Ein Beispiel wird die Regression und Korrelation sein, die wir besprechen
werden.

Halten wir fest: Die Ausprigungen eindimensionaler Merkmale lassen sich stets
durch Zahlen beschreiben. Ob dabei feinere Strukturen sinnvoll sind, hédngt von
der Willkiirlichkeit einer solchen Zahlbeschreibung ab. Die Ausprégungen mehr-
dimensionaler Merkmale lassen sich dagegen stets mit Folgen von Zahlenwerten
beschreiben. Wir werden nun iiber weiteste Strecken bei eindimensionalen Merk-
malen bleiben.

Nachdem wir den Schritt vollzogen haben, die Ausprigungen von Merkmalen
durch Zahlen zu beschreiben, liegt es nahe, von dem schwerfilligen Sprachgebrauch
s~Merkmal”, ,Merkmalsausprégungen” iiberzugehen zu ,Variable” (oder aus ,,Gro-
Be”), ,Werte der Variablen - oder der Grole”. Man achte jedoch auf die Unter-
scheidung und merke sich simpel: Eine Variable ist ein Ding, das mehrere Werte
haben kann. Natiirlich interessiert uns gerade die Variation der Werte - hétten
alle Individuen denselben Wert, so kénnte man damit nichts unterscheiden, also
nichts Interessantes beschreiben. Unbeschadet dessen ist es mathematisch zweck-
miéfBig, auch als Grenzfille Variablen mit konstantem Wert zu betrachten, diese
sind einfach giinstig bei manchen Rechnungen. Wir schliefen diesen Fall daher ein
und nicht aus. Von iiberragender Bedeutung fiir das Grundverstéindnis ist die nun
folgende wesentlich genauere mathematische Erkldrung des Begriffs der Variablen.

2.2. Der mathematische Begriff der Variablen. Man beachte, dass ,,Va-
riable” noch fiir Buchstaben in Formeln wie (z+y)? = 22+ 2zy+y? gebraucht wird,
dass dies jedoch ein anderer Begriff ist! Es gibt noch weitere mathematische Ver-
wendungsweisen des Wortes ,,Variable” - man beachte: fiir verschiedene Begriffe!
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Zum Beispiel kennen Sie ,unabhiingige” und ,abhéngige” Variable. Damit kom-
men wir der Sache schon niher, wir werden némlich sehen, dass ,Variablen” der
Statistik (im Grundbegriff!) sinngeméf nichts anderes als Beispiele fiir abhéingige
Variablen sind. Dies ist nun ein ziemlich altviterlicher Sprachgebrauch, den wir
sogleich moderner erklidren werden, mit dem Abbildungsbegriff. (Spéter lasse man
sich nicht dadurch verwirren, dass im Kontext mit Regression wieder , Variablen”
der Statistik als abhéngige und unabhéingige zu betrachten sind. Vielmehr erkenne
man darin gerade die Tugend der Mathematik, dass in hundertfiltiger Variati-
on ihre Grundbegriffe auch auf hohreren Ebenen immer wieder anwendbar sind!)
Kniipfen wir an den Gebrauch von Zahlen zur Beschreibung von Merkmalsausprii-
gungen: Jemand ist 20 Jahre alt (in ganzen vollendeten Jahren), sieht téglich im
Durchschnitt (hoffentlich nur) eine halbe Stunde fern. Zu einem andern Menschen
der zu betrachtenden Gruppe mogen andere Werte gehoren. Das ergibe eine lange
Liste. Wir wollen dariiber reden, was hier und in unzéhligen weiteren Beispielen
geschieht, wollen aulerdem praktischere Information als derartig lange Listen be-
reitstellen. Dazu muss man nur dies erfassen: Es wird eine Menge von Objekten
(etwa Menschen einer bestimmten Altersgruppe in einem Gebiet zu einer Zeit) be-
trachtet, in der Statistik ,Population” genannt. Jedem dieser Objekte wird genau
ein Zahlenwert zugeordnet (die Ausprigung des interessierenden Merkmals). Eine
solche Zuordnung nennt man eine Variable. Man erfasst sie auf abstrakterer Ebene
vollig mit drei Informationen:

e Definitionsbereich = Menge der Objekte, denen etwas zugeordnet wird

e Wertebereich, eine Menge von Objekten, zu der alle zugeordneten Objekte

gehoren (bei Variablen stets die Menge der reellen Zahlen, die wir R nennen)
e Eine genaue Zuordnungsvorschrift: Sie besagt als allgemeine Regel, welches
Objekt jedem einzelnen Mitglied des Definitionsbereiches zugeordnet wird.

Die in der Mathematik iibliche symbolische Beschreibung einer solchen Zuord-

nung oder Abbildung sieht so aus:

f: A —- B
a — f(a)

Die erste Zeile ist zu lesen: ,,f geht von A nach B”, A ist also Definitionsbereich
und B Wertebereich. Die zweite Zeile liest man: ,,(Dem beliebigen Element) a € A
wird das Objekt f(a) (lies: ,f von a”) zugeordnet. Man beachte vor allem den
Unterschied zwischen f - das ist die Abbildung selbst - und f(a), das ist ein Element
aus B.

DEFINITION 1. Fine Abbildung von einer Menge A in eine Menge B ist eine
Zuordnung, die jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet.

Erstes Beispiel:

f: R - R
xr — x?

Dies ist die Quadratfunktion, deren Graph die bekannte Parabel in Normalge-
stalt ergibt. Man beachte, dafl diese zwei Zeilen die gesamte Liste f(1) =1, f(2) =
4,f(=3) =09, f(2/3) = 4/9,... erfasst, die niemals zu einem Ende kiime, in der auch
FEintrége fiir Zahlen wie 7 nicht mit exaktem Wert anzugeben wiren. Besonders
wichtig ist es, dass auch allgemeinere Aussagen in der Liste stecken wie
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f(@? +y) = (2% +y)? = 2* + 22%y + y?. (Letztere Gleichung mit binomischer
Formel.)
Zweites Beispiel:

X: O —- R
w — X(w)

Dies ist keine konkrete Abbildung, sondern nur das definitorische Schema (mit
den tiblichen Bezeichnungen) fiir eine Variable im Sinne der Statistik. Ein konkretes
Beispiel konnte so aussehen:

Alter: W — R
S +— Alter von S in voll. Jahren

(Der Definitionsbereich W wiire noch zu prizisieren, etwa: ,Menge aller einge-
schriebenen Wuppertaler Studenten am 16.10.2000”. Hier wire also X = Alter in
voll. Jahren in der genannten Population von Studenten - so ausfiihrlich muss das
auch jeder Sozialwissenschaftler in Worten angeben! Man merke sich: Der Definiti-
onsbereich einer Variablen in der Statistik heifit ,,Population”. Dabei ist es wichtig,
»Alter” nicht als eine Zahl zu verstehen, sondern als die gesamte Zuordnung. Das
Alter eines bestimmten Studenten ist Alter(S) - im altertiimlichen Sprachgebrauch
wiire genauer A(S) die abhiingige Variable, und S wiire die unabhéngige. Aber
wir wollen das genauer und einfacher so verstehen: S bezeichnet ein beliebiges Ele-
ment von W, A(S) ist dann eine eindeitig gestimmte Zahl. A ist dagegen keine
Zahl und auch nicht etwa die Menge aller Zahlen A(S) fiir S aus W - diese nennt
man korrekt die Menge aller Werte von A oder Bild von A, und die Identifikation
von A damit fithrt zu vollig Unsinnigem (ungeachtet dessen steht das so in mise-
rablen deutschsprachigen Statistikbiichern). Man sieht den wichtigen Unterschied
zwischen A und A(S) sehr schén daran, dass es sinnvoll ist, von einem Mittelwert
und einer Streuung von Alter als einer Variablen zu sprechen. Eine konstante Zahl
dagegen hat allenfalls sich selbst als Mittelwert und Streuung Null, das gibt also
keine Information extra. In den Sozialwissenschaften wiirde man das letzte Beispiel
etwa so in Worten benennen (und dasselbe meinen, ndmlich die Zuordnung und
keine einzelne Zahl!): | Alter in vollendeten Jahren bei den Wuppertaler Studen-
ten, die am 16.10.2000 eingeschrieben waren”. Genau genommen wird allerdings
A erst zu einer Variablen im Sinne der Statistik, indem man so etwas wie Zahlun-
gen von Haufigkeiten beginnt oder abstrakter Wahrscheinlichkeiten dafiir angeben
kann, dass Werte in gewissen Bereichen auftreten. Das ist gemeint mit der ,Ver-
teilung von A”, worauf wir noch ausfiihrlich kommen werden. Jedenfalls wird man
sich nunmehr nicht mehr zu sehr wundern, dass man die Variablen in der Statistik
oft unter dem ausfiihrlicheren Namen der ,Zufallsvariablen” oder ,zufilligen Gro-
Be” findet. Diesem Schema folgen alle bereits gegebenen und alle nachfolgenden
Beispiele. Wir heben daher noch einmal hervor:

DEFINITION 2. Fine Variable ist eine Abbildung von irgendeiner Menge € in
die Menge R der reellen Zahlen. Symbolisch: X : Q — R. Mit X(w) wird der Wert
der Variablen bei einem beliebigen Populationsmitglied w aus § bezeichnet. (Zusatz:
Zu einer Variablen im eigentlichen Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie oder Stati-
stik wird X erst dadurch, dass man weiter noch einen Wahrscheinlichkeitsbegriff auf
Q hat. Eine einfache Realisierung eines solchen Begriffes bei endlicher Population
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Q besteht darin, dass man die relativen Hdufigkeiten betrachtet, mit denen Werte
von X aus beliebigen Bereichen vorkommen, z.B. auch die relative Hdufigkeit, mit
der ganz bestimmte Werte in der Population vorkommen.)

Ein wichtiger Punkt sei noch hervorgehoben, der mir selbst bei aufrichtig be-
miihten und keineswegs unfihigen fortgeschrittenen Studenten noch wiederholt be-
gegnete: Es geniigt einfach nicht, eine Variable mit der Zuordnungsvorschrift allein
zu definieren, etwa als ,,Alter in vollendeten Jahren”: Es macht keinen Sinn, etwa
die Menge aller Objekte zu betrachten, denen man ein Alter zuordnen kann, alle
Tiere und Untertassen und die Planeten wiren dabei. Es macht dagegen wohl einen
Sinn, die Variablen ,Alter in der Population der Discobesucher” und ,Alter in der
Population der Opernbesucher”, sagen wir des letzten Jahres in der BRD zu un-
terscheiden und miteinander zu vergleichen, z.B. wird man drastisch verschiedene
Mittelwerte feststellen, und das sagt etwas aus iiber das kulturelle Klima. Man
mache sich klar: Wir haben in solchen Fiillen mit zwei verschiedenen Variablen
zu tun, und dafiir geniigen die verschiedenen Populationen, wenn auch die Zuord-
nungsvorschrift dieselbe ist. (Wenn wir zu den Stichproben kommen, miissen wir
sogar die (neue) Population aller Stichproben (aus einer vorgegebenen Population)
festen Umfangs ins Auge fassen!)

Wir benotigen noch wenige weitere Vorbereitungen in mathematischer Grund-
begrifflichkeit:

2.3. Buchstaben in Ausdriicken, Formeln, Aussagen.
o Konstanten:

Man spricht von einem bestimmten Objekt, der Zahl 2, der Zahl 7 oder auch von
irgendeiner fest ins Auge gefassten Zahl xg, von der Menge R oder einer bestimmten
Menge €. Damit werden Aussagen wie m € R, 2 + 1 = 5 gebildet, die ganz
bestimmte Bedeutung haben und damit in ihrem Wahrheitswert bestimmt sind
(wahr oder falsch).

e I'reie Variablen:

Diese muss man benutzen, wenn man iiber alle Objekte eines Bereiches reden
mochte und etwa sagen will, dass eine Aussage fiir alle Objekte daraus (oder auch
fiir irgendeines) gilt. Insbesondere findet man sie in allgemeingiiltigen Formeln
und in Definitionen, die kraft Definition allgemeingiiltig sind. Beispiele:

(x +y)? = 2 4+ 2xy + y* (binomische Formeln)

Die freien Variablen sind hier x und y - fiir sie darf man irgendwelche Re-
chenausdriicke fiir Zahlen einsetzen, was den Fall der Konstanten als Spezialfall
einschlieBt. Diese Formeln sind aus Grundaxiomen (oder Spielregeln) fiir Addition
und Multiplikation herleitbar, ein mathematisches Resultat, das man (sehr leicht)
beweisen kann. Es gibt durchaus schwierig zu beweisende mathematische Resul-
tate, die tiefe Einsichten bringen. Insbesondere werden wir spiiter sehen, dass der
»Zentrale Grenzwertsatz” (an dessen Beweis im Rahmen dieses Kurses iiberhaupt
nicht zu denken wire) die Grundlage fiir den Lowenanteil der statistischen Praxis
bildet.

Eine definitorische Gleichung wie f(z) = 2? (z € R) meint vollig analog: Fiir
alle reellen Zahlen x wird definiert, dass f(x) das Quadrat von = sei. Wieder darf
man fiir x jeden Rechenausdruck fiir eine Zahl einsetzen.
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Bemerkung: Eigentlich handelt es sich beim angesprochenen (und sehr verbrei-
teten) Gebrauch von freien Variablen um eine abgekiirzte Form von Allaussagen,
z.B. ist mit der binomischen Formel genauer und vollstéindiger die folgende Aussage
gemeint: Fiir alle z,y gilt: (z +y)? = 22 + 22y + 2.

e Gebundene Variablen:

Freie Variablen, die in den Bereich eines Allquantors (,fiir alle”) oder Existenz-
quantors (,es gibt”) kommen, werden dadurch gebunden. Sie bleiben von ander-
weitigen Einsetzungen in die Aussage unberiihrt. Ein praktisch hiufig auftretender
Fall ist die Verwendung der Indizes bei grolen Summenzeichen:

y= Zﬂﬁz
i=1

bedeutet: n ist als Konstante oder duflerer Parameter (s.u.) zu verstehen. Der
Wert der Summe ergibt sich dadurch, dass man alle Indexzahlen i = 1,2,...,n
nimmt (Konvention ist es hier, dass nur ganze Zahlen in Frage kommen), fiir sie
jeweils den zugehorigen x-Wert bildet, also xi,...,2,, und dann all diese Werte
addiert. Es ist also definitionsgemif3:

n
E Ti=x1+ ... +Tp
i=1

Beispiel: Ist 1 = 10,22 = 12, x3 = 14, das konnten etwa die Semesterzahlen

3
von Studienabsolventen sein, so ist > x; = x1 + @2 + 23 = 10 + 12 + 14 = 36. Der
i=1
3
arithmetische Mittelwert der drei angegebenen Zahlwerte ist dann % x; = 12.
i=1

e Unbestimmte (oder Unbekannte)

Bisher haben wir hauptséichlich Gleichungen vom Typus ,allgemeingiiltige (oder
definierende) Formel” betrachtet, mit den dort wesentlichen freien Variablen. Es
treten jedoch auch vollig andersartige Gleichungen auf, zum Beispiel: Man weifl von
einer gesuchten Zahl, dass sie eine gewisse Bedingung erfiillt, wie 2z — 3 = 4z + 2.
(Zugrundeliegen konnte hier die Frage nach dem Schnittpunkt zweier Geraden.)
Diese Gleichung gilt nicht etwa allgemein, sondern nur fiir einen einzigen Wert von
x. Sie ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannte . Man erhilt z = —5/2.

o Auflere Parameter:

Sie werden in einer besonders wichtigen und typischen Situation verwandt:
Man hat ein allgemeines System, das verschiedenste Konkretisierungen zuléisst. Die
Konkretisierungen werden durch Festsetzen bestimmter Zahlenwerte (oder sonsti-
ger Objekte) vorgenommen. Man erhélt nach voller Konkretisierung ein ganz be-
stimmtes System der ins Auge gefassten Art. Die Buchstaben der Beschreibung des
allgemeinen Systems, fiir die dabei einzusetzen ist, nennt man #uflere Parameter.

Beispiel:

fl@)=mx+b

So lautet die Gleichung fiir eine beliebige lineare Funktion R — R. Dabei ist
fiir x jede beliebige reelle Zahl einzusetzen. Nach unserem bisher eingefiihrten
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Sprachgebrauch ist = eine freie Variable (genauer eine unabhéingige Variable bei
einer Zuordnung). Was ist mit m und b? Auch dafiir kann man beliebige Zahlen
einsetzen. Entscheidend ist nur: m und b sind vorher zu fixieren, gleich zu Beginn.
Sobald das geschehen ist, redet man von einer linearen Funktion, deren Graph eine
bestimmte Gerade ist. Aus der Schar aller Geraden sondert man eine bestimmte
aus. Man denkt sich, dies sei getan, m und b die zugehorigen Werte, und rechnet
nun allgemein mit den Buchstaben m und b weiter. m und b sind in diesem Ge-
dankengang dufSere Parameter. (Man sollte wissen, dass m die Steigung angibt, b
den Schnittpunkt mit der y-Achse.) Heben wir den Nutzen hervor, den man davon
hat, nicht etwa nur mit konkreten Einsetzungen wie m = 2,0 = 3 zu arbeiten:

Wir stellen folgende Aufgabe: Man schneide jede beliebige Gerade in der xy-
Ebene, die nicht parallel zur x-Achse liegt, mit der x-Achse. Die Aufgabenformu-
lierung macht klar, dass es nicht geniigt, einen Spezialfall zu behandeln. Daher ist
es notig, allgemein mit den dufleren Parametern m und b zu rechnen, deren Werte
man sich in beliebiger Weise fixiert vorzustellen hat. Die Uberlegungen und Rech-
nungen gehen nicht anders, als hitte man eine Konstante mit einem Buchstaben
bezeichnet, wie w. Losung der Aufgabe:

ma + b = 0. Nach Voraussetzung ist m # 0, also liegt der eindeutig bestimmte
Schnittpunkt der zu m und b gehorigen Geraden bei = —b/m. Besonders wichtig
zu beachten ist hier: x ist Unbekannte, nach der man die Gleichung auflésen mochte.
m und b dagegen sind duflere Parameter, nach denen aufzultsen kompletter Unfug
wire, einfach inhaltlich nicht sinnvoll, wenn auch durchaus formal korrekt moglich.

Bemerkung: Fiir den Fall m = 0 erhalten wir auch etwas Sinnvolles: Zwei Fille
treten auf: Ist b = 0, so ist jeder Punkt (x,0), x € R, ein Schnittpunkt, wihrend wir
fiir b # 0 keinen Schnittpunkt erhalten. Dies ist typisch fiir Probleme mit dufleren
Parametern: Es sind mehrere Fille getrennt zu iiberlegen, die verschiedenartig
gelagert sind.

Noch einmal zum Verstédndnis: Wir haben die Schar aller Geraden (nicht par-
allel zur y-Achse), und fiir jede Wahl der Werte der duBeren Parameter erhalten
wir eine konkrete Gerade und damit eine konkrete Schnittaufgabe. ,,Durchziehen”
der duBleren Parameter beim Rechnen ermdoglicht es, die Aufgabe auf einen Schlag
fiir alle Félle zu 16sen. Die allgemeine Losung lautet x(m,b) = —b/m (m # 0). Sie
héingt von den Parameterwerten ab. Man kann nun die Antwort fiir jeden Spezialfall
durch Einsetzen in die Endformel erhalten, z.B. fiir m = 2,b = 3: x(2,3) = —3/2.

Wir werden einige fiir die Statistik besonders wichtige Typen theoretischer
Verteilungen kennenlernen: Dabei wird jedes Exemplar des jeweiligen Typs (z.B.
sNormalverteilung”, auch ,Binomialverteilung”) durch Festlegen der Werte zweier
Parameter bestimmt.

Es seien hier noch einmal die wesentlichen Typen von Gleichungen und For-
meln zusammengestellt, die bereits bei der Einfiihrung der Rollen von Buchstaben
angefiihrt wurden:

e Definierende Gleichungen (Formeln)
o Allgemeingiiltige Gleichungen (Formeln)
e Bestimmungsgleichungen

Dazu kommt ein weiterer Typus:
e Formeln, die unter einer bestimmten Interpretation gelten

Beispiel: a? + b> = ¢? ist zweifellos nicht allgemeingiiltig, wohl aber immer
richtig bei der Interpretation, dass a und b die Liangen der Katheten, c die Linge
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der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks sind. Analog verhélt es sich bei phy-
sikalischen oder sonstigen naturwissenschaftlichen Formeln. Wir werden solchen
Formeln begegnen, deren Allgemeingiiltigkeit an einer ganz bestimmten statisti-
schen Interpretation der Grundsymbole hingt.

3. Die elementaren Grundbegriffe der deskriptiven Statistik

Eine Vorbemerkung zum Zusatz ,deskriptiv’ (d.h. beschreibend): Wir wollen
nur die wesentlichen statistischen Eigenschaften einer Variablen (auf ihrer ,,Gesamt-
population” oder einfach ,Population” §2 beschreiben, vorerst noch nicht anhand
unvollsténdiger Information durch eine Stichprobe auf diese Eigenschaften schlieen
(,schliefiende Statistik” oder ,Inferenzstatistik”) - vgl. dazu Kapitel 3.

3.1. Variablen mit wenigen Werten und ihre Verteilung, Mittelwert
und Streuung. Den wichtigsten Begriff haben wir bereits eingefiihrt: Statistik
handelt von Variablen, also Abbildungen X : © — R, wobei ) eine beliebige
Menge von irgendwelchen Objekten ist. (Alle zugehorigen Uberlegungen lassen
sich gewohnlich recht einfach auf vektorielle Variablen verallgemeinern, bei denen
die Werte eben nicht einfach Zahlen, sondern Vektoren sind.)
Wir bemerkten, dass die volle Information iiber eine Variable X gewohnlich in
einer fiirchterlichen Liste (w | X (w)) bestiinde, bei unendlich grolem €2 schliefllich
iiberhaupt nicht gegeben werden konnte. Das ist ganz anders bei mathematischen
Abbildungen, fiir die man einen Rechenausdruck besitzt, wie f(z) = 22. Darin
steckt alle Information iiber die Quadratfunktion. Es stellt sich daher folgendes
Problem: Kann man im Falle einer statistischen Variablen zu einer okonomisch
eleganten mathematischen Beschreibung gelangen?
Offenbar geht das nicht, solange man die volle Information fordert, z.B. wel-
che Korperlidnge jeder einzelne Bundesbiirger hat. Man muss daher Information
wegwerfen, die vielleicht nicht gar so wichtig ist. Genau dies bewirkt auf geeignete
Weise die entscheidende statistische Abstraktion:
Man fragt nur noch danach, welche Werte von einer Variablen X wie hdufig
vorkommen. Diese Information nennt man die Verteilung von X.
Wir nehmen fiir diesen Abschnitt zwei wesentliche Beschréankungen fiir unsere
Betrachtungen vor (erstere wurde schon im Titel vermerkt):
e Wir reden nur von der Verteilung einer Variablen X in der Gesamtpopulation
Q, nicht von Stichproben.

o Wir setzen voraus, dass der Definitionsbereich £ von X endlich ist (Spezi-
alfall von ,diskret verteilten Variablen”, bei denen die Werte diskret ausein-
ander liegen, kein Kontinuum bilden).

DEFINITION 3. Sei X : Q — R eine Variable mit endlichem . Dann ist die
Verteilung von X definitionsgemdf folgende Abbildung:

fx: R - R
a +— relative Haufigkeit, mit der a als X-Wert vorkommit.

Eine solche Verteilung kann man mittels eines Stabdiagramms veranschauli-
chen. Man beachte: Nunmehr steht die unabhéingige Variable a der Funktion fx
fiir eine beliebige reelle Zahl, und fx(a) ist die relative Hiufigkeit, mit welcher
dieser Wert a als Wert der Variablen X auftritt. Kommt a gar nicht vor, so ist die
absolute Hiufigkeit Null, also auch die relative - das ist die absolute geteilt durch
die Anzahl aller Populationsmitglieder. (Die prozentuale Hiufigkeit ist die relative
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mal hundert, oder auch: Die relative Hiufigkeit ist die Haufigkeit pro 1 wie die
prozentuale die pro hundert ist.)

Beispiel: In einer bestimmten Population von Studenten kénnte man folgende
Verteilung der Semesterzahlen gefunden haben (Tabelle zu fx, wobei X die Variable
»Semesterzahl in dieser Poplation” ist):

Semesterzahl 0 1 2 3 4 5 6 7
relative Haufigkeit 0.18 0.13 0.1 0.1 0.09 0.08 0.08 0.07
Semesterzahl 8 9 10 11

relative Haufigkeit 0.07 0.05 0.04 0.01

Hier ist ein Stabdiagramm dazu:

0.2 -
0.18 —

0.16 —|

01 2 3 4 & 6 7 8 9 10 M

Abb. 1: Stabdiagramm der relativen Héufigkeiten, welche auf die einzelnen
Variablenwerte entfallen - hier Semesterzahlen

Fiir manche Zwecke mochte man noch weiter reduzieren; tatséchlich geniigen
vielfach bereits zwei Zahlangaben, um eine Verteilung hinléinglich genau zu beschrei-
ben, Mittelwert und Streuung. Der Mittelwert hat eine anschauliche Bedeutung im
Rahmen eines Stabdiagramms: Man stelle sich die Stidbe vor mit einem Gewicht,
das proportional zu ihrer Lénge ist. Der Punkt auf der Groflenachse (waagerech-
ten Achse, also der Achse fiir die Werte der Variablen), an dem man unterstiitzen
muss, um das Ganze im Gleichgewicht zu halten, das ist der Mittelwert. Rechne-
risch bekommt man ihn so, dass man alle Einzelwerte mit ihrer relativen Hiufigkeit
multipliziert, das Ganze dann addiert. Dies kann man auch noch auf andere Weise
verstehen: Man nehme die einzelnen X-Werte, zu den einzelnen Populationsmitglie-
dern, mit ihren Wiederholungen, bilde von diesen Werten das arithmetische Mittel,
also die Summe von allen durch den Populationsumfang geteilt. Dann kommt das-
selbe Resultat; denn in unserer Liste der relativen H&ufigkeiten hat man einfach
die wiederholten Werte zusammengefasst. Beispiel:

Mit Einzelwerten 0,0,0,1,1,2,2,3,3 héitte man arithmetisches Mittel 12/9 = 4/3.
Die Werte 0,1,2,3 hiitten der Reihe nach relative Haufigkeiten: 1/3, 2/9, 2/9, 2/9,
mit der Summe der Produkte ,Wert mal relative Hiufigkeit” erhielte man: 0 -
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1/34+1-2/942-2/9+3-2/9 =12/9 = 4/3. Die Ubereinstimmung beruht auf
dem Distributivgesetz: (3+3)/9 = (2-3)/9 =3-(2/9). Dies ist der Beitrag zum
Mittelwert, der von den beiden Dreien kommt, zuerst in der Version, wie man das
arithmetische Mittel der Einzelwerte berechnet, zuletzt in der Version: Wert mal
relative Haufigkeit.

Wir fassen in einer definitorischen Formel zusammen:

DEFINITION 4 (Mittelwert einer Variablen). Der Mittelwert einer Variablen X
mit der Verteilung fx lautet:

wX) = > a- fx(a).(Auch einfach nur ,u”, wenn die Variable klar ist.)
X—Werte a
Bemerkung: Sind mit x;, i = 1...n, alle einzelnen Werte der

Populationsmitglieder mit Wiederholungen aufgezihlt, so gilt:
wX) =5 ;w

Es sei bemerkt, dass die erste Formel auch dann verwendbar ist, wenn es nur
endlich viele X— Werte a gibt, fiir welche fx(a) # 0. Insbesondere kann die
Formel auch verallgemeinert angewandt werden, wenn es sich um Wahrscheinlich-
keiten (statt relative Haufigkeiten) handelt. In beiden Hinsichten ist die zweite
Formel weniger allgemein, sie setzt sowohl die Endlichkeit der Population als auch
(beim Arbeiten mit Wahrscheinlichkeiten) die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir jedes
Populationsmitglied voraus. (Man vergleiche spétere Ausfiihrungen, Stichworte:
Zufsllige Variablen, Verteilungen mit Wahrscheinlichkeitsdichten.)

In unserem tabellarischen Semesterzahl-Beispiel erhilt man den Wert p = 3.88.

Nun zur zweiten charakteristischen Zahl fiir eine Verteilung: Die Streuung ist
ein Maf} fiir die Breite der Verteilung, die sich anschaulich auch als Breite des
Stabdiagrammbildes darstellt. Aber man nimmt dazu nicht etwa die Breite des
Intervalls, in dem die Werte liegen, sondern man gewichtet wieder: Wenige , Aus-
reiflier” erhohen die Streuung nicht nennenswert, wohl aber das Auftreten entlegener
Werte mit nennenswerter relativer Haufigkeit. Intuitiv lige es nahe, den mittleren
absoluten Abstand der Einzelwerte vom Mittelwert zu nehmen, doch wihlt man
in aller Regel ein etwas anderes Maf: Man bildet den Mittelwert der quadrier-
ten Differenzen zum Mittelwert, anschlieflend zieht man die Wurzel, um ein Maf}
zu bekommen, das als Breite auf der Grofienachse interpretierbar ist. Der Grund
ist folgender: Wenn man gewisse Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik mathematisch tiefer durchdenkt, so st6f3t man bei der Beschreibung von
mathematisch idealen Verteilungen wie Normalverteilungen und weiteren sehr héiu-
fig auf diese ,Streuung” als Parameter. Sie ist also systematisch wichtiger. Im
iibrigen haben quadratische Differenzen noch den Vorteil der Differenzierbarkeit,
was sie auch sonst fiir Fehlermessungen giinstiger macht als absolute Differenzen.

Wiederum fassen wir in einer definitorischen Formel zusammen:
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DEFINITION 5 (Varianz und Streuung einer Variablen). Eine Variable X mit der
Verteilung fx hat folgende Streuung:

o(X) = S (a—u(X))? fx(a).(Oder einfach nur ,o”.)
X—Werte a

Bemerkung: Das Ganze ohne die Wurzel ist zuweilen niitzlich:
0%(X) heift Varianz von X (symbolisch auch: ,Var(X)”).
Bemerkung: Mit den Einzelwerten x1, ..., xnsieht die Varianz so aus:

o2(X) = —; (s — p(X))2.

(Dieselben Bemerkungen zum Giiltigkeitsbereich wie bei der vorigen Definiti-
on.)

In unserem Tabellen-Beispiel erhilt man: ¢2(X) = 9.87 (gerundet), und die
Streuung ist o(X) = 3.14.

Wir wollen etwas genauer charakterisieren, was die Streuung besagt. Zunéchst
einmal kann man leicht feststellen, dass der Ubergang von einer Variablen X zur
Variablen 2X bewirkt, dass die Streuung sich verdoppelt: o(2X) = 20(X). Das
folgt sofort aus der Rechenformel. Das Verteilungsbild zur Variablen 2X ist ge-
geniiber dem zur Verteilung von X einfach mit Faktor 2 lings der GroBenachse
(waagerechten Achse) gestreckt. o ist also wirklich ein Ma8 fiir die Breite. Ande-
rerseits ist o nicht in allen Fillen unmittelbar geometrisch interpretierbar. Genau
gibt ¢ eine Beschrinkung fiir die relative Hiufigkeit der Variablenwerte, die einen
vorgebbaren Mindestabstand von g haben. Zum Beispiel konnen auflerhalb des In-
tervalls u+2c hichstens 25% der Population liegen, mit mathematischer Sicherheit.
Allerdings kann man die Faustregel angeben, dass im allgemeinen sogar weniger als
10% auBerhalb dieses Intervalls liegen, mithin tiber 90% im Bereich p 4 20 liegen.
Bei Normalverteilungen sind es sogar ziemlich genau 95%.

Somit gibt die Streuung (insbesondere) an, in welchem Bereich um den Mittel-
wert der Lowenanteil der Population liegt, ndmlich p + 20; Achtung: 20, nicht o!
Diese Aussage ist viel niitzlicher als die Angabe eines Riesenintervalls, in dem mit
Sicherheit alle Variablenwerte liegen. Schauen wir zur Konkretisierung noch einmal
an, was in unserem Beispiel herauskommt: Bei der betrachteten Semesterzahlver-
teilung reicht das Intervall p & 20 von 0 bis 10, diese einschlieflend. Nur der Wert
11 liegt auBerhalb, also nur 1% der Population in diesem Fall.

Man bedenke jedoch stets, dass i und o im allgemeinen nicht ausreichen, die
gesamte Verteilung zu rekonstruieren - dies ist nur zuweilen der Fall, wenn man
schon weif}, dass es sich um eine Verteilung eines gewissen Typs handelt, die tat-
séchlich vollstéindig mit diesen Parametern bestimmt ist. So verhilt es sich z.B. bei
Normalverteilungen.

Hat man die einzelnen Werte x4, ...,x, einer Variablen X bei verschiedenen
Populationsmitgliedern beobachtet, so definiert man auch:

DEFINITION 6 (arithmetisches Mittel der Werte 1, ..., zy,).

n
_ 12 T+ ...+
xr= — xi:—
n < n
i=1

Dass diese Definition formal genau wie die von p(X) lautet, verfithrt den An-
finger immer wieder dazu, beide miteinander zu verwechseln. Man beachte dazu
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genau: Die Bezeichnung T steht fiir das arithmetische Mittel einer bloflen Stich-
probe aus der Population. Erst dann, wenn die Stichprobe (was realistisch in den
meisten Fillen nicht so ist) die gesamte Population umfasst, fallen beide zusam-
men, im Normalfalle ist eine Stichprobe viel kleiner als die Population, und dann
liefert T einen sehr wichtigen Schétzwert fiir u(X), auf den wir noch sehr genau
eingehen werden. (Analog wird ein aus einer Stichprobe zu gewinnender Schéitz-
wert s fiir die Streuung einzufiihren sein, dazu spéter mehr.) Gerade dann, wenn
man ,nur” eine Stichprobe besitzt und die Qualitit dieses Schétzwertes T fiir pu(X)
diskutiert, wird diese Unterscheidung unerlisslich. Weiter bereitet es dem Anfin-
ger dann Schwierigkeiten, abstrakt genug zu denken, dass p(X), also in Worten
das ,,Populationsmittel” existiert, auch wenn man es mangels der Kenntnis aller
Einzelwerte nicht konkret kennt oder ausrechnen kann (!).

3.2. Variablen mit vielen Werten oder sogar einem Kontinuum von
Werten: Histogramme und die Idee der Dichte und Verteilungsfunktion.
Wir sind noch nicht fertig mit der einfachsten Beschreibung von Verteilungen; was
sollte man mit einem Stabdiagramm beginnen, wenn eine Variable sehr viele Werte
annimmt? Nehmen wir den Extremfall, dass man in einer riesigen Population jeden
Wert nur einmal bekommt. Dann haben alle diese Werte dieselbe winzige relative
Hiufigkeit, und man erhilt eine Art Rasenteppich als Stabdiagramm, nur stehen
die Grashalme verschieden dicht verschiedenen Stellen. Dies wiire nicht nur sehr
aufwendig zu zeichnen (per Computer ginge es natiirlich wieder leicht), man hétte
auch wenig davon. Aber das Problem fiihrt zu einem tieferen Begriff, der fiir die
gesamte theoretische Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik von grofiter Bedeu-
tung ist, zum Begriff der Dichte. Die folgenden praktischen Ausfiihrungen wollen
auch dorthin geleiten, nicht nur weitere graphische Darstellungen von Verteilungen
einfiihren.

Ein Beispiel: Wenn wir von einer groien Population von Jugendlichen die mitt-
lere tégliche Fernsehdauer (unser X hier) erhoben haben, so werden wir etwa grup-
pieren: 0 bis unter 1 Stunde, 1 bis unter 2 Stunden, usw., bis 5 bis unter 6 Stunden.
(Realistisch wiirde man weiter gehen miissen.) Dann werden wir die relativen Héu-
figkeiten zu diesen Klassen bilden und etwa zu folgender (unrealistischen!) Tabelle
kommen:

Klasse 0—-<1 1-<2 2-<3 3—-<4 4-<5 5-<6
relative Haufigk. 0.15 0.4 0.2 0.14 0.1 0.01

Solche Daten kommen sehr oft vor. Stellen wir zunéichst klar, dass man bei
solcher Gruppierung eine Vergroberung der Verteilung von X vorgenommen hat:
Z.B. weil man in unserem Falle nicht, welcher Populationsanteil auf das Stunden-
intervall von 0 bis 1/2 entfillt - man wird vermuten, dass es sich um weniger als
0.075 handelt, aber die Zahl kennt man nicht. Das Vorgehen besteht nun einfach
darin: Man betrachtet vereinfachend die Intervalle als vollig gleichméflig besetzt
und stellt die gruppierte Verteilung dann in einem Histogramm dar, auf folgende
Weise:

Histogrammkonstruktion zu gruppierten Daten:Uber jedem der Intervalle der
Klasseneinteilung errichtet man einen Kasten, dessen Hohe der zugehérigen relati-
ven Haufigkeit geteilt durch Kastenbreite entspricht und als Dichte zu interpretieren



3. DIE ELEMENTAREN GRUNDBEGRIFFE DER DESKRIPTIVEN STATISTIK 15

1st. Bei dieser Konstruktion entsprechen die relativen Haufigkeiten der Klassen den-
Flicheninhalten der Kdasten. (Den Kastenhohen entsprechen sie zugleich nur dann,
wenn die Kasten alle dieselbe Breite haben.)

In unserem Beispiel erhilt man das folgende Bild.

relative Hiufigkeit pro Stunde

Mittlere tagliche
Fernsehdauer

0 1 2 3 4 5 6 (Stunden)

Abb. 2: Histogramm gruppierter Daten: Den relativen Haufigkeiten entsprechen
die Flidcheninhalte - im allgemeinen nicht die Héhen - das nur im Falle immer
gleicher Klassenbreiten. Die Hohen repréisentieren Dichtewerte.

In diesem Falle konnte man wegen der gleichbleibenden Intervallbreite sogar
auch die relativen Hiufigkeiten der Tabelle ablesen. Anders siihe es aus, wenn
man etwa in der Gruppierung die letzten beiden Intervalle zusammengefasst hétte
zu: 4-6 Stunden: relative Hiufigkeit 0.11. Ein Kasten iiber dem Intervall [4,6],
dessen Hohe dem Wert 0.11 entspriiche, wiirde den Anteil im Bild vollig verzerren,
dem Intervall [4,6] mehr als das Doppelte von dem Gewicht geben, das es zuvor
hatte. Die oben gegebene Vorschrift zur Konstruktion von Histogrammen korrigiert
das automatisch: Division durch Klassenbreite ergibt eine Hohe, die dem Wert
0.055 entspricht, und dann erhilt der Kasten iiber dem Intervall [4,6] denselben
Fldcheninhalt wie zuvor die beiden Késten zu [4,5], [4,6] zusammen. Nun erkennt
man auch, dass die Kastenhohe allgemein abstrakter als Dichte zu interpretieren
ist (hier: ,relative Hiufigkeit pro Jahr”). Der Wert 0.055 ist genau diese Dichte im
Bereich [4,6], und er ist nicht als relative Héufigkeit deutbar.

Die Idee der Dichte fithrt auch theoretisch weiter: Wir koénnen die Beschrin-
kung auf endlich viele Werte und gar endliche Populationen fallenlassen und uns
vorstellen, dass jeder Wert moglich ist; allerdings kénnen wir nicht mehr von rela-
tiven Haufigkeiten reden, mit denen einzelne Werte vorkommen, sondern nur noch
von relativen Héufigkeiten (oder besser noch: Wahrscheinlichkeiten) fiir Interval-
le (oder allgemeinere Bereiche) von Werten. Fiir den einzelnen Wert haben wir
stattdessen die Dichte. Weiter konnen wir verallgemeinern auf beliebige Dichte-
funktionen - sie miissen nicht mehr stiickweise konstant sein, sondern es konnen
ihre Graphen beliebige Kurven sein. Nur sollte der Gesamtfléicheninhalt unter der
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Kurve existieren (als Integral) und den Wert 1 haben. Dann lassen sich als Flichen-
inhalte (Integrale) alle interessierenden Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige Bereiche
ausrechnen. Ebenso lassen sich ¢ und o iiber Integrale berechnen. Tatsiichlich
spielt diese Verallgemeinerung eine immense theoretische Rolle: Wir werden sehen,
dass man mathematisch gewisse ,Idealverteilungen” (z.B. die Normalverteilungen)
iiber Dichtefunktionen definieren und berechnen kann, die sich als auflerordentlich
wichtig auch fiir ganz praktische endliche Dinge erweisen, weil eben letztere in vie-
len Fillen systematisch voraussagbar sich einem solchen Idealtyp stark annihern.
In diesem Zusammenhang wird eine weitere Darstellung wichtig, die kumulierte.
Thre besondere Tugend besteht darin, universell anwendbar zu sein, vollig gleich-
giiltig, ob es sich um eine Variable mit diskreter oder kontinuierlicher Verteilung
handelt, oder konkreter gesagt, ob die Verteilung durch ein Stabdiagramm oder
eine Dichte gegeben ist. Dabei werden die Wahrscheinlichkeiten (oder relativen
Haufigkeiten) aufsummiert, und zwar so: Man ordnet jeder reellen Zahl a die re-
lative Héufigkeit (oder allgemeiner Wahrscheinlichkeit) fiir Werte < a zu. Das ist
die entscheidende kleine Verdnderung gegeniiber der friiher betrachteten Verteilung
fx. Beiihr stand ,=" statt ,<”. Ubrigens ist diese kumulierte Verteilung, die man
,»Verteilungsfunktion” nennt (das ist also ein terminus technicus!), auch manchmal
in praktischer Hinsicht hilfreich: Histogramme eignen sich nicht bei Intervallen sehr
verschiedener Breiten, da wegen der Flichendarstellung der Hiaufigkeiten Lingen
nicht verzerrt werden diirfen. Bei der Verteilungsfunktion stellen wieder die (an der
vertikalen Achse abzulesenden) Funktionswerte die relativen Hiufigkeiten dar, und
die Intervallbreiten auf der Abszisse (horizontalen Achse) diirfen beliebig ungleich-
mifig gedehnt oder gestaucht werden. (Denken Sie etwa an die Mitgliederzahlen in
der Population der Vereine, da kommen sehr kleine und riesige vor. Das wird man
nur mit der Verteilungsfunktion gut darstellen kénnen.) Wir heben die Definition
der Verteilungsfunktion zu einer Variable noch einmal in systematisch vollsténdiger
Form hervor und geben anschlieflend wesentlich verschiedene Beispiele fiir Tabellen
und Graphen von Verteilungsfunktionen. Auflerdem gelangen wir bei der Erliu-
terung des zweiten der Beispiele zum iiberaus wichtigen Zusammenhang zwischen
Dichte und Verteilungsfunktion.

DEFINITION 7. Sei X eine Variable mit beliebiger Verteilung. Dann ist die
Verteilungsfunktion von X folgende Abbildung:

Fx: R - R
a +— relative Haufigkeit der X — Werte < a.
(Allgemeiner steht , Wahrscheinlichkeit” fir ,relative Hiufigkeit”.)

Man sollte sich diese Definition merken! Eingangs wurde untechnisch formu-
liert, die Verteilung einer Variablen gebe die Information dariiber, welche Werte
wie hiufig vorkommen. Anschliefend haben wir Stabdiagramme und Histogramme
kennengelernt, welche je auf ihre Weise diese Information geben und jeweils nur
fiir bestimmte Klassen von Verteilungen brauchbar sind. Nunmehr verfiigen wir
mit der Verteilungsfunktion iiber eine technische Fassung des Begriffs der Vertei-
lung, welche fiir alle Fdlle brauchbar und iiberdies stets praktisch geeignet graphisch
darstellbar ist (wie die folgenden Abbildungen zeigen werden). Das sollte man zu
schiitzen wissen.
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] relative Haufigkeit

=

=]

w
]

Semesterzahl

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Abb. 3: Graphische Darstellung der Verteilungsfunktion zum Beispiel des ersten
Stabdiagramms (Abb.1, S.11)

Zu beobachten sind die Treppen: Nur an den vorkommenden (hier ganzzah-
ligen) Werten 0 bis 11 springt die Verteilungsfunktion, dazwischen kommt nichts
hinzu, die Verteilungsfunktion bleibt also konstant. Vor dem ersten Wert (hier 0)
hat sie konstant den Wert 0, nach dem letzten (11) konstant den Wert 1.

Das zweite Beispiel (Abb. 4 auf der néichsten Seite) zeigt die Verteilungsfunk-
tion zum Histogramm von Abb. 2 (S. 13).

relative Hiufigkeit

mittlere tigliche
Fernsehzeit (Stunden)

0 1 2 3 4 5 6

Abb. 4: Verteilungsfunktion zum friither gegebenen Histogramm (Abb. 2, S. 15)
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Hier ist schon so etwas wie eine Kurve zu sehen, aber deutlich handelt es sich
um einen stiickweise geraden Polygonzug. Das liegt an dem linearen Anstieg in-
nerhalb der Gruppierungsintervalle: Dort ist die Dichte konstant, also die Steigung
der Verteilungsfunktion konstant. Dass die Dichte (das ist hier die stiickweise kon-
stante Funktion (graphisch: Treppe), welche die Histogrammkastenhohen gibt) die
Steigung der Verteilungsfunktion angibt, sieht man in unserem Beispiel folgender-
mafen:

Nehmen wir das Intervall von 0 bis 1. Die Dichte ist konstant 0.15 (pro Stunde),
da die Intervallbreite 1 betrigt. Wir haben Fx (1) — Fx(0) = 0.15, und (Fx (1) —
Fx(0))/1 ist die mittlere Steigung von F'x auf [0,1] . Wenn man den X —Wert von
0 bis 1 ansteigen lésst, kommt in gleichen Stiicken stets der gleiche Flicheninhalt
hinzu, da das Histogramm hier ein einziges Rechteck bildet. Folglich muss Fx auf
[0,1] linear ansteigen, und 0.15, die mittlere Steigung von Fx auf [0,1], ist sogar die
konstante Steigung der Verteilungsfunktion auf diesem Intervall. Das Histogramm
gibt das Auf und Ab dieser stiickweise konstanten Steigungen. Eine Dichte ist stets
positiv (> 0), kann aber wachsen und fallen, eine Verteilungsfunktion hat stets
Werte nur in [0,1] und ist stets monoton wachsend. Wir verdeutlichen noch einmal
in allgemeinerer Form die Rolle der Klassenbreiten:

Sei eine Dichtefunktion auf dem Intervall [a,b] konstant, a < b, mit Wert c.
(Man denke an [a,b] als ein Gruppierungsintervall (beliebiger Breite) bei einem
Histogramm.

Dann ist ¢ die Kastenhohe:

_ relative Haufigkeit zu [a, b]
N b—a
Aber der Zdhler lasst sich auch ausdriicken als Fx(b) — Fx(a), und es gilt:

Fx() - F
Mittlere Steigung von Fx auf [a,b] = M
(Dies gilt allgemein fiir jede Funktion.)
Es kommt heraus, da diese mittlere Steigung zugleich die (konstante) Steigung
von Fx auf [a,b] ist, an jeder Stelle des Intervalls:

SATZ 1. Bei einer Verteilung mit (stiickweise stetiger) Dichtefunktion f gilt fiir
jede Stelle: Wert der Dichte = Steigung der Verteilungsfunktion, also:

F%(a) = f(a) fiir jeden Wert a.

Umgekehrt ist die Verteilungsfunktion zur Dichte f daher diejenige Stammfunktion
von f, deren Werte im Bereich [0,1] liegen.

Dies Resultat gilt vollig allgemein, auch fiir Dichtefunktionen, deren Graphen
glatte Kurven sind. Idee: Man stelle sich Histogramme mit immer kleineren Inter-
vallbreiten, immer feinerer Gruppierung vor, die sich der Kurve annihern. Aus der
mittleren Steigung wird dann die Ableitung, die lokale Steigung in jedem einzelnen
Punkt. Dies ist nichts anderes als der Inhalt des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung, ausgesprochen speziell fiir positive Funktionen, die einen gesam-
ten Flicheninhalt 1 mit der x-Achse bilden, d.h. Dichtefunktionen.

Nun wollen wir dies in Aktion sehen bei einer mathematisch idealen Verteilung,
die zugleich die fiir praktische Zwecke wichtigste ist, der Standard-Normalverteilung
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mit 4 = 0, 0 = 1. Die folgende Graphik zeigt Dichte und Verteilungsfunktion
zusamuien.

-4 -2 Oy 3 4

a

Abb. 5: Normalverteilung zu p = 0,0 = 1: Dichte (Glockenkurve) und
Verteilungsfunktion (Sigmoid)

Abschlieflend schalten wir noch einmal zuriick zu den Histogrammen und be-
sprechen die Berechnung von ¢ und o bei gruppierten Daten oder Histogrammen:

Bei gruppierten Daten kann man diese Verteilungsparameter nur ndherungs-
weise angeben, und zwar zweckmiiflig iiber die Idealisierung zu der Verteilung, die
genau dem Histogramm entspricht, also mit stiickweise konstanter Dichte. Fir
diese Idealisierung kann man leicht p und o genau angeben: Die Mittelwerte der
Klassen entsprechen offenbar den Mittelpunkten der Klassenintervalle, und nun
hat man (ganz gem#f Definition 3) einfach deren mit den relativen Hiufigkeiten
gewichtetes Mittel zu bilden, um p zu erhalten. (Wenn man alle Einzelwerte, die in
ein solches Intervall fallen, an der Intervallmitte ansiedeln wiirde, so erhielte man
denselben Wert.) Wie steht es mit 0?7 Gewdhnlich macht man sich nicht einmal die
Miihe, diesen Wert auch nur fiir die stiickweise Gleichverteilung (also Histogramm-
verteilung) anzugeben, sondern benutzt einfach die Konstruktion, alle Einzelwerte
in die jeweilige Klassenmitte zu verlegen. Dann ergibt die alte Formel: Varianz =
mit den relativen Klassenhiufigkeiten gewichtetes Mittel der quadratischen Diffe-
renzen der Klassenmitten zu p. Die Histogrammverteilung hat eine etwas groflere
Varianz als diesen Wert, da die quadratischen Entfernungen zur entlegeneren In-
tervallhilfte iiberwiegen. Aber fiir diesen Wert hétte man nicht nur komplizierter
zu rechnen, er wire auch in der Regel die schlechtere Ndherung der Varianz der
urspriinglichen Verteilung; denn meist hat man schiefe Glockenformen - so auch
in unserem Beispiel, und dann gibt die Histogrammverteilung einen iibertrieben
groflen Wert. Fassen wir zusammen:
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Ndéherungsweise Berechnung von p und o bei gruppierten Verteilungsdaten:
wr > Klassenmitte - relative Hiufigkeit zur Klasse

Klassen
o > (Klassenmitte — p)? - relative Haufigkeit zur Klasse

Klassen

(Fir p ist hier natirlich der Naherungswert der 1. Zeile einzusetzen.)

3.3. Der Median als Alternative zum Mittelwert. In manchen Situatio-
nen erweist sich der Mittelwert als ungiinstig fiir den Zweck der Beschreibung eines
yZentrums” einer Verteilung. Meist geht es dabei um das Problem weniger ,Aus-
reifler”, die durchaus (sogar einzeln!) in der Lage sind, das arithmetische Mittel
gewaltig zu verschieben. Ein Beispiel: Nehmen wir eine Einkommensverteilung in
einer Population von eintausend Menschen, deren Monatseinkommen sich mit sehr
geringer Streuung um 4000 DM bewegen, sagen wir vereinfachend: Alle diese haben
genau dies Einkommen. Nun fiigen wir dieser Population einen einzigen Menschen
hinzu mit Monatseinkommen 10 Millionen DM. Das arithmetische Mittel der Ein-
kommensgrofie wird dann von 4000 DM auf sage und schreibe knapp 14 000 DM
angehoben! Natiirlich sagt dieser Wert korrekt, was das arithmetische Mittel immer
sagt, z.B., wie viel jeder Einzelne bekommen kénnte, wenn gleichmiiflig aufgeteilt
wiirde. Aber man wird beméngeln, dass dieser Wert gerade im Niemandsland liegt,
sogar eine tiberhaupt in der Bevolkerung nicht vertretene GroBenordnung hat. Will
man auf so etwas wie einen ,typischen” Wert hinaus, dann ist bei sehr schiefen
Verteilungen das arithmetische Mittel unbrauchbar. Gerade in solchen Situationen
erweist sich der (oder besser ,ein”) Medianwert als giinstig: Das ist ein (im all-
gemeinen nicht eindeutig bestimmter, aber doch hinreichend genau anzugebender)
Wert auf der GroBenskala mit der Eigenschaft: Die Hilfte der Population liegt un-
ter diesem Wert, die andere dariiber. In unserem Beispiel ist klar: Der Medianwert
ist 4000 DM. Er gibt also das Typische fiir die Population - der ,Ausreifler” be-
einflusst diesen Wert iiberhaupt nicht. Generell gilt, dass einige Exoten kaum eine
Verdnderung im Median bewirken. Stets ist ein Median brauchbar als ,typischer”
Wert, wenn die Verteilung so etwas wie eine (eventuell schiefe) Glocke ist - und
diese Form ist die bei weitem hiufigste. Bei U-formiger Verteilung ergibt natiirlich
auch ein Median nichts ,, Typisches”.

Hier ein Beispiel zur Nichteindeutigkeit eines Medians: Liegen die Einzelwer-
te 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3 vor, so ist jeder Wert zwischen 1 und 2 als Median
brauchbar. Man sollte dann auch nur sagen, der Median liege zwischen 1 und 2.
Krampfhafte Versuche (sie existieren), mit irgendwelchen Regeln eine Eindeutigkeit
zu erzwingen, sind vollig willkiirlich und lohnen nicht. Bei einer ungeraden Zahl
von Werten nimmt man den im Sinne der Anzahl ,mittleren”, also den sechsten
bei 11 Werten, usw., aber auch hier kénnte man sich getrost mit der Angabe eines
Bereichs begniigen. In natiirlicher Weise eindeutig definiert ist der Median bei einer
Verteilung, die durch eine Dichte gegeben ist: Dann sind die relativen Hiufigkeiten,
die auf Bereiche von Groflenwerten entfallen, durch die entsprechenden Flichenin-
halte unter der Dichtekurve gegeben, und man findet genau eine Stelle, an welcher
der gesamte Flicheninhalt unter der Dichtekurve halbiert wird. Dort hat die Ver-
teilungsfunktion genau den Wert 0.5, der Median ist also definitionsgem&fl exakt
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diese Stelle. Fiir Verteilungen mit Dichtefunktion kénnen wir daher den Median
als (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung Fx(a) = 0.5 definieren.

Es sei noch erwihnt, dass man bei , Mittelungen”, die durch so etwas wie einen
demokratischen Entscheidungsprozess entstehen, aus den erwihnten Griinden eher
auf einen Median als auf den Mittelwert stoflen wird. Lassen wir zum Beispiel
die Leute auf Zettel schreiben, wie viel Geld die Gesellschaft ausgeben sollte fiir
einen bestimmten Zweck, dann ist die Sache nach unten begrenzt durch den Wert
0, nach oben aber offen. Exoten oder Witzbolde kénnten erdenklich grofie Zahlen
hinschreiben. Das arithmetische Mittel geriete in absurde Hohen. Ein Median wiire
hier viel verniinftiger, auch , demokratischer”, und tatséchlich wird so ein Wert als
ygerechter” empfunden und setzt sich eher gesellschaftlich durch.
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KAPITEL 2

Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit

1.1. Relative Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit. Wir wollen den ab-
strakteren Begriff der Wahrscheinlichkeit vom vertrauteren der relativen Hiufigkeit
her entwickeln. Zunichst einmal brauchen wir einen generellen Rahmen, in dem
eine Rede von ,Wahrscheinlichkeit” erst sinnvoll werden kann: Stets muss ein (im
Prinzip beliebig) wiederholbares Zufallsexperiment vorliegen. Im interessanten Fall
sind bei der Durchfiihrung eines solchen Experiments verschiedene méglich, wir be-
gniigen uns zunichst mit endlich vielen Ausgingen. Zwei klassische Beispiele, an
denen man die Sache gut verstehen kann:

Wiirfeln mit einem gewthnlichen Wiirfel: Die moglichen Ausgéinge sind die
Augenzahlen 1,2,3,4,5.6.

Zuflliges Ziehen (also nach ,blindem Mischen”) einer Kugel aus einer Urne:
Die moglichen Ausgiinge sind die einzelnen Kugeln (die wir etwa numeriert haben
mogen).

Beobachten Sie: Das zweite Beispiel enthilt das erste strukturell als Spezialfall!
(Man nehme eine Urne mit 6 Kugeln, und bei Wiederholen des Experiments ist die
gezogene Kugel stets zuriickzulegen und neu zu mischen.)

Bleiben wir beim zweiten Beispiel, das schon eine gewisse Allgemeinheit besitzt.
Betrachten wir nun ein Merkmal in der Menge der Kugeln, allgemeiner gesprochen:
bei den méglichen Ausgéngen, zum Beispiel seien von den insgesamt n Kugeln & rot,
der Rest weifl. Das Merkmal ,rot” ist also in der Urne mit einer relativen Haufigkeit
von k/n vertreten. Wenn man nun fragt, wie wahrscheinlich es nun sei, beim zuf#
lligen Ziehen einer Kugel eine rote zu ziehen, so wird fast jeder antworten, diese
Wahrscheinlichkeit sei gerade diese relative Haufigkeit, k/n. Diese Antwort ist auch
vollig korrekt. Aber nicht jedem ist dabei klar, was diese Aussage bedeutet. Was ist
iiberhaupt gemeint mit: ,Das Ereignis ... (das bei Durchfithrung eines bestimmten
Experiments eintreten kann) hat die Wahrscheinlichkeit ... (eine Zahl aus [0,1])”?
Jedenfalls meint diese Aussage nicht unmittelbar eine relative Haufigkeit, diese
Ubereinstimmung ist allenfalls ein Resultat mathematischer Uberlegung. Sondern
sie zielt auf kiinftig (bei langer Wiederholung des Experiments) zu Erwartendes ab.
In unserm Beispiel besagt sie: Bei oftmaliger Wiederholung des Ziehens wird die
relative Hiufigkeit der Fdlle, in denen eine rote Kugel gezogen wurde (unter allen
Ziehungen), nahe bei k/n liegen. Dies ist eine Voraussage, und wir kénnen empirisch
priifen und sogar mathematisch berechnen, wie gut sie ist. Wir halten dies als naive,
informelle (aber iiberaus niitzliche) Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs fest:
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Gegeben sei ein Zufallsexperiment, dazu ein Ereignis A, das bei

diesem Experiment eintreten kann (oder auch vielleicht nicht).

Dann gilt folgende Grundtatsache: Bei oftmaliger Durchfihrung des
Experiments setzt sich eine relative Haufigkeit durch, mit der A beobachtet
wird. Diese ideale relative Hiufigkeit, um welche die beobachteten
relativen Eintrittshdufgkeiten mit tendenziell immer kleineren Abstinden
pendeln, heiffit Wahrscheinlichkeit von A, symbolisch: P(A).

Diese Definition ist auch in solchen Fillen brauchbar, in denen nicht bereits
eine relative Héufigkeit zugrundeliegt, wie in unserem Urnenbeispiel.

Die beschriebene Grundtatsache wollen wir einmal am Werke sehen in einem
Beispiel (vgl. Abb. 6, néchste Seite): Hier wurde (Computer-simuliert) 1000 mal
gewiirfelt und fiir jede Durchfithrungszahl i (1 < 4 < 1000 - waagerechte Achse)
aufgetragen (senkrechte Achse), mit welcher relativen Hiufigkeit eine gerade Au-
genzahl beobachtet wurde bis einschlieflich zu diesem Versuch. Man sieht, dass
die Wahrscheinlichkeit 1/2 so gut wie nie genau erreicht wird, die Abweichungen
auch stellenweise wieder grofler werden konnen, aber doch auf lange Sicht stets klei-
ner (tatsiichlich sogar beliebig klein) werden. Dagegen sind bei wenigen Versuchen
durchaus grofie Abweichungen zu moglich (und auch zu erwarten). Insbesondere
kann die beobachtete relative Haufigkeit nach einem einzigen Versuch nur den Wert
0 oder aber 1 haben.

beobachtete relative Hiiufigkeit

AL

0.4 Linie der Wahrscheinlichkeit

Versuchszahl

10 100 500 1000
Abb. 6: Niherung empirischer relativer Hiufigkeiten an eine ideale
Wabhrscheinlichkeit (hier mit Wert 1/2)

Die néchste Graphik zeigt noch etwas mehr: Dort wurden nicht nur mehrere
Versuchsreihen aufgenommen, die immer das gleiche Bild zeigen - nur starten einige
bei dem ganz falschen Wert 0, einige bei 1. Auflerdem wurden Kurven mit einge-
zeichnet, die angeben, wie nahe bei der Wahrscheinlichkeit eine beobachtete relative
Hiufigkeit bei der jeweiligen Zahl der Versuche mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.95 (oder 95%) liegen sollte. (Beobachten Sie, dass in einigen wenigen Fillen diese
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Kurven tiberschritten wurden.) Zur Ermittlung dieser Kurven vgl. den spéteren
Abschnitt zur Anwendung der Normalverteilungen.

beobachtete relative Haufigkeiten

in mehreren Versuchsreihen

TV T T

0.4
0.3
0.2+
0.11 Versuchszahl
0 T T T T
10 100 00 1000

Abb. 7: Wahrscheinlichkeit und beobachtete relative Haufigkeiten, mit
Begrenzungskurven, die mit 95% Wahrscheinlichkeit eingehalten werden.

Was wir hier beobachtet haben, ist die Wirksamkeit des ,Gesetzes der grofien
Zahl” | grob formuliert: Die empirischen relativen Haufigkeiten nihern sich (immer
besser und sicherer) den Wahrscheinlichkeiten.

1.2. Der abstrakte Wahrscheinlichkeitsbegriff. Mathematisch geht man
nunmehr so vor: Die Wahrscheinlichkeiten sollen so etwas wie ,ideale relative Hiu-
figkeiten” sein, daher muss man von ihnen verlangen, dass sie sich rechnerisch auch
wie relative Hiaufigkeiten benehmen. Unmittelbar ergibt die in der folgenden De-
finition niedergelegten axiomatischen Anforderungen an den Wahrscheinlichkeits-
begriff, wenn man eine kleine geistige Vorbereitung getroffen hat: Jedem Ereignis
soll seine Wahrscheinlichkeit (eine Zahl aus [0,1]) zugeordnet werden. Aber wie
kann man alle denkbaren Ereignisse fassen? Es geniigt, dies fiir ein beliebiges fest
gegebenes Zufallsexperiment zu schaffen. Dabei hat man eine bestimmte Menge 2
moglicher Ausgiinge. Nunmehr kann man jedes Ereignis so formulieren:

wDer zufillig herauskommende Ausgang w hat die Eigenschaft E”. Dies lisst
sich umformulieren zu:

,Der zufillig herauskommende Ausgang w ist Element der Menge {w € Q | w
hat die Eigenschaft E}.”

Einziger Bedeutungstréiger in diesem Satz ist die Menge {w € Q | w hat E}.
Somit kann jedes Ereignis als eine Teilmenge von 2 codiert werden, und mit der
Menge aller teilmengen von €, P(2), haben wir jedenfalls alle denkbaren Ereignisse
erfasst.

Man priife das Verstéindnis dieser Bemerkungen, indem man folgende Ereignisse
beim Wiirfeln (mit nur einem gewshnlichen Wiirfel) verbal formuliert: {2,4,6}, {1}
und das Ereignis , Es kommt eine Zahl unter Drei heraus” als Menge umschreibt.
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DEFINITION 8 (Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion). Sei 2 endlich. (Man
denke an  als Menge aller moglichen Ausginge eines Zufallsexperiments). Dann
heifst eine Funktion P Wahrscheinlichkeitsfunktion iber 2, wenn sie folgende Ei-
genschaften besitzt:

P:P(Q) — [0,1](Lies P(A): ,, Wahrscheinlichkeit von A”.)
(1.1) PQ) =1
P(AUB) = P(A)+ P(B), wenn ANB =@, fir alle A,B € P(Q)

In unserem beschrinkten Fall von endlichem Q sind alle Teilmengen von ) Ereig-
nisse. Der Begriff ist jedoch sogar auf tiberabzdhlbare Q2 verallgemeinerbar, aller-
dings kann P dann nicht mehr auf der gesamten Potenzmenge von Q) de finiert wer-
den. Insbesondere benottigt man die Verallgemeinerung der Summenformel auf ab-

ziahlbar unendlich viele Mengen, die vereinigt werden, zu: P U A, ) Z P(4;),

wenn die Mengen A; paarweise leeren Durchschnitt haben. (Auf der rechten Seite
steht eine unendliche Reihe.)

Unmittelbar gewinnt man aus diesen Axiomen die Folgerungen:

(1.2)
(i)  P(A)=1-P(A)
) (A B) P(A)+ P(B) — P(AU B) (stets!)
(144) = Z P({w}) (Fiir endliche, aber auch abzihlbare €).)

Spezzalfall von (1) : Sind alle Ausgdnge gleich wahrscheinlich, so gilt:

w _ : - - . . Anzahl der ,gunstigen” Falle
( P(A) = relative Haufigkeit von A in Q = St nBglicher Falle

Insbesondere (iii) wirft ein Licht darauf, was am Wahrscheinlichkeitsbegriff
unbefriedigend geklungen haben sollte: Er sagt ndmlich nicht, wie man Wahr-
scheinlichkeiten ausrechnen kann, sondern nur, wie Wahrscheinlichkeiten miteinan-
der zusammenhiéingen. Damit sind wir bei der geistigen Hauptfigur der Mathema-
tik: Uber die Zusammenhiinge der Dinge miteinander das Wesentliche iiber diese
Dinge herauszufinden. Aus den Zusammenhéingen, die in den Axiomen stehen, fol-
gert man mit (i#), dass man zum Ausrechnen von Wahrscheinlichkeiten lediglich
die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ausginge selbst, genauer der Elementarer-
eignisse {w}, zu kennen braucht. Nun sollte man verstehen, dass der allgemeine
Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht mehr sagen kann, da er z.B. fiir einen symmetri-
schen Wiirfel, aber auch noch fiir den schiefsten Wiirfel gelten sollte. Allenfalls bei
zusiitzlicher Information iiber den Einzelfall kann man erwarten, die Wahrschein-
lichkeiten der Elementarereignisse spezifizieren zu kénnen. Ein besonders einfacher
Fall: Man hat endlich viele, sagen wir Anzahl n, die alle gleich wahrscheinlich sind.
(Symmetrischer Wiirfel, ,zufélliges Ziehen” usw.) Dann ist klar, dass alle die Wahr-
scheinlichkeit 1/n haben, und man gelangt zu (iv). Fiir kompliziertere Félle liefert
das Gesetz der grofien Zahl einen empirischen Zugang: Man kann die relative Héu-
figkeit beobachten, mit der ein Ereignis eintritt, und damit die Wahrscheinlichkeit
recht sicher und genau anndhern. Die zwei grundlegenden theoretischen Methoden
zur Gewinnung von Wahrscheinlichkeiten werden an den elementarsten und prak-
tisch wichtigsten Beispielen in den Abschnitten 2.1 bis 2.4 dieses Kapitels gezeigt.
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1.3. Von den Variablen zu den Zufallsvariablen (oder ,zufilligen
Groflen”). Die meisten Wahrscheinlichkeiten, nach denen zu fragen interessant ist,
beziehen sich auf Variaben, deren Werte man bei Zufallsexperimenten beobachten
kann: Wie wahrscheinlich ist es, unter 1000 zufillig gezogenen Leuten wenigstens
300 mit einem gewissen Merkmal zu finden? Andererseits kann man auch Ereig-
nisse, die nur eintreten oder nicht eintreten konnen, mit Werten 1,0 einer Grofle
beschreiben, so dass dieser Gesichtspunkt allgemeiner ist.

Wir stellen die begriffliche Verbindung her zwischen den eingangs betrachteten
Variablen mit ihren Verteilungen (dort ging es um relative Hiufigkeiten von Wer-
ten) zu den Zufallsvariablen, deren Werte man jeweils bei einem Zufallsexperiment
beobachten kann, und ihren Verteilungen (dabei geht es um Wahrscheinlichkeiten
von Werten). Dazu folgende

DEFINITION 9.

Eine Zufallsvariable X ist eine Abbildung Q — R, wobei tiber  eine
Wahrscheinlichkeits funktion P gegeben ist.
Wenn § hochstens abzdhlbar ist, so ist die Verteilung von X ist folgende
Abbildung:
fX : R —- R
a — PX=a)=P{we|Xw)=a})
Im ganz allgemeinen Fall hat man die stets brauchbare Verteilungs-
funktion von X:
Fx: R —- R
a — PX<a)=P{{we|Xw)<a})

Man beachte: In den bisherigen Definitionen der Verteilung (nichtkumulativ
bzw. kumulativ) ist jeweils einfach ,relative Haufigkeit” durch ,,Wahrscheinlich-
keit” zu ersetzen. Es ist sehr niitzlich, sich zu merken, was Ausdriicke wie P(X < a),
P(X > a), P(X = a) bedeuten.

Zur Einiibung in die Notation ein einfaches Beispiel: X = Augensumme beim
Wiirfeln mit zwei Wiirfeln. Wir haben hier:

Q ={(a,b) e NxN|1<a,b< 6}, also Menge der Paare natiirlicher Zahlen
bis 6.

P(X =2)=1/36, P(X =3) =1/18, P(X =4) =1/12, P(X =5) = 1/9,
P(X =6) =5/36, P(X =7) =1/6, P(X =8) =5/36, P(X =9) = 1/9,
P(X=10)=1/12, P(X =11)=1/18, P(X =12) = 1/36.

2. Drei wichtige Verteilungstypen

Im ersten Kapitel haben wir den Begriff der Verteilung eingefiihrt, der sich
vollkommen von relativen Héufigkeiten zu Wahrscheinlichkeiten verallgemeinert.
Insbesondere verstehen wir nunmehr stets allgemein unter der Verteilungsfunktion
Fx einer Zufallsvariablen X die Funktion von R nach [0, 1] mit der definierenden
Gleichung Fx(a) = P(X < a), in Worten: Fx(a) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass ein X — Wert < a herauskommt bei Durchfiithrung des zu X gehorigen Zufalls-
experiments. Nun fragt sich, wie man an diese Wahrscheinlichkeiten herankommt.
Hat man fiir das Zufallsexperiment ein genaues (oder ndherungsweise zutreffendes
mathematisches Modell, so kann man die zugehorigen allgemeinen mathematischen
Resultate nutzen, in denen die Wahrscheinlichkeiten gerade zuginglich gemacht
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werden (iiber Formeln, eventuell noch Tabellen, heutzutage vielfach in Compu-
terprogrammen direkt nutzbar). (Andere Moglichkeiten bestehen im zusétzlichen
oder auch alleinigen Einsatz empirischer Stichproben.) Wir stellen nunmehr die
drei elementarsten mathematischen Modelle vor, die besonders hiufig und auch
vielfiltig zu nutzen sind. Davon sind zwei Verteilungstypen diskret, in diesen Fil-
len mit nur endlich vielen moglichen Werten der Zufallsvariablen, welche so verteilt
sind, dazu gesellt sich der wichtigste stetige (kontinuierliche) Verteilungstyp: Nor-
malverteilung. So verteilte Variablen kénnen alle reellen Zahlen als Werte haben.
Das kommt so genau empirisch also nicht vor, dennoch ist dieser Typ der gerade
fiir praktische Anwendungen wichtigste iiberhaupt, weil viele empirische Variablen
diesem mathematischen Idealtyp sehr nahe kommen.

2.1. Binomialverteilungen. Eine Verteilungsform ist in der Regel auf einen
bestimmten Situationstyp zugeschnitten, und das System (die Situation) ist zu kon-
kretisieren durch einen oder mehrere Parameter. So auch in unserem Beispiel (und
bei allen weiteren interessanten Verteilungstypen). Stellen wir folgendes Problem:
Bei einem (beliebigen) Zufallsexperiment trete ein gewisses Ereignis mit Wahr-
scheinlichkeit p ein. Man fiihrt das Experiment n mal durch. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit tritt dabei das Ereignis genau k mal ein? Diese Wahrscheinlichkeit
h#ingt sicher von p,n, k ab. Aber es ist niitzlich, p und n als duflere Parameter zu
betrachten, k dagegen als unabhiingige Variable; denn k ist ein beliebiger ganzzah-
liger Wert von 0 bis n, er variiert noch, wenn n und p bereits festgelegt sind. Zum
Beispiel: Welche Wahrscheinlichkeit hat man fiir & Sechsen bei 100 Wiirfen? Hier
sind p und n fixiert, aber £k méchte man durchaus noch variieren. Die vollstéindige
Antwort kann mit einer Formel gegeben werden. Aber solch eine Formel kann man
immer nachschlagen - wichtiger ist das Verstédndnis der Situationen, in denen die
Formel giiltig ist. (Weiter unterscheide man dann noch, wann sie praktisch oder
nur sehr mithsam bis unmdoglich zu verwenden ist.)

DEFINITION 10.

Eine Variable X heifit p-Bernoulli-verteilt, wenn sie nur die Werte 1,0
anmimmt, und zwar den Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p.

FEine Variable heifit (n,p) — binomialverteilt, wenn sie Summe von n
unabhdngigen p-Bernoulli- Variablen ist.

Wesentlich anschaulichere Beschreibung der binomialverteilten Variablen:
Die (n,p)-binomialverteilten Variablen sind gerade die mit folgender Struktur:
X = Trefferanzahl bei n unabhdngigen Versuchen, wobei die Trefferwahr-
scheinlichkeit in jedem Versuch p betrdgt.

Hier ist die Formel fiir die (nichtkumulierte) Verteilung:

Satz 2. Sei X (n,p)-binomialverteilt. Dann gilt:

(2.1) fx(k)=P(X =k)=()p"Q—p)" 7k, firk=0,1,..n

Dabei ist das Symbol (}) zu lesen : ,n diber k7,

Berechnung : (1) = k,(%k),, wobein! =1-...-n (n>1), 0! =1,
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lies ,,n Fakultat”.
Beispiel: Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man bei 12 Wiirfen mit einem
Wiirfel genau drei Sechsen? Die Antwort ist: (132) (%)3 (%)9 =0.1974.

Der Beweis der Formel ist nicht besonders schwierig. Man benotigt drei Uber-
legungen:

Bei unabhéngigen Ereignissen ergibt sich die Wahrscheinlichkeit der ,,und”-
Verbindung durch Multiplikation der Einzelwahrscheinlichkeiten. Beispiel: Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, zwei mal hintereinander eine Sechs zu wiirfeln, ist % : % =
%. Man beachte, wie sich die moglichen Fille multiplizieren zu 6 - 6 = 36 und wie
diese wieder gleich wahrscheinlich sind. Das ist das Wesentliche bei der Unabhén-
gigkeit: Tritt das eine Ereignis ein, so &ndert sich damit nicht die Wahrscheinlichkeit
fiir das andere. Wenn man von einem Menschen das Geschlecht kennt, so dndern
sich damit die Wahrscheinlichkeiten fiir gewisse Merkmale (Kérperlingen, bevor-
zugter Typ von Literatur, auch von Sportarten), fiir andere nicht (IQ z.B.). Folglich
ist p¥(1 — p)"~* die Wahrscheinlichkeit dafiir, die k& , Treffer” und n — k ,Nieten”
in einer ganz bestimmten Reihenfolge (gleichgiiltig welcher) zu erhalten.

Zweite Uberlegung: Wie viele Anordnungen von k ,Treffern” auf n Plitzen
gibt es? (Gerade so oft hat man den Wert p*(1 — p)"~* zu nehmen, da sich diese
Ereignisse, dass sich die Treffer in ganz bestimmter Anordnung ereignen, gegensei-
tig ausschlieffen und daher fiir die ,joder”-Verbindung die Wahrscheinlichkeiten zu
addieren sind (Axiom!). Wahlen wir die k Plétze, so haben wir n Moglichkeiten
fiir den ersten, dann unabhéngig n — 1 fiir den zweiten, zusammen also n(n — 1)
Moglichkeiten, weiter geht es mit n — 2 fiir den dritten usw., bis n — k + 1 fiir
den k-ten. Das macht n(n — 1) -...- (n — k + 1). Das ist jedoch noch nicht die
gesuchte Zahl; wir miissen die Reihenfolge noch loswerden - wir wollten k& Plitze,
keinen ersten, zweiten, ..., k-ten, plastischer: k gleichberechtigte Vorsitzende aus n
Leuten, nicht einen ersten, zweiten,..., k-ten Vorsitzenden.

Dritte Uberlegung: Es bleibt noch zu teilen durch die Anzahl der Reihenfolgen,
in die man k Objekte bringen kann. Das aber ist k! = k(k — 1) - ... - 1, also das
Produkt aller Zahlen von 1 bis k& (k > 1). Nehmen wir némlich an, wir wiissten
schon die Anzahl der Moglichkeiten, m Dinge anzuordnen. Uberlegen wir dann,
wie viele es fiir m+1 sind: Fixieren wir eines der Objekte - wir kénnen es als erstes
... bis letztes nehmen. Das sind m + 1 Moglichkeiten. Unabhéngig konnen wir die
restlichen m Objekte untereinander auf so viele Weisen anordnen, wie wir schon
wissen. Somit haben wir folgendes Resultat:

Anzahl der Moglichkeiten, m+ 1 Dinge anzuordnen = (m+1)- Anzahl der Mog-
lichkeiten, m Dinge anzuordnen. Fiir m = 1 kommt eine Anordnung, fiir m = 2
kommen also 2 -1 = 2 mogliche Anordnungen, fiir m = 3 werden es also 3 - 2. All-
gemein fiir k also k! mogliche Anordnungen. (Diese Schlussweise, von einer ganzen
Anfangszahl mit einem Schema von jeder beliebigen zur nachfolgenden iiberzugehen
und damit das Resultat fiir alle ganzen Zahlen von der Anfangszahl ab zu haben,
nennt man vollstindige Induktion.) Auch der Grenzfall 0! = 1 stimmt, es gibt
bei rechter Deutung eine Moglichkeit, die leere Menge von Objekten anzuordnen:
Keiner ist der Erste/Letzte, also im Nichtstun besteht das Anordnen. Zusammen
haben wir folgenden

SATZ 3. (Z) = Anzahl der Mdoglichkeiten, k Dinge aus n Dingen auszuwdhlen.
Dabei ist 0 < k < n, k und n sind als ganze Zahlen vorauszusetzen.
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Dieser Satz gilt auch fiir K = 0. Denn es gibt genau eine Moglichkeit, 0 Dinge
aus k Dingen auszuwihlen - man ldsst alle ungewihlt. Man kénnte auch sagen,
dass man alle n als Liegengelassene auswiihlt. Und offensichtlich gibt es genau eine
Maoglichkeit, n Dinge aus n Dingen auszuwihlen. Damit sollte auch klar sein, dass
stets (3) = (,",) gilt.

(Wir benutzten tatsichlich Satz 3, um Satz 2 zu zeigen, aber Satz 3 ist auch
in weiteren Situationen niitzlich.)

Man wird leicht bemerken, dass fiir grofle Zahlen n solche Zahlen wie (Z) sehr
grofl werden kénnen, z.B. auf keinen Taschenrechner mehr passen. Erst recht wird
dann eine Frage nach der Wahrscheinlichkeit von hdéchstens k Treffern unbequem:
Alle Werte P(X = i),7 = 0...n wiren dann zu addieren. Gerade in diesen Féllen
hilft die Naherung durch eine Normalverteilung. Aber auch fiir viel praktischerer
Fragen sind die Normalverteilungen wichtig: Wie gut ist es, wenn man den unbe-
kannten Mittelwert einer Grofle durch ein arithmetisches Mittel ndhert, das man
in einer Stichprobe fand? So besprechen wir im iiberniichsten die Normalverteilun-
gen selbst, anschlieBend die benotigte Technik zum Umgang mit Mittelwert und
Streuung sowie praktische Anwendungen.

2.2. Hypergeometrische Verteilungen. Eng verwandt mit den Binomial-
verteilungen sind die sogenannten hypergeometrischen. Ahnlichkeit und Unter-
schied soll an entsprechenden Urnenmodellen veranschaulicht werden: Zieht man
aus eine Urne n Kugeln, legt jedoch dabei die gezogene Kugel stets zuriick, um
erneut die Kugeln in der Urne zu mischen, so ist die Variable ,Trefferzahl” (d.h.
Anzahl der gezogenen Kugeln mit einer bestimmten Eigenschaft) binomialverteilt,
mit den Parametern p = Anteil der Trefferkugeln in der Urne, n = Anzahl der gezo-
genen Kugeln. In diesem Falle kommt es offenbar nicht darauf an, wie viele Kugeln
absolut in der Urne sind. Zieht man dagegen n Kugeln auf einmal heraus (oder
einzeln, aber eben ohne Zuriicklegen) und betrachtet wieder die Variable , Treffer-
zahl”, so bemerkt man, dass die absolute Anzahl N der Kugeln in der Urne ein
bedeutsamer Parameter ist. Wir leiten die Wahrscheinlichkeitsfunktion her, welche
die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen moglichen Trefferzahlen angibt: Es
werden n Kugeln aus NV gezogen, natiirlich n < N. Das macht (]Z ) mogliche Fille.

Die giinstigen Fille fiir k Treffer haben folgende Anzahl: (}k{ ) : (]X :? ), wobei K die
absolute Anzahl der ,Trefferkugeln” in der Urne ist. Denn aus den Trefferkugeln
sind genau k auszuwiihlen, aus den iibrigen ,Nietenkugeln” unabhéngig n—k. Nach
der Formel ,Wahrscheinlichkeit = Anzahl der giinstigen geteilt durch Anzahl der
moglichen Félle” (anwendbar bei lauter gleichwahrscheinlichen Féllen!) haben wir

also:

SATZ 4. Sei X die Variable , Trefferzahl” beim Ziehen (ohne Zuriicklegen) von
n Kugeln aus einer Urne mit N Kugeln, davon K , Trefferkugeln”. Dann heifit X
(N, K,n) — hypergeometrisch verteilt, und es gilt fir 0 <n < N,0<k < K:

K\ (N-K
() Gae)
()
Vergleichen wir mit der Binomialverteilung mit demselben Wert n und p =
K/N. Zuniichst fillt auf, dass fiir £ > K die hypergeometrisch verteilte Trefferzahl-

grofle die Wahrscheinlichkeit fiir k& Treffer gleich Null ist - fiir die entsprechende
binomialverteilte gilt das nicht. Auch die andern Werte werden anders. Beispiel:

P(X =k) =
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N =10, K =5, n = 5, k = 2. Binomialverteilung mit entsprechendem p = 1/2
ergibt die Wahrscheinlichkeit (5) (%)2 (%)3 = 0.3125, hypergeometrische Verteilung
ergibt: (g) (5)/(10) = 0.396. Im Gegensatz dazu wird man finden, dass fiir N viel

3/ \s
grofer als n keine nennenswerten Unterschiede auftreten.

2.3. Eine Anwendung der hypergeometrischen Verteilungen: Fis-
her’s exakter Test. Wir betrachten folgende Situation: Auf einer Population
haben wir zwei Eigenschaften (sagen wir z.B. Student” und ,Internetbenutzer”).
Das sind zwei Variablen mit jeweils zwei Auspriagungen ,ja”, ,nein” bzw. , 17, 07.
Dann interessiert man sich hdufig dafiir, ob die eine mit der andern ,irgendwie zu
tun hat” oder nicht - man denke nicht an ,,Ursache - Wirkung”! Genauer (und viel
allgemeiner als das leidige Schema von Ursache und Wirkung!) fragt man danach,
ob die Verteilung der Auspriagungen der einen Eigenschaft dieselbe ist, gleichgiiltig,
welche Ausprigung der andern Eigenschaft vorliegt. Dann nennt man die Merk-
male ,unabhingig” (im statistisch-wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne!), sonst
yabhingig”. Beispiele: Bei mehrmaligem Wiirfeln ist die nachfolgende Augenzahl
unabhingig von allen vorangehenden, aber man erwartet, dass das Merkmal ,In-
ternetbenutzer” nicht unabhingig vom Merkmal  Student” ist, und zwar in dem
Sinne, dass der Anteil der Internetnutzer bei den Studenten hoher liegt als in der
sonstigen Bevolkerung, nicht in dem Sinne, dass jeder Student Internetnutzer wdre
(oder jeder Nichtstudent kein solcher)! Man sucht nun einen solchen Sachverhalt
von Abhéngigkeit empirisch zu ermitteln iiber eine Zufallsstichprobe. Im Beispiel
moge man etwa gefunden haben (die Eintréige bedeuten absolute Héufigkeiten):

Internetnutzer | Kein Internetnutzer
Student 6 5
Kein Student 3 10

Wir setzen nun hypothetisch einmal voraus, diese Merkmale seien vollig unabhéin-
gig, und stellen uns das konkret so vor: Bei den 24 Leuten wurden 9 rein zufillig
als ,Internetbenutzer” ausgew#hlt, und von diesen 9 gerieten rein zufillig 6 in die
Gruppe der 11 Studenten und 3 nur in die Gruppe der Nichtstudenten. Das konnte
ja erst einmal so passiert sein: Wihlen Sie 20 Leute zufillig aus, so werden Sie
auch nicht genau 10 Frauen dabei haben! Aber, so fragen wir weiter: Ist es nicht
sehr unwahrscheinlich, dass ein solch krasses Missverhéltnis rein zufillig entsteht,
wenn der Sachverhalt der Unabhiingigkeit wie vorausgesetzt besteht? Genau die-
se Wahrscheinlichkeitsfrage beantworten wir mit Einsetzen der hypergeometrischen
Verteilung, die genau unserem Unabhéngigkeitsmodell entspricht; zunéchst: Wie
wahrscheinlich ist es, genau die beobachtete Tafel von Hiaufigkeiten zu erhalten?
Aus 24 Leuten, davon 11 Studenten, wurden rein zufillig 9 ausgewiihlt als Inter-
netnutzer, das macht (294) gleichwahrscheinliche Fiille. Die Anzahl der giinstigen
Faille fiir unsere Tafel ergibt sich daraus, dass unter den 9 Internetnutzern genau 6
Studenten ,gezogen” wurden und 3 Nichtstudenten, das macht (161) (133), also haben
wir genau die Wahrscheinlichkeit

(11) (13)
(5)
dafiir, genau die obenstehende Tafel zu beobachten. Aber unsere Frage ist die nach

der Wahrscheinlichkeit dafiir, ein mindestens so starkes Missverhéltnis zu beobach-
ten, wir haben also die Wahrscheinlichkeiten aller Tafeln zu addieren, welche ein
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solches darstellen. Es sind dies die folgenden:

61 S5||7] 4(|8] 3(|9] 2
100211 [1(127{0 |13

3
219)|11]10]({0f11
7678 59| 4]

(2.2)

Man beachte: Die zweite Reihe von Tafeln reprisentiert ein mindestens ebenso
deutliches Missverhiiltnis wie beobachtet, nur nach der andern Seite: Unabhéingig-
keit bedeutet ja, dass auch nicht etwa unter den Nichtstudenten die Internetnutzer
iiberrepriisentiert wiiren. Genauer ist einzusehen, dass man nicht etwa mit der Tafel

318
6|7

zu beginnen hitte: Bei dieser Tafel ist der Anteil der Internetnutzer unter den
Studenten 3/11, unter den Nichtstudenten 6/13, die absolute Differenz zwischen
diesen beiden Zahlen (die laut Hypothese als gleich zu erwarten wéren), ist 6/13 —
3/11 = 27/143. Bei der tatsichlich beobachteten Tafel haben wir eine Diskrepanz
von 6/11 — 3/13 = 45/143, und diese Zahl ist grofer als 27/143. Stellen Sie analog
fest, dass dagegen die Tafel

219
716

ein grofieres Missverhéiltnis als 45/143 darstellt. Das Aufaddieren aller Wahrschein-
lichkeiten fiir alle Tafeln aus 2.2 ergibt:

- -G
() - (). o

Nun zur Bewertung: Es ist nicht sehr unwahrscheinlich, bei reinem Zufall ein sol-
ches Missverhéltnis zu erhalten wie beobachtet oder ein gréfleres. Wir haben also
nicht gerade so etwas Seltenes wie einen Lotto-Hauptgewinn beobachtet. Damit ist
die Hypothese nicht stark erschiittert, trotz des deutlichen Missverhéltnisses in der
Stichprobe. Das bedeutet aber keineswegs, dass wir die Hypothese glauben und
als wahr annehmen sollten, vielmehr werden wir uns erkléren: Die Stichprobe war
recht klein, und groflere Stichproben konnten die Hypothese sehr wohl noch zu Fall
bringen. Eine Beobachtung etwa wie

60 | 50
30 | 100

zeigt dieselbe Diskrepanz, aber eine solche wire wiel unwahrscheinlicher als 1/5
(das Resultat ist praktisch Null) unter der Hypothese, dass sie zufillig herauskéme,
also die Merkmale in der gesamten Population unabhéngig wéren. Allerdings wire
es nur mittels eines Computerprogramms moglich, diese Wahrscheinlichkeit nach
dem oben gezeigten Muster auszurechnen, weil es zu viele Summanden gibt und
zudem die auftretenden Zahlen (Z) zu gro} werden. Spéter lernen wir dazu den
sogenannten y?— Test kennen, der gerade im Falle hoher Eintriige eine sehr ak-
kurate N#herung ergibt. Mittels des Computers kann man auch ohne weiteres
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die Verallgemeinerung auf Merkmale mit mehr als zwei Auspridgungen noch nach
obenstehendem Muster rechnen.

2.4. Die Normalverteilungen. Es handelt sich um die bekannte Glocken-
form (im Dichtebild), allerdings ist es eine ganz bestimmte Glockenform mit ihren
durch blofles Strecken, Stauchen und Verschieben gegebenen Modifikationen. (Ma-
thematisch kann man eine unendliche Fiille vollig andersartiger Glockenkurven bil-
den.) Die folgende Definition benstigt man zum praktischen Umgang nicht, sie soll
nur klarstellen, dass es sich um eine durch zwei Parameter definiterte feste Familie
von Dichtefunktionen handelt. Aulerdem werden die weiterhin oft zu benutzenden
Bezeichnungen insbesondere fiir die zugehorigen Verteilungsfunktionen eingefiihrt.

DEFINITION 11. Fir jede Zahl p € R und jede Zahl o > 0 definiert man
folgende Dichte:

(2.3) Ppo(@) = = (F)" (z e R)),

oV2m

¢,.o = Dichte der (1, 0)—Normalverteilung. Die zugehérige Verteilungs funktion
nennen wir ®,, ,. Also:

®,.0(a) = Flacheninhalt unter dem Graphen der Dichte ¢, , links von a
(als Integral zu berechnen) (fur alle a € R).

Speziell fir p = 0,0 = 1 ergibt sich die Standard-N ormalverteilung, und
man schreibet manchmal kurz: ¢ fir ¢qq, ® fir ®o1. Ist X eine (u,0) —
normalverteilte Grofle, so ist mit dieser Definition:

(2.4) P(X <a)=®,,(a) = f ¢,.0(@)de (fiir alle a € R).

Natiirlich gilt mit Satz 1 wieder: @), . = ¢, .. (Vgl. Abb. 5 fiir die Standard-
Normalverteilung,.)
Der folgende Satz 4 erklért die iiberragende Bedeutung der Normalverteilungen:

SATZ 5.

Zentraler Grenzwertsatz (untechnische Formulierung) :

Lange Summen unabhdngiger Variablen sind anndhernd normalverteilt,

wenn nur die Streuungen der summierten Variablen in endlichen Grenzen
und oberhalb einer festen Zahl > 0 bleiben, aufSerdem die dritten zentralen
Momente (wie Varianzen gebildet, nur mit dritter Potenz) beschrinkt bleiben.

Insbesondere sind all diese Bedingungen erfiillt im praktischen Hauptfall der
Anwendung, dass es sich bei den Summanden um unabhingige Kopien ein und
derselben Variable handelt, wie man bei Stichproben hat (genau genommen miisste
man sie ,mit Zuriicklegen” ziehen, um Unabhingigkeit zu wahren, aber das kann
man getrost verletzen, wenn der Umfang gering gegen den Populationsumfang ist).
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Bemerkung: Was ,hinreichend lang” ist, muss man aus Erfahrung lernen.
Faustregel fiir nicht allzu anti-normalverteilte zu summierende Variablen (also nicht
extrem schief oder U-formig): Lénge 10 ist schon ziemlich gut. Um einen Eindruck
davon zu geben, betrachten wir folgende Abbildung 8, welche die Entwicklung von
einer Gleichverteilung auf dem Intervall [—1,1] zur Normalverteilung durch Sum-
menbildung unabhéingiger Einzelwerte fiir verschiedene Summenlédngen zeigt. Da-
mit die Verteilungen nicht immer breiter werden, dividieren wir dabei die Summen
der Lénge n stets durch n, zeigen also jeweils die Verteilung der Variablen: Arithme-
tisches Mittel von n zufillig ausgewiihlten Werten einer auf [—1, 1] gleichverteilten
Grofle.

n=10

n=1 n=

1 1 -1 1 -1 1

Abb. 8: Die sukzessive Niherung an die Normalverteilung durch Summenbildung
unabhéngiger Variablen, hier z.B. gleichverteilter Variablen auf [—1,1] - n gibt die
Zahl der unabhingigen Summanden.

Hier sind drei weitere Illustrationen des Zentralen Grenzwertsatzes: Binomial-
verteilte Variablen sind fiir grofle n lange Summen unabhéngiger Kopien ein und
derselben Bernoulli-Variablen. Somit sollte bei p, das nicht zu weit von 1/2 liegt,
sehr schnell, sonst (wegen der zuniichst starken Asymmetrie) langsamer, also erst
fiir groflere n, eine Normalverteilung angenéhert erscheinen.
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Abb. 9: Bereits recht gute Annéherung an eine Normalverteilung durch die
Binomialverteilung mit n = 20, p = 1/2 (die Quadrate geben die Werte der
Wahrscheinlichkeitsfunktion)

b 5 10 15 20

x

Abb. 10: Weniger gute Anniherung an eine Normalverteilung mit der schiefen
Binomialverteilung zu n = 20, p = 1/10
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Abb. 11: Auch bei schiefer Binomialverteilung gute Anniiherung an eine
Normalverteilung mit wachsendem n, hier n = 50, wieder p = 1/10.

Dabei ist natiirlich zu beachten, dass man immer nur eine ordentliche Annéhe-
rung an die jeweils passende Normalverteilung erhélt, d.h. diejenige mit den richti-
gen Werten p, 0. (Vgl. den néichsten Abschnitt 3. fiir das Rechnen mit p,0.) Auch
die hypergeometrischen Verteilungen néhern sich Normalverteilungen an, wenn nur
N recht viel groer als n ist und n ebenfalls relativ zum Abstand von K/N zu 1/2
nicht zu klein. Hier zwei Beispiele:

hypergeom. Verteilung: N =200 K =20 n =20
0.35 — T T T T

0.3} E

0.25 4

0.2} 4

0.15 4

0.05 4

0 5 10 15 20
Abb. 12: Anniherung an die entsprechende Normalverteilung ist schon nicht
schlecht bei der hypergeometrischen Verteilung zu N = 200, K = 20, n = 20.
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hypergeom. Verteilung: N =200 K =20 n =50

o 10 20 30 40 50

Abb. 13: Fiir n = 50 (weiterhin N = 200, K = 20) wird die Ann&herung an die
entsprechende Normalverteilung auch fiir die hypergeometrische deutlich besser.

Zwei Umsténde machen den Zentralen Grenzwertsatz so interessant fiir mannig-
fachste Anwendungen: Einmal erklirt er, warum man so viele Normalverteilungen
als ,natiirliche” in der Welt antrifft: Immer dann, wenn sich unabhiingig gewis-
se Variablen mitteln, um einen Wert zu bestimmen (Erbschaften, Ernghrung usw.
zur Bestimmung der Korperliinge eines Erwachsenen; Erbschaften und Anregungen
und mehr zur Entwicklung einer Intelligenz), dann kristallisiert sich eine Normal-
verteilung heraus. Zweitens: Einige wiederkehrend zu benutzende Verteilungen von
grofler praktischer Bedeutung erweisen sich sofort als annéihernde Normalverteilun-
gen. Vor allem sind Mittelungsgréfen zu nennen: Man geht aus von einer Grofle X,
betrachtet nun aber Stichproben aus deren Population €2, Stichproben eines festen
Umfang n. So entsteht eine neue Grofle, indem man jeder Stichprobe ihr arith-
metisches Mittel der X— Werte zuordnet. Diese Variable nennen wir X . Man
beachte, dass der Stichprobenumfang in dieser Notation unterdriickt ist. Man teilt
ihn gewohnlich in Worten oder Zusitzen wie ,n = ...” mit. Einen beobachteten
Wert von X bezeichnet man konsequent mit Z und benutzt ihn als Schitzwert
fiir den meist unbekannten Wert ((X). Gewohnlich kennt man ja nicht sémtliche
X-Werte der Gesamtpopulation. Nun wissen wir aber mit dem Zentralen Grenz-
wertsatz, dass fiir hinreichend groBe n die Variable X anniihernd normalverteilt
ist (fiir das arithmetische Mittel bildet man eine Summe unabhéngiger Einzelwer-
te, und die anschlielende Division durch n ergibt nur ein Stauchen/Strecken im
Verteilungsbild, dndert daher nichts am Normalverteilungscharakter, wie auch im
Beispiel illustriert), und somit werden wir mit der praktischen Beherrschung der
Normalverteilungen aussagen koénnen, mit welcher Sicherheit (oder Wahrscheinlich-
keit) bei einer solchen Schétzung der Fehler hochstens wie grof} ist. Wir kénnen uns
also von der Qualitit der Schitzung ein quantitativ genaues Bild machen, ohne p zu
kennen! Auf diese Weise fiihrt uns die Normalverteilung auch in die ,,Schlielende
Statistik” (auch ,Inferenzstatistik” genannt).

3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhingigkeit

Es gibt verschiedene Begriffe von ,Unabhingigkeit”. In unserem Kontext
kommt es vor allem darauf an, den wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriff der
Unabhiingigkeit richtig zu verstehen und insbesondere nicht mit dem logischen zu
verwechseln. Fine Aussage A hingt logisch von einer andern Aussage B ab, wenn
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man aus B entweder A oder aber ,nicht A” schlielen kann. Zum Beispiel: Wenn
der erste Wurf mit einem Wiirfel eine Drei ergibt (A), dann muss die Augensumme
nach zwei Wiirfen einen Wert unter 10 ergeben (B). B ist also logisch abhéingig von
A. Abhéngigkeit im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne ist dagegen eine schwi-
chere Beziehung, man kann sie auch als Verallgemeinerung logischer Abhingigkeit
auffassen: Die Ereignisse A (,erster Wurf eine Drei”) und C (,,Augensumme nach
2 Wiirfen unter 9”) sind nicht logisch abhéingig: Aus A kann man weder C noch
ynicht C” logisch folgern. Aber unter der Bedingung A ist C' wahrscheinlicher als
C ohne Voraussetzung irgendeiner Bedingung wire; dies bedeutet genau: C' ist im
wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne abhéngig von A. Diesen Begriff wollen wir
nun genauer quantitativ kldiren. Dazu definieren wir:

DEFINITION 12. Fiir P(B) # 0 wird definiert:
P(ANB)
P(B)
Zur inhaltlichen Interpretation: Man schaut B als eingeschrinkte Menge von még-
lichen Ausgdngen an und bestimmt in diesem Rahmen die Wahrscheinlichkeit von
A. Selbstverstindlich sind nunmehr die ,gtinstigen Fdlle” diejenigen in AN B. Auf
keinen Fall interpretiere man B als ,Ursache von A” oder auch nur als zeitlich auf

A folgend.

P(A|B) := (lies: Wahrscheinlichkeit von A bedingt durch B).

Wichtige Bemerkung zur Definition: Man verwendet diese Definition fast
nie, um eine bedingte Wahrscheinlichkeit zu berechnen, vielmehr ergeben sich die
Werte bedingter Wahrscheinlichkeiten meist unmittelbar. Dagegen ist sie von theo-
retischer Bedeutung fiir weitere Zusammenhénge und Formeln (s.u.). Die Division
durch P(B) ergibt sich gerade daraus, dass B als neue Menge €2 zu betrachten ist,
und es sollte P(B|B) =1 sein.

Nun kénnen wir vorldufig A und B im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne
unabhdngig nennen, wenn P(A|B) = P(A), falls P(B) # 0. Beispiel: Zwei mal
wird gewiirfelt. A :  Erster Wurf eine Drei”, B : ,Zweiter Wurf eine Vier”. Of-
fenbar ist P(A|B) = 1/6 = P(A), also A und B unabhéngig. (Man beachte: B
folgt sogar zeitlich auf A,was dem Sinn von P(A|B) keinen Abbruch tut. Aus-
fithrliche Berechnung von P(A|B) : Im verkleinerten Topf B sind die Ausgiinge
(1,4),(2,4),(3,4),(4,4), (5,4), (6,4). Das sind 6 gleichwahrscheinliche. In AN B ist
nur (3,4), also ein giinstiger Fall, macht Wahrscheinlichkeit 1/6. Dagegen sind B
und das folgende Ereignis C' abhéngig: C : ,Die Augensumme beider Wiirfe ist
5”. Denn offenbar P(C'|B) = 1/6, wihrend P(C) = 4/36 = 1/9. (Man zihle das
nach.)

Wir kommen zur theoretischen Bedeutung der bedingten Wahrscheinlichkeiten:

SATZ 6. Es gilt allgemein fiir P(B) #0:
(3.1) P(ANnB)=P(A|B)P(B).

Dazu ist nur die definierende Gleichung fiir P(A|B) mit P(B) zu multipli-
zieren. Diese Formel ist so hdufig direkt anwendbar wie man direkt an P(A|B)
herankommt. Beispiel: Man zieht aus einer Urne mit 10 Kugeln, davon 5 rot,
zwei Kugeln ohne Zuriicklegen. Sei A das Ereignis: ,Die zweite Kugel ist rot”,
B das Ereignis: ,Die erste Kugel ist rot”. Dann ist P(AN B) = % . 1—50 = %;
denn nach dem Herausziehen einer roten Kugel verbleiben 9 Kugeln, davon 4 ro-
te, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer zweiten roten Kugel 4/10
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betrigt. Weiter konnen wir folgern, dass bei unabhingigen Ereignissen A, B stets
P(ANB) = P(A)P(B) ist, da P(A|B) = P(A) in diesem Falle gilt. Um nun
die Randfiille P(B) = 0 noch mitzunehmen, in denen diese Formel ebenfalls gilt,
definiert man:

DEFINITION 13. Zwei Ereignisse A und B (im Rahmen eines Zufallsexperi-
ments) heiffen unabhingig, wenn

P(ANB) = P(A)P(B).
(Man beachte, dass dies fiir P(B) # 0 gleichwertig zu P(A|B) = P(A) ist.)

Eine sehr wichtige Verallgemeinerung dieses Begriffs auf Variablen kann man
daraus entwickeln: Die fiir eine Variable X interessierenden Ereignisse lauten X <
a, a € R. Denn deren Wahrscheinlichkeiten bestimmen bereits die Verteilungsfunk-
tion. Somit kann man in typisch mathematischer Weise den Begriff der Unabhén-
gigkeit von Variablen auf den von Ereignissen zuriickfiihren:

DEFINITION 14. Zwei Variablen X,Y heiffen unabhdngig, wenn fir jedes Paar
(a,b) reeller Zahlen gilt: Die Ereignisse X < a und Y < b sind unabhingig.

Beispiel: Korperlinge und Korpergewicht (auf der Population der Menschen)
sind sicher nicht unabhingig; zwar gibt es kurze Dicke und lange Diinne, aber
wenn die Korperlinge unter einer Grenze wie 160 cm bleibt, so ist jedenfalls die
Wabhrscheinlichkeit fiir ein Korpergewicht unter 60 kg erhoht, d.h. grofler als unter
allen Leuten. Ein wichtiger Teil der Statistik (vgl. das letzte Kapitel) beschiiftigt
sich damit, die Abhéngigkeiten zwischen mehreren Variablen zu beschreiben.

Wir kommen zu zwei weiteren recht wichtigen Formeln der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, die mit bedingten Wahrscheinlichkeiten arbeiten:

SATZ 7 (Bayessche Formel und Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit). Es
seien P(A), P(B) # 0. Dann gilt folgende Bayessche Formel:

P(A|B)P(B)
P(4)
Sei {Bj, ..., Bp} eine Klasseneinteilung von €, d.h.

(3.2) P(B|A) =

n
Q= Bi und Bin B; =0 fiiri#j, 1<i,j<n.
i=1
Dann gilt folgende Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

(3.3) P(A) = Z P(A|B;)P(By).

Die Formeln sind ungeachtet ihrer Niitzlichkeit sehr einfach zu zeigen: Die erste
ergibt sich sofort aus P(AN B) = P(A|B)P(B) und P(BN A) = P(B|A)P(A)
nach vorigem Satz, aber ANB = BN A. Damit P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A), nun
teile man diese Gleichung durch P(B). Der Nutzen der Formel besteht darin, dass
man bedingte Wahrscheinlichkeiten ,herumdrehen” kann: Man stoit vielfach auf
Situationen, in denen P(B|A) inhaltlich interessiert, aber nut P(A|B) empirisch
zugénglich ist. Etwa A : Auftreten eines Symptoms, B : Vorliegen einer bestimmten
Krankheit. Diagnostisch wichtig ist P(B|A), aber nur P(A|B) ist empirisch zu-
ganglich. Ebenso sind P(A |B) sowie P(B) zugénglich, und so kann man mittels der
zweiten Formel den Nenner ausrechnen als P(A) = P(A|B)P(B)+ P(A ‘E)P(F).
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Mit der Bayesschen Formel hat man dann P(B |A), also im Beispiel die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass jemand die Krankheit hat, bei dem das Symptom auftritt. Es
gibt noch einen theoretisch weiter reichenden Zweig von Bayesscher Statistik, der ei-
ne recht groffe Bedeutung erlangt hat und insbesondere eine weiterfithrende Art des
induktiven Schliefens aus Empirischem darstellt, und auch hier steht dies Herum-
drehen bedingter Wahrscheinlichkeiten am Anfang der Uberlegungen: Stellen Sie
sich vor, Sie haben verschiedene Theorien 11, ...T,,, sagen wir Wahrscheinlichkeits-
modelle, als mogliche Erkldrungen fiir einen Phénomenbestand, und fragen sich,
welche dieser Theorien am besten passt zu allen Beobachtungsdaten B (als ein
komplexes Ereignis aufgefasst). Nun konnen Sie P(B|T;) jeweils bestimmen, d.h.
die Wahrscheinlichkeit fiir die Beobachtungen bei Voraussetzung der Theorie Tj,
1 <4 < n. Ein primitiveres Prinzip (man nennt es ,Maximum Likelihood”) wiirde
nun einfach eine solche Theorie bevorzugen, bei der B maximale Wahrscheinlichkeit
erhélt. Das elaboriertere Bayesprinzip lautet stattdessen: Man fasse die Giiltigkeit
einer Theorie wiederum als ein Ereignis auf, schreibe also den Theorien selbst Wahr-
scheinlichkeiten zu, und zwar bedingte durch die Beobachtung, gemifl Bayesscher
Formel:

P(B|T;)P(T;)

Interessant sind hier die Ausgangswahrscheinlichkeiten P(T;) fiir die Theorien; setzt
man sie alle gleich, so landet man wieder bei Maximum Likelihood: P(T;|B) wird
am hochsten fiir die Theorien, fiir die P(B |T;) maximal ist. Aber man kann auch
Vorerfahrungen oder plausible Annahmen einflieen lassen, um diese Ausgangs-
wahrscheinlichkeiten differenzierter anzusetzen.

Zur Begriindung der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ist nur zu be-
merken:

P(A)=P(QNA)=> P(ANB) =Y P(A|B;)P(B:)
i=1 i=1
n
Dabei wurde benutzt, dass @ N A = |J (AN B;) und die Summenformel 1.1
i=1
aus den Axiomen sowie Formel 3.1. Die Formel 3.3 ist nicht etwa nur im Bayes-
Zusammenhang zu nutzen, sondern elementar tritt hiufig die Situation auf, dass
man bedingte Wahrscheinlichkeiten zur Verfiigung hat und eine unbedingte sachlich
interessiert: Zum Beispiel ist die relative H&aufigkeit einer Eigenschaft bei allen
Bundesbiirgern auf diese Weise zu ermitteln, wenn man die relativen Haufigkeiten
fiir die einzelnen Bundesldnder und dazu die Bevolkerungsanteile der Bundesléinder
an der gesamten Republik kennt.

4. Das Rechnen mit y und o

Es gibt einige sehr niitzliche Formeln fiir das Rechnen mit ¢ und o, die insbe-
sondere im Zusammenhang mit der Normalverteilung sehr wichtig sind - erinnern
wir uns daran, dass Kenntnis von y, o bei einer Normalverteilung ausreicht, um jeg-
liche Wahrscheinlichkeitsfrage zu beantworten. Wir stellen diese Formeln in zwei
Blocken zusammen - der erste umfasst nur stets giiltige Formeln, der zweite solche,
die gewissen Voraussetzungen unterliegen.
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SATZ 8. FEs gelten stets folgende Formeln - seien X,Y Variablen auf derselben
Population, a € R:

(aX) = ap(X) o
(4.1) /L(X/—T-Y) ZM(;é)‘HL(Y) } Linearitdt von
o?(aX) = a’0*(X), o(aX) = la|o(X), o(X +a) = o(X)
(X) = p(X?)—p*(X).

FEine wichtige Folgerung: Fir o(X) # 0 hat man

() -

Man kann also jede Variable mit nichtverschwindender Varianz durch diese lineare
Transformation der Standardisierung auf Mittelwert Null und Varianz (damit auch
Streuung) 1 bringen.

Alle diese Formeln sind sehr leicht nachzurechnen. Die Formel 02(X) = p (X?)—
u? (X) wird weiter unten allgemeiner fiir die Kovarianz bewiesen.

Zunichst ist noch ein Spezialfall von Abhéingigkeit zweier Variablen zu definie-
ren, damit die Voraussetzungen fiir weitere Formeln angemessen formuliert werde
konnen. Die zugehorigen Uberlegungen ergeben eine weitere niitzliche Formel fiir
die Varianz.

Rechnet man ¢%(X +Y) aus, so erhilt man

(X +Y)

i ((X+Y)?) = i2(X +Y)
p(X2) +p (Y?) +2u(XY) = p?(X) = p2(Y) = 2u(X)u(Y)
= (X)) + oY) + 2 (WXY) — p(X)u(Y)).

Man sieht daran, dass sich im allgemeinen die Varianzen der Variablen nicht zur
Varianz der Summe addieren, sondern ein Zusatzterm entsteht. Dieser wird noch
im Zusammenhang mit linearer Regression interessieren, und daher heben wir ihn
mit einer gesonderten Definition hervor:

DEFINITION 15. Die Kovarianz der Variablen X,Y , welche auf derselben Po-
pulation Q) definiert seien, ist definiert als

Cov(X,Y) = p((X —p(X)) (Y —u(Y))). Es folgt:
Man schreibt auch o*(X,Y) fir Cov(X,Y).

Man beachte die Analogie zur Varianz: Setzt man X =Y, so ist Cov(X, X) =
02(X). Allerdings kann eine Kovarianz bei verschiedenen Variablen durchaus ne-
gativ sein. Der folgende einfache Satz zeigt die wichtigen Rechengesetze fiir die
Kovarianz:
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SATZ 9. FEs gelten folgende Formeln fiir die Kovarianz - seien X,Y, Z Variablen
auf derselben Population und a eine beliebige reelle Zahl:

(4.2)
) Cov(aX,Y) = aCov(X,Y) : :
(7) 7 ’ im ersten Schlitz,
Cov(X +Y,2) = Cov(X, Z) + Cov(Y, 2) macht Bilinearitat mit (i)

(i4) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
(iid) Cov(X,Y) = p(XY) — p(X)pu(Y).

} Linearitat der Kovarianz

Die Gleichungen (i) folgen sofort aus Kommutativgesetzen fiir +,- und dem
Distributivgesetz fiir die reellen Zahlen sowie der Linearitdt von u. Zeigen wir
exemplarisch die zweite Gleichung von (7), die sich bei Gebrauch eben auch wie ein
Distributivgesetz ,anfiihlt”:

Co(X+Y,Z) = pl(X+Y - (X+Y)) (Z —2))]
= pl(X = pu(X) - (Z = w(2) + ¥ = p(Y) - (Z = u(2))]
(Linearitat von ) = p[(X — u(X)) (Z — u(2))] + (Y = u(Y) (Z — u(2))]
= Cov(X,Z)+Cou(Y,Z)

Die Gleichung (i) folgt sofort aus dem Kommutativgesetz fiir die Multipli-
kation reeller Zahlen. Man beachte, dass (i) und (i4) zusammen auch ergeben,
dass 0%(X,aY) = ao?(X,Y) und o*(X,Y + Z) = 0*(X,Z) + 0%(Y, Z), d.h. die
Linearitéit von o2 im 2. Schlitz, was man dann zusammen Bilinearitéit nennt.

Die Gleichung (#4i) kann man so beweisen (damit haben wir insbesondere auch
die oben angefiihrte entsprechende Formel fiir die Varianz bewiesen, da diese nur
den Spezialfall X =Y darstellt):

p((X = p(X) (Y —pY)) = p(XY = Xp(Y) = Yu(X) + p(X)uY))
w(XY) = 2u(X)pu(Y) + p(X)u(Y')
= WXY) = p(X)uY).

Die Sache funktioniert also mit einfachem Ausrechnen der zusammengesetzten Va-
riablen und anschliefender Nutzung der Linearitét von pu.

Wir haben oben gesehen, dass die naiv zu erwartende Formel 02(X +Y) =
0%(X) + 0?(Y) genau dann gilt, wenn Cov(X,Y) = 0, wenn also der Zusatzterm
verschwindet. Spéter (im Abschnitt iiber lineare Regression) werden wir genau-
er verstehen, dass dies gleichbedeutend mit linearer Unabhdngigkeit von X,Y ist
und was diese lineare Unabhéngigkeit bedeutet. Man achte genau darauf, dass der
mathematische Sprachgebrauch hier einfach rein sprachlich ordentlich ist: Unab-
héngigkeit der Variablen impliziert lineare Unabhiingigkeit, aber nicht umgekehrt.
Lineare Abhiingigkeit dagegen impliziert Abhiéingigkeit iiberhaupt, aber nicht um-
gekehrt. Nunmehr definieren wir einfach nur:

DEFINITION 16. Zwei Variablen X,Y heiffen linear unabhdangig, wenn ihre Ko-
varianz den Wert Null hat, also Cov(X,Y) =0 gilt.

Wir haben den folgenden einfachen Satz, der besagt, dass Unabhiingigkeit
(iiberhaupt) die lineare Unabhéngigkeit impliziert:

SATz 10. Sind X,Y wunabhingig, so sind X,Y auch linear unabhingig, also
Cov(X,Y)=0.
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Zum Beweis ist zu zeigen: Unter der Voraussetzung der Unabhéngigkeit gilt
w(XY) = p(X)p(Y). Da wir nur fir Variablen X mit nur endlich vielen Werten
a € R, an denen fx(a) nicht verschwindet, pu(X) definiert haben, kénnen wir die
Sache natiirlich auch nur fiir diesen Fall beweisen, sie ist aber allgemeiner giiltig.
Wir haben unter der genannten Voraussetzung fiir X und Y:

pXY) = > abP(X=aundY =0)
a,beR
(Unabhéngigkeit von X,Y) = Y~ abP(X = a)P(Y =b)
a,beR
(Distributivgesetz, Rechnen mit ) = > aP(X =a) ) bP(Y =
acR beR
= u(X)uY)

Damit folgen mit den vorangehenden Argumenten sofort die weiterfithrenden
Formeln fiir p, o

SATz 11. Alle folgenden Formeln gelten unter Voraussetzung der linearen
Unabhingigkeit von X,Y, also insbesondere auch dann, wenn X,Y tberhaupt
unabhdngig sind:

(4) ( V)= pX)uy
(4.3) (it)  o*(X+Y)=0*X)+0*(Y)
(ii1) (X+Y) Vo2 (X) +a2(Y)

Wiederholtes Anwenden von (it) ergibt die wichtige verallgemeinerte Formel: Sind
X1, ..., Xy linear unabhdngig (und dafiir geniigt bereits die paarweise lineare Un-
abhdingigkeit dieser Variablen, was nicht etwa rein logisch selbstverstindlich ist,
aber eben fiir die lineare Unabhdngigkeit von Variablen - tbrigens nicht fir die
Unabhdngigkeit schlechthin! - zutrifft), so hat man

(4.4) (iv) o> (Z X)

(v) o (Z Xi>
i=1

Man vermeide Stiimpereien wie die Anwendung dieser Formeln, ohne dass die
entscheidende Voraussetzung erfiillt ist, oder wie das lineare Rechnen mit der Wur-
zel - es ist vVa+ b # Ja + Vb, wenn nur a, b beide von Null verschieden sind.

Abschlielend wollen wir noch die bereitgestellten Formeln dazu nutzen, Mit-
telwert und Varianz fiir binomialverteilte und hypergeometrisch verteilte sowie fiir
Stichprobenmittelgréfien herauszupriparieren. Das ist insbesondere dafiir niitzlich,
auf die betreffenden Variablen dann die Normalverteilungen anwenden zu koénnen,
fiir die man bekanntlich gerade p, 0 wissen muss.

Vorab sei noch einmal daran erinnert, dass zu einer Varialen X mit X bei
vorausgesetztem Stichprobenumfang n (in der Notation tritt er nicht auf) die fol-
gende Grofle gemeint ist: Jeder Stichprobe aus €2 (wobei Q die Population zu X
ist) wird das arithmetische Mittel der darin vorzufindenden X — Werte zugeordnet.
Man beachte also: Die Population zu X ist die Menge aller Teilmengen aus € vom

Zaz(Xi) und daher
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Umfang n! Wir fassen die angesprochenen niitzlichen Resultate alle zu einem Block
zusammen:

Satz 12. (i) Sei X (n,p)— binomialverteilt. Dann gilt:

wX) = np
o?(X) = np(l-p).
(ii) Sei X (N, K,n)— hypergeometrisch verteilt und N > 1. Dann gilt:
K
X) = n=
pu(X) n

K N-K N-n
2
X)) = B —
R S A |
(iii) Sei X in beliebiger Weise verteilt. Dann gilt fiir die Stichprobenmittelgrifie X
zum Stichprobenumfang n > 1:

p(X) = uX)
o(X) = U\(/);), entsprechend o® (X)) = UQ;X).

Zur Begriindung von (i): Man rechnet einfach aus, dass fiir n = 1 herauskommt:
p =pund 02 = p(1—p). Nunmehr fasst man eine (n, p)— binomialverteilte Variable
X als Summe von n unabhéngigen (1, p)— binomialverteilten (bzw. p— Bernoulli-
verteilten) Variablen X; auf. Dann ist u(X) = (>0, X;) = >y u(X;) = np,
da pu(X;) = p fiir 1 <i < n. Ebenso wird die Varianz (wegen der Unabhingigkeit,
also insbesondere linearen Unabhingigkeit der X;) n mal so grof}, mit Formel 4.4.
Véllig analog lauft die Begriindung fiir (i7i); denn man hat X = = 3% | X;, wobei
jede der Variablen X; dieselbe Verteilung wie X hat und zudem diese Variablen
unabhéingig sind. Also hat man

p(X) = 23 () = 1nu(X) = u(X) und
i=1
@ (X) = %ZUQ(XZ-):%M’A’(X): ;X).

(Fiir das Herausziehen eines Faktors 1/n? bei der Varianz vgl. 4.1.)

Verbleibt noch die Berechnung fiir die hypergeometrische Verteilung. Sie ist
fiir die Varianz ein wenig schwieriger, da keine Unabhingigkeit (auch keine lineare)
vorliegt. Wir begniigen uns zunéchst fiir 4 mit der Bemerkung, dass die Formel
fiir p unter (i¢) genau der unter (i) entspricht, da K/N eben dem Parameter p
bei der Binomialverteilung entspricht. Weiter sehen wir die Ahnlichkeit bei o?:
Der Faktor (N — K)/N entspricht gerade dem Faktor 1 — p bei der Varianz der
Binomialverteilung. Nun kommt ein neuer hinzu, (N —n)/ (N — 1). Offenbar ist
der vernachléssigbar (wegen eines Wertes = 1), wenn n viel kleiner als N ist. Das
sollte einleuchten, da die hypergeometrische Verteilung sich dann der entsprechen-
den Binomialverteilung anndhert. Wenn aber n nicht winzig gegen N ist, so sollte
plausibel sein, dass man eine geringere Streuung bekommt als bei der entsprechen-
den Binomialverteilung, denken wir uns insbesondere den Extremfall n = N; dann
werden alle Kugeln aus der Urne gezogen, und wir erhalten stets K als Trefferku-
gelzahl. Genau dies zeigt die Varianzformel, es kommt in diesem Falle Varianz Null
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heraus. In derartigen Féllen liegt natiirlich keine N#éherung an eine Normalvertei-
lung vor. Man beachte, dass der Fall N = 1 keine Schwierigkeiten macht, weil man
dann auch hoéchstens n = 1 haben, némlich eine einzige Kugel herausziehen kann,
und es liegt ein besonders triviales Bernoulli-Experiment vor mit p = 0 oder p = 1,
je nach dem, ob K =0 oder K = 1.

Fiir diejenigen Leser, welche damit nicht zufrieden sind, folgt hier noch der
Beweis beider Formeln fiir die hypergeometrischen Verteilungen:

Zu p: Wir fassen das Experiment zur (N, K,n)— hypergeometrisch verteilten
Trefferzahlvariablen X so auf: n mal wird je eine Kugel aus der Urne ohne Zuriick-
legen gezogen. Wir definieren Variablen X; so, dass X; den Wert 1 erhilt, wenn
die i— te gezogene Kugel eine Trefferkugel ist, sonst erhilt X; den Wert Null. Wir
haben dann X = Y7 | X;. Folglich ist u(X) = 31", u(X;). Wir zeigen nunmehr,
dass pu(X;) = K/N, fiir alle 4, 1 < ¢ < n. Damit folgt dann sofort die Behauptung.
Offensichtlich gilt u(X;) = K/N, da wir nur eine Kugel aus der Urne ziehen und
sich X; als (K/N)— Bernoulligrofie verhélt. Nun setzen wir voraus, dass bereits
fiir K < n gelte: p(X;) = K/N fiir alle i < k. Wir haben unter dieser Vorausset-
zung (vollstéandige Induktion) zu zeigen, dass auch p(Xyy1) = K/N gilt - dann
ist u(X;) = K/N fiir alle i < n bewiesen. Nach der Induktionsvoraussetzung sind
nach k Ziigen im Mittel N(Zle X;) = k- K/N Trefferkugeln gezogen. Im Mittel
sind also noch K — k- K/N = K(N — k)/N Trefferkugeln vorhanden, unter noch
insgesamt N — k Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit, eine Trefferkugel im (k + 1). Zug
zu erhalten, ist also

Also ist dies der Erwartungswert p(Xg41).
Zu o?: Wir machen uns zunsichst klar - X und X; bedeuten dasselbe wie oben,
dass

(*) 0%(X) = o <2X1> = ZUQ(Xi) + Z Cov(X;, X;),

1<i,j<n,i#j

in Verallgemeinerung der Formel 02(X +Y) = 02(X) 4+ 02(Y) + 2Cov(X,Y). Nun
stellen wir aber fest, dass fiir alle ¢ # j,1 < 4,j < n der Wert von Cov(X;, X;) stets
derselbe ist, und zwar

K K-N
Cov(X;, X;) = N NN-D
Denn (sei ¢ # j) X;X; hat genau dann den Wert 1, wenn beide Kugeln Trefferkugeln
sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die i— te eine solche ist, betrigt K/N, wie
oben eingesehen, und wenn die ¢— te eine Trefferkugel ist, dann hat man eine
bedingte Wahrscheinlichkeit von (K —1)/(N — 1) dafiir, dass auch X; den Wert 1
erhilt. Also nimmt X;X; den Wert 1 genau mit der Wahrscheinlichkeit

K K-1

N N-1
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an, und somit ist
Cov(XiXy) = pw(XiXy) — p(Xi)pu(Xe)

N N-1 N N
K K-N
N N(N-1)
Wie zu erwarten, ist sie im allgemeinen negativ! Weiter stellt man fest dass
K N-K
2(X) == iir 1 <4<
o’ (X;) ~ Ninurlfzfn,

man denke stets an die einfache Bernoulli-Situation mit p = K/N.
Insgesamt erhalten wir damit aus (*), da es genau n(n — 1) Zahlenpaare (i, j)
mit 1 <4,5 <n und i # j gibt, dass

(X)) = n%(l%)+n(nl)%%

K /N-K N-K

- N(T(”l) (N—l))

B nE'NK<1n1>
N N N-—-1

B nE.N—K<N—1—(n—1)>
N N N-—-1

_ K N-K N-n



KAPITEL 3

Vertrauensintervalle und Hypothesentests

Bisher haben wir in gewissen Situationen untersucht, welche Wahrscheinlich-
keiten fiir interessierende Ereignisse bestehen. Es wurde dabei stets vorausgesetzt,
dass jeweils die Modellbeschreibung zutraf, somit auch die auf dieser Beschreibung
fulende mathematische Wahrscheinlichkeitsberechnung. Auflerdem haben wir em-
pirische Verteilungen im Sinne deskriptiver Statistik einfach beschrieben. Beide
Enden fassen wir nunmehr zu einer neuen Sichtweise zusammen: Stellen wir uns
vor, dass eine empirische Situation zu beschreiben sei, dass wir aber weder ein giil-
tiges mathematisches Modell dafiir haben, aus dem einfach zu folgern wiire, noch
eine vollstéindige empirische Datenerfassung, die dann einfach zu komprimieren wii-
re. Natiirlich benstigen wir wenigstens einige Daten - sonst werden wir schwerlich
begriindete Aussagen machen kénnen, aber wir nehmen nunmehr nur an, im Besit-
ze einer Stichprobe aus der Population zu sein, dass fiir diese Stichprobe die Werte
einer Variablen X (oder auch mehrerer Variablen X,V ...) uns bekannt seien. Es
liegt naiv nahe, die Verhéiltnisse innerhalb der Stichprobe auf die Gesamtpopulation
zu iibertragen, aber da liegt das Problem: Inwieweit ist diese Ubertragung erlaubt,
d.h. genau und sicher genug? Das werden im Folgenden die beiden Momente sein,
nach denen stets zu fragen ist: Sicherheit und Genauigkeit. Ein Beispiel: Wenn
wir von 1000 zufiillig ausgewiihlten Bundesrepublikanern wissen, ob sie Blutgruppe
A oder eine andere haben, so wird mit hoher Sicherheit, d.h. Wahrscheinlichkeit
der in dieser Stichprobe angetroffene Anteil von Blutgruppe A in einem gewissen
(nicht allzu weiten) Abstand vom betreffenden Anteil in der Gesamtbevolkerung
sein. Sicherheit und zugleich Genauigkeit werden besser sein kénnen als bei einer
Stichprobe von nur 100 Biirgern. Aber wie sicher und wie genau? Gerade dies
wollen wir quantitativ bestimmen. Das ist zuniichst einmal der Beitrag der ,,Schlie-
Benden Statistik” oder Inferenzstatistik, die eben von Stichproben mit gewisser
angebbarer Sicherheit und Genauigkeit auf die Population schlief3t.

Zunéchst einmal wollen wir klarstellen, dass man im allgemeinen nur vollig
unbrauchbare, weil viel zu ungenaue Aussagen machen kann, wenn man absolute
Sicherheit verlangt: Haben wir etwa die Daten von 1000 Bundesbiirgern und da-
bei 30% mit Blutgruppe A angetroffen, so wissen wir sicher nur, dass mindestens
300/80000000, also knapp 4 Millionstel der Bundesbiirger diese Blutgruppe hat.
Verzichten wir dagegen auf absolute Sicherheit und begniigen uns mit einer hohen
Wahrscheinlichkeit unserer Aussage, so kénnen wir dagegen eine viel brauchbarere,
weil genauere Aussage machen. Im vorliegenden Fall z.B. bekommt man mit den
Mitteln dieses Kapitels heraus, dass mit einer Sicherheit von 0.99 oder 99% gilt:
Der Anteil der Leute mit Blutgruppe A liegt im Bereich [0.26;0.34], also zwischen
26 und 34 Prozent. Verlangen wir eine hohere Sicherheit, also etwa 0.999 oder
99.9%, so kénnen wir nur eine ungenauere Aussage treffen, ber immerhin noch sa-
gen: Zwischen 25% und 35%. Das mag wie Zauberei anmuten, da wir doch nur
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einen verschwindenden Teil der Population mit unserer Stichprobe untersucht ha-
ben, es ist aber reine Wahrscheinlichkeitsrechnung, und die erweist, dass in die
Berechnung der Wahrscheinlichkeit oder Sicherheit zu vorgegebener Genauigkeit
(bzw. umgekehrt) keineswegs das Verhiltnis des Stichprobenumfangs zum Popu-
lationsumfang eingeht, sondern allein der absolute Stichprobenumfang entscheidet.
Allerdings muss hier angemerkt werden, dass die Gewinnung einer ,sauberen” Zu-
fallsstichprobe aus einer Riesenpopulation nicht ganz einfach praktisch durchzufiih-
ren ist. Uber diesen Weg schligt das Problem denn doch noch zu, es kann aber
immerhin wirksam angegangen werden im Gegensatz zu einer Generalerfassung der
Bevolkerung.

Im Beispiel haben wir zu verschiedenen Sicherheiten zwei Vertrauensintervalle
angegeben fiir die Lage eines unbekannten Populationsmittelwertes (ndmlich der
Bernoulligrole, welche jedem Populationsmitglied den Wert 1 zuordnet, falls es
Blutgruppe A hat, sonst den Wert 0 - der Mittelwert u dieser Grofe ist p = relative
Hiufigkeit der Blutgruppe A in der Bevolkerung). Ahnlich gelagert sind Proble-
me der Form, dass eine Hypothese Hj iiber eine Variable X in einer Population
Q empirisch zu testen ist anhand einer Zufallsstichprobe von X— Werten. - Eine
Hypothese ist zunéichst einmal eine Aussage, und zwar eine solche, deren Wahrheit
fraglich ist (aber moglichst auch interessant!). (Es kann sich natiirlich auch um
eine Hypothese iiber eine Beziehung zwischen mehreren Variablen handeln, dann
miissten all diese in der Stichprobe erhoben sein.) Man kann dann Hy nicht direkt
und sicher iiberpriifen - dazu miisste man den iiberwiiltigenden Teil der Population
kennen, aber man kann aus Hj folgern, dass ein Ereignis B in der Stichprobe mit
hoher Wahrscheinlichkeit zu beobachten sein miisste, und dann die Hypothese H
als ihrerseits sehr unwahrscheinlich verwerfen, wenn man in der Stichprobe B beob-
achtet hat. Geben wir auch dazu ein Beispiel, diesmal eines, das wir bereits mit den
bisherigen Mitteln rechnen kénnen: Sei Hy die Hypothese, unter den Wuppertaler
Studenten gebe es hochstens 5%, die ihr Studium ausschliefllich mit eigener Werk-
tétigkeit finanzieren. In einer Zufallsstichprobe von 10 Studenten fanden Sie aber
3, welche dies tun. In der Stichprobe liegt der Anteil also deutlich hoher (0.3), als
die Hypothese fiir die Population sagt (0.05). Konnen wir das auf die Population
iibertragen, also die Hypothese verwerfen? Es fragt sich hier - wie immer in diesem
Kontext, ob die Abweichung zufillig so hoch sein kénnte oder ob man eher anneh-
men sollte, dass andere Verhiltnisse in der Population vorliegen. Eine Abweichung
gibt es praktisch immer - in unserem Falle wiren genau 5% in der Stichprobe nie-
mals zu beobachten! Stellen wir uns nun auf den intuitiven Standpunkt, dass uns
die Beobachtung von 3 Selbstfinanzierern unter 10 Leuten reicht, die Hypothese zu
verwerfen. Sicher hiitten wir dann auch bei 4,5,...,10 beobachteten Selbstfinanzie-
rern verworfen. Das ist nun das Ereignis B : Trefferzahl mindestens 3 (unter 10
zufillig Ausgewihlten). Welche Wahrscheinlichkeit 1dsst sich aus der Hypothese Hy
fiir B folgern? Das ist gemifi Binomialverteilung Zi:o (1k0)0.05k -0.9519-F = 0.
9885. Setzen wir die Hypothese als wahr voraus, so erhalten wir also eine Wahr-
scheinlichkeit von fast 99% fiir B, also von kaum mehr als einem Prozent fiir B, man
wiirde also sagen, dass die Beobachtung gegen die Hypothese spreche. Natiirlich
sind wir nicht absolut sicher, dass die Hypothese falsch sein miisse - sie schliefit das
Beobachtete nicht aus, aber sollte uns gerade so Unwahrscheinliches passiert sein?
Man beschreibt die Entscheidung gegen die Hypothese in solchem Falle so: ,Die
Hypothese wird auf dem Signifikanzniveau 1% (oder Niveau 0.01) verworfen”. Das
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bedeutet: Eine mindestens so grofie Abweichung zwischen Beobachtung und Hypo-
these wie tatséichlich beobachtet hat laut Hypothese eine Wahrscheinlichkeit unter
1%. (Im Beispiel reichte es nicht ganz dafiir, sondern nur zum Niveau 0.012.) Das
Signifikanzniveau gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit folgender sogenann-
ter Fehler erster Art begangen wird: Die Hypothese wird verworfen, ist aber wahr.
Genauer handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zum Verwerfen
fiihrendes Beobachtungsergebnis herauskommt, wenn die Hypothese wahr ist, also
unter der Bedingung der Hypothese. Wichtig ist die Spezifikation des Ereignisses
B vorab; denn sonst konnte man einfach irgendeine Besonderheit des beobachteten
Resultats auswihlen, die laut Hypothese sehr unwahrscheinlich wire, aber eben
nicht laut wegen des Inhalts der Hypothese, sondern weil sie stets sehr unwahr-
scheinlich ist. Beispiel: Es soll ein Wiirfel getestet werden darauthin, ob er ein
Sechstel Wahrscheinlichkeit fiir Sechsen hat. Unter 600 Wiirfen beobachtet man
genau 100 Sechsen. Das ist aber sehr unwahrscheinlich (obgleich genau der Erwar-

tungswert laut Hypothese), Wahrscheinlichkeit (?88) (%)100 (%)500 ~ 0.044. Merke:
Das Konkrete ist immer beliebig unwahrscheinlich, es spricht nicht gegen eine all-
gemeine Hypothese. Im Beispiel wiirde man allerdings sehen, dass alle denkbaren
Alternativen zur Hypothese das Beobachtete noch unwahrscheinlicher machen wiir-
den.

Man kann zu allen erdenklichen Sachverhalten Hypothesen aufstellen - natiirlich
sollte man das verniinftigerweise erst nach gewisser Erfahrung und Kenntnis tun.
Nicht alle davon sind statistisch zu priifen, es gibt auch andere, z.B. die Hypothese,
die Erde sei eine Kugel: Diese wurde vor beinahe 2000 Jahren auf raffinierte Weise
dadurch gepriift, dass man die Einfallswinkel der Sonnenenstrahlen an zwei 1000
km entfernten Orten maf - man konnte sogar den Erdradius erstaunlich genau da-
mit angeben. Statistisch zu priifen sind zuniichst einmal nur solche Hypothesen, die
sich auf Zufallsvariablen beziehen. Aber auch von solchen Hypothesen gibt es eine
grofle Vielfalt, aus der wir nur einige der wichtigsten Beispiele bringen. Ebenso viel-
faltig ist das Bestimmen von Vertrauensintervallen fiir unbekannte Parameterwerte
von Verteilungen. Wir gehen nun so vor: Zunéchst werden diese beiden Aufga-
benstellungen abstrakt beschrieben, anschlielend werden sie durchgefiihrt fiir den
einfachsten Fall, in dem es um einen unbekannten Populationsmittelwert p(X) geht
sowie um den Vergleich zweier Populationsmittelwerte u(X|q, ) und u(Xq, ).

1. Abstrakte Beschreibung der Aufgaben

1.1. Das Schitzen eines unbekannten Verteilungsparameters. Man hat
eine Variable X und mochte einen Parameter, nennen wir ihn allgemein par, der
Verteilung von X anhand einer Stichprobe schitzen, etwa p(X) oder o(X) oder
den Median von X. Dann sucht man sich eine Schitzvariable S, von der ein Wert
anhand der Stichprobe berechnet und damit indirekt ,beobachtet” werden kann.
Mittels der mathematischen Theorie zum wahrscheinlichkeitstheoretischen Verhal-
ten von S bestimmt man dann ein Vertrauensintervall zu S der Art: ,Der Wert von
S liegt mit Sicherheit w im Bereich par £ ¢”. Dann weifl man auch, dass der unbe-
kannte Parameter par vom beobachteten Wert s von S nur hochstens den Abstand
€ hat, mit eben der Sicherheit w, die eine Wahrscheinlichkeit nahe 1 sein sollte.

1.2. Statistisches Testen einer Hypothese Hy anhand einer Stichpro-
be.

1. Man formuliert sorgfiltig die zu priifende Hypothese Hy.
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2. Man bestimmt ein Signifikanzniveau «, das ist eine vorgeschriebene klei-
ne Wahrscheinlichkeit, mit der beim nunmehr zu besprechenden Verfahren
herauskommt, dass die Hypothese falschlich verworfen, also der Fehler 1.
Art begangen wird: Diese Wahrscheinlichkeit ist unter Voraussetzung der
Hypothese zu verstehen.

3. Man bestimmt unter Voraussetzung der Hypothese ein Vertrauensintervall
fiir eine sogenannte Priifgrofie T', d.h. einen Bereich, in dem ein zufiillig be-
obachteter Wert von T" mit der Wahrscheinlichkeit 1 — « liegt. (Das Ereignis
B aus der Einleitung ist dann gerade ,a < T < b” oder auch ,a < T7,
I < b’. Der Bereich ist also im allgemeinen ein Intervall. Dies Ereignis
sagt die Hypothese mit hoher Wahrscheinlichkeit voraus. Die Form des Be-
reiches richtet sich nach der Form der Hypothese Hy, s.u. unter ,Einseitige
und zweiseitige Hypothesenformulierung”.)

4. Man beobachtet einen Wert ¢ der Testvariablen T' (gew6hnlich anhand einer
Stichprobe).

5. Entscheidung: Liegt ¢ nicht im Bereich aus 2., also nicht im Vertrauens-
intervall, sondern im Rest, dem sog. ,Verwerfungsbereich”, so ist also B
eingetreten, und die Hypothese Hy wird auf dem Niveau a verworfen. (Das
bedeutet: Man ist recht sicher, dass Hy falsch sein muss, folglich die Ver-
neinung H; von Hy wahr. Man sagt daher auch mit Recht, H; werde an-
genommen - eben als wahr angenommen. Liegt ¢ dagegen im Vertrauens-
intervall, so sage man prézise: Die Beobachtung reicht nicht aus, um die
Hypothese Hp mit hoher Sicherheit (1 — «) (bzw. geringer Irrtumswahr-
scheinlichkeit «) zu verwerfen. FEs ist eine leider immer wieder begegnende
komplette Fehlinterpretation, dies zu verwechseln damit, Hy sei nunmehr als
wahr janzunehmen”, oder gar, Hy sei daher mit Sicherheit 1 — o wahr.

Wir werden das Schema ausfiihrlich vor allem im Beispiel der Hypothesen iiber
Populationsmittelwerte ausfiillen. Hier begniigen wir uns damit, ausdriicklich zu
begriinden, warum die zuletzt genannte Fehlinterpretation wirklich kompletter Un-
sinn ist: Stellen Sie sich vor, Hy sei die Hypothese, die mittlere tégliche Fernsehzeit
bei Jugendlichen liege bei 2 Stunden. Sie haben in einer Stichprobe ein Mittel von
2.5 Stunden beobachtet, aber das Vertrauensintervall zu 0.99 reiche laut Hypothese
bis 2.6 Stunden. Sie kénnen also nicht auf Niveau 0.01 verwerfen. Aber auf dem
Niveau 0.05 kénnten Sie verwerfen, das Vertrauensintervall dafiir reiche nur bis 2.4.
Dann hitten Sie immer noch die Sicherheit von 0.95 dafiir, dass die Hypothese
falsch sei und nicht etwa eine hohe Sicherheit dafiir (gar 0.99), dass die Hypo-
these richtig sei. Genau dies ist aber der Inhalt jener Fehlinterpretation. Auch
in der schwicheren Form, man ,nehme die Hypothese Hy an”, bleibt sie Unsinn.
Man sollte einen intuitiven Begriff von ,schwachen” und ,starken” Tests haben:
Bei kleinem Stichprobenumfang liegt ein schwacher Test vor - fillt eine Hypothese
bereits bei einem solchen um, so ist sie ziemlich sicher falsch. Fillt sie aber dabei
nicht, so hat sie erst einen sehr schwachen Test bestanden - ein stéirkerer kénnte sie
durchaus noch zu Fall bringen, es gibt noch lange keinen Grund dafiir, sie ,anzu-
nehmen” oder zu glauben. Besteht eine Hypothese dagegen einen starken Test, so
kann man sehr wohl glauben, dass die Hypothese zumindest nicht allzu falsch sein
kann.

Das ergibt nur scheinbar ein Dilemma: H#ufig werden wir eine Hypothese H
im Auge haben, von der wir die Wahrheit zeigen wollen. Bei statistischem Test
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von Hy = H kann man nach dem Vorangehenden nicht so verfahren, dass man
nur Hy nicht verwirft. Stattdessen kann man die Sache oft so angehen: Man bil-
det die Verneinung ,nicht H” und nennt diese Hy, steckt sie in einen statistischen
Test. Kommt man zum Verwerfen von Hy auf verniinftigem Niveau, so ist Hy also
ziemlich sicher falsch und H; ziemlich sicher wahr. Das Verfahren klappt nicht
immer (s.u.), aber im ungiinstigen Fall kann man durch einen starken Test unter
Kontrolle des Fehlers 2. Art (Hypothese ist falsch - mit spezifizierter Abweichung
von der Wahrheit, wird aber fiilschlich nicht verworfen) doch zu einem quantifizier-
ten Bestitigungsresultat kommen. Allerdings wird man vielfach einfacher vorgehen
konnen und etwa ein Vertrauensintervall angeben fiir den fraglichen Verteilungspa-
rameter (ein solcher ist vielfach der Gegenstand einer Hypothese). Hat man etwa
fiir die mittlere Fernsehzeit der Jugendlichen ein sehr sicheres Vertrauensintervall
von 2 bis 2.3 Stunden bestimmt, so kann eine Hypothese H des Inhalts, dieser
Mittelwert liege bei 2.25, nicht allzu falsch sein, also im Rahmen einer allenfalls
anzustrebenden Genauigkeit richtig. Auch eine Angabe von 2.5 wiire noch korrekt,
wenn Differenzen unter 0.5 Stunden nicht interessieren.

2. Konkretisierung fiir den Fall eines unbekannten ;(X)

2.1. Bestimmung eines Vertrauensintervalls fiir einen unbekannten
Populationsmittelwert p(X). Die naheliegend zu verwendende Schitzgrofie S
ist in diesem Fall X. Der Grund ist folgender: Man hat p(X) = u(X), und 0(X) =
o(X)/y/n,wie im vorigen Abschnitt eingesehen. Die Werte von X tendieren also zu
1(X), desto stéirker, je groBer der Stichprobenumfang n wird. Mit einer Stichprobe
1, ...,y von X — Werten konnen wir davon den Wert beobachten:

Ebenso wichtig: Die Variable X ist selbst bei bescheidenen Stichprobenumfingen
bereits nidherungsweise normalverteilt, wie aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt,
so dass man also die zugehorige Wahrscheinlichkeitsrechnung gut beherrscht, sobald
man p, o kennt. Daher lautet das zweiseitige Vertrauensintervall zur Sicherheit w
fiir p(X):

- a(X)
(21) T+ Rw4-(1—w)/2 * 7

Dabei ist z,, zu einer Wahrscheinlichkeit w die Grenze z, fiir die ®g 1 (2) = w gilt,
also die in der Tabelle zu w abzulesende Grenze. Die Begriindung zur Formel:
Zunichst haben wir fiir die Variable X das Vertrauensintervall

a(X)
N

(2.2) (X)) £ 2wt (1—w)/2 -
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o(X)
‘I)#(X)g\/%z (M(X) + Zut(-w)/2 NG )

o(X)
—‘I)M(X)’ﬂ\/%z <M(X) — Rwt(1-w)/2 Nz )

o(X
= 1- Q(IJM(X),LJ? <M(X) T Fwt(l-w)/2” \(/ﬁ)>

= 1- 2@0’1(Zw+(1—w)/2) = w.

Nunmehr die Uberlegung: Formel 2.2 bedeutet, dass ein beliebig ,gezogener” Wert
von X mit Wahrscheinlichkeit w um hochstens den Betrag 2y 4 (1-w)/2 ﬂ\/ﬁ—l von

n

w(X) = u(X) abweicht. Also weicht auch u(X) um héchstens diesen Betrag von
dem beobachteten Wert T ab, mit der Sicherheit w. Daher Formel 2.1.

Nun hat die gewonnene Losung des Problems einen Schénheitsfehler: Sie ver-
langt Eingabe des Wertes o(X), der natiirlich ebenso unbekannt ist wie u(X). Diese
Schwierigkeit kann man auf zwei Weisen tiberwinden:

e 1. Moglichkeit: Man ersetzt o(X) durch eine obere Schranke m > o(X),

von der man theoretisch/empirisch weif}, dass o(X) darunter bleiben muss.
Allerdings hat man dann ein Vertrauensintervall zu irgendeiner Wahrschein-
lichkeit w’ > w bestimmt. Allerdings hat man sich, um nur Wahrscheinlich-
keit w zu behaupten, eventuell eine zu grofie Ungenauigkeit eingehandelt -
die halbe Breite des Vertrauensintervalls heifft nun 2y, (1—w)/2 - % und ist
vielleicht unnotig grof. Ein Beispiel: Sei X eine p— Bernoulli-Grofle, mit
unbekanntem p(X) = p. Dann ist X die GroBe: Relative Hiufigkeit der
Treffer in der Stichprobe. Nun gilt 0(X) = /p(1 —p), und das ist stets

hochstens \/% . % = % In diesem Falle kann man daher m = 1/2 setzen.

Hat man also z.B. in einer Stichprobe vom Umfang 100 genau 30 Treffer

gefunden, so erhélt man mit 0.3+ 2.582\/;1%, also etwa [0.17;0.47] als 99%-

Vertrauensintervall.
2. Moglichkeit: Man ersetzt den unbekannten Wert o(X) durch den geeig-

neten Schitzwert

Entsprechend lautet der Schiitzwert fiir die Streuung o(X), mit der wir
letztlich arbeiten:

Man beachte: Das geht wie die Berechnung der Streuung innerhalb der Stich-
probe, diese als Population aufgefasst - anders nur: Der Faktor 1/(n—1) an-
stelle von 1/n. (Man kann zeigen, dass mit 1/n die Streuung systematisch un-
terschétzt wiirde.) In diesem Falle ersetzt man also o(X) durch den Wert ei-
ner neuen Zufallsgrofe S(X), und dieser Wert kann zufillig eben grofier oder
kleiner als 0(X) sein. Aus diesem Grunde ergibt T & 2zy4(1—w)/25(X)/y/n
kein exaktes Vertrauensintervall mehr zur Wahrscheinlichkeit w, und die Ab-
weichung héingt natiirlich von der Sicherheit des Schitzers S(X) ab, die mit
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steigendem Stichprobenumfang besser wird. Aber es gibt eine einparamet-
rige Schar von Verteilungen, in der gerade der Parameter n vorkommt und
die gerade die Kompensation fiir das Einsetzen von s(X) fiir o(X) leistet:
Das sind die (wiederum symmetrisch um den Mittelwert 0 liegenden!) t—
Verteilungen mit jeweils 1, 2, ... Freiheitsgraden, wobei gilt:

Anzahl der Freiheitsgrade = n — 1.

Nun liduft das Verfahren sehr einfach: Man hat mit der t— Tabelle anstelle
der z— Tabelle zu arbeiten, also das Resultat:

Das zweiseitige Vertrauensintervall zur Wahrscheinlichkeit w
fiir unbekannten Mittelwert p(X) lautet

T+ t’,’:}:_l(l_w)/zs(X) (Index n — 1 fiir die Freiheitsgrade, auch ,df” genannt).

Man wird in einer groben Tabelle ab n—1 = 100 bzw. 200 keinen Unterschied
zur Standard-Normalverteilung mehr bemerken, dagegen grofle Unterschie-
de bei kleinen Stichprobenumfingen n. Fiir dasselbe Beispiel wir oben hiitte

man das Vertrauensintervall 0.3 & ¢0%g5 1/ %, das ist 0.3 £ 2.63 0'%‘3'7,

also ungefshr [0.18,0.42]. Man sieht: Der benotigte t— Wert ist mit 2.63
etwas hoher als der z—Wert 2.58. Aber der Schétzwert s(X) wird kleiner als
die obere Schranke 1/2, und wir erhalten ein etwas giinstigeres Vertrauens-
intervall als oben. Wir haben dabei folgendes niitzliche Resultat benutzt,
das stets fiir Bernoulligroflen X gilt:

— X T(l—=
Fiir Bernoulligréfien X gilt stets: s(X) = s(X) = u
NG n—1
Dabei ist T die in der Stichprobe beobachtete relative Hiufigkeit der Treffer.
(In andern Fillen muss man s(X) aufgrund der beobachteten Einzelwerte

ausrechnen.)

2.2. Test einer Hypothese iiber einen unbekannten Populationsmit-
telwert u(X).

e Formulierungen von Hy:

FEinseitig Zweiseitig
(X)) <7 (X)) > | pu(X) =

¢ bedeutet dabei einfach den beliebigen Grenzwert bzw. Wert, der in der
jeweiligen Hypothese behauptet wird.

e Vorgabe des Signifikanzniveaus «

e Zugehorige Formen von Vertrauensintervallen zu 1 — o und entsprechend
Verwerfungsbereichen zu « - die schwarz markierten Teile zeigen die jeweils
zum Verwerfungsbereich gehorigen Wahrscheinlichkeiten - stets ¢ in der Mit-
te:

M(X) < LX) > | X)) =¢
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e Berechnung der Vertrauensintervallgrenzen:

Hypothese H(X) <7 H(X) > " HH(X) =7
Vertr.-Int. . . .

bei bek. ] —o0,c+z1-a-0(X)] | [c+20-0(X),00[ |cEtzi_q/2 0(X)

o(X)
gewohnlich:
Vert.-Int. 1~ o~ _ —
mit 5(X) | — oo, e+t s(X)] | e+t s(X), o0 c:i:t’f_;/z-s(X)
u. t — Vert.
Man beachte, dass z, = —2z1_4 und tgfl = —t’f__(i. Ferner sehe man ein,

dass ®¢,1(21-a/2) — Po,1(—21—a/2) = 1 —a fir 1 —a/2 > 0.5 (analog fiir
t— Verteilung), und « sollte im Kontext eine kleine Wahrscheinlichkeit sein.
Erinnerung: o(X) = o(X)/y/n mit n = Stichprobenumfang. Man st&8t
auch hier im allgemeinen auf das bereits oben behandelte Problem des un-
bekannten Wertes von o(X), und man 16st es wie oben, arbeitet also bei
Einsetzen von s(X) = s(X)//n fiir o(X) mit " 'anstelle von z_. Das
steht in der dritten Zeile. Speziell z.B. im Falle einer Bernoulligrofie X hat
man jedoch den giinstigen Umstand, dass die Hypothese tiber p(X) bereits
den Wert von o(X) impliziert - dann ist der zu nutzen, und man kann gemis
der zweiten Zeile des Schemas verfahren.

e Entscheidung: Verwerfen auf Niveau a, wenn T nicht im Vertrauensbereich,
also im Verwerfungsbereich liegt. Wenn dagegen T im Vertrauensintervall
liegt, so sage man nicht (s.o.), die Hypothese Hy werde ,angenommen” -
darum wird auch das Vertrauensintervall laut Hypothese hier nicht ,, Annah-
mebereich” genannt.

2.2.1. Fine Modifikation des Schemas. Zuweilen zieht man es vor, kein Standard-
Signifikanzniveau wie o = 0.05,0.01,0.001 vorzugeben, sondern umgekehrt danach
zu fragen, auf welchem Signifikanzniveau man die Hypothese anhand des Beobach-
teten gerade noch verwerfen konnte. Man berechnet also nicht die Vertrauensgrenze
zu o, sondern den Wert a, welcher zur Beobachtung = als Vertrauensgrenze gehort.
Dann gibt man das Resultat in der Form ,a = ...”, ,a < ..” oder ,p = ...”
an (wobei in diesem Kontext ,.p” dasselbe wie ,o” bedeutet) - so z.B. in vielen
Publikationen und auch Computerausdrucken von Statistikprogrammen.

2.2.2. Beispiele.

1. X sei die Variable ,Intelligenzquotient” (im Sinne einer bestimmten Mes-
sung) in einer speziellen Population von Kindern, Hy sei die Hypothese
(X)) > 1107, beobachtet habe man in einer Stichprobe vom Umfang 100
aus jener Population Z = 106 und s(X) = 10.

(a) Erste Version: Test von Hy auf vorgegebenem Niveau o = 0.01. Man
errechnet mittels der benstigten Zahl t)%; = —2.365 die Vertrauens-
grenze zu.——

110 — 2.365i = 107.64

/100

und verwirft also Hy auf dem Niveau a = 0.01. Entsprechend ist man
recht sicher, dass gilt: u(X) < 110.
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(b) Zweite Version: Angabe des besten Niveaus, auf dem man Hy mittels
der Beobachtung gerade noch verwerfen kann. Man 16st die Gleichung

10
110 + t——= = 106
4/100
mit dem Resultat ¢ = —4 und fragt nunmehr nach der Wahrschein-
lichkeit, die links von diesem Wert sitzt. Zu t%° = —4 gehort eine

Wahrscheinlichkeit o < 0.0000612, man kann also auf dem (sehr gu-
ten) Niveau 0.0000612 die Hypothese Hy verwerfen und ist in der Tat
sehr sicher, dass u(X) < 110. Dies hiitte man bei der ersten Versi-
on nicht so genau gesehen, sondern nur grob geahnt, dass man das
Niveau 0.01 bei weitem iibertreffen konnte.

2. Hj sei die Hypothese, dass in einer gewissen Population eine Figenschaft
mit relativer Haufigkeit 0.3 anzutreffen sei, also Hy : ,,u(X) = 0.3”. Hier ist
X die Bernoulligrofle, welche jedem Populationsmitglied mit der besagten
Eigenschaft die Zahl Eins zuordnet, jedem sonstigen die Zahl Null. Man
habe in einer Stichprobe vom Umfang 50 genau 25 mit jener Eigenschaft
angetroffen. Das bedeutet: T = 0.5. Man beachte: Die Hypothese impli-
ziert, dass o(X) = v/0.3-0.7, also 0(X) = +/0.3-0.7/100. Somit haben
wir hier nicht mit t— Verteilung zu arbeiten, sondern mit (laut Hypothese)
korrekter Streuung, also mit Normalverteilung, da wir fiir die Berechnung
die Hypothese zur Voraussetzung nehmen. Wir besprechen wieder die oben
beschriebenen Versionen, woraus in diesem Falle jedoch 4 Versionen werden,
da wir einmal mit der Variablen der relativen Stichprobenhéufigkeit, das
andere Mal mit der binomialverteilten Variablen der absoluten Stichproben-
hiufigkeit arbeiten werden - letzteres Verfahren hat den Vorzug, dass man
die Rechnung mit N#herung durch Normalverteilung mittels Stetigkeitskor-
rektur genauer hinbekommt.

(a) Erste Version: a = 0.05. Wir errechnen das zweiseitige Vertrauensin-
tervall

v0.3-0.7

0.3+ 1.96 "= also [0.17;0.43].

V50

Der beobachtete Wert 0.5 fillt deutlich heraus, wir verwerfen also auf
dem Niveau 0.05.

(b) Zweite Version: Wir bestimmen das Signifikanzniveau, auf dem wir
verwerfen konnen, 16sen also die Gleichung

V0307
V50

und finden z = 3.0861. Das gesuchte Niveau ist doppelt so grofl wie
die Wahrscheinlichkeit, die auf den Bereich oberhalb von z entfillt
(bei der Standard-Normalverteilung). Also

a = 2B (—3.0861) ~ 0.00203.

0342 =0.5

Man kann also auf einem Niveau nahe 2/1000 verwerfen.

(c) Dritte Version: Wie die erste, nur mit Binomialverteilung: Sei Y
die Variable , Trefferzahl” auf der Population aller Stichproben des
Umfangs 50. Sie ist laut Hypothese (50,0.3)— binomialverteilt. Mit
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a = 0.05 (analog zu a.) ergibt sich das Vertrauensintervall fiir Y laut
Hypothese:

15+ 1.96v/50 - 0.3 - 0.7, also [8.6489;21.351].

Mit Stetigkeitskorrekur ist die Obergrenze als 21 anzusetzen (hiitte
man einen Wert dber 21.5 errechnet, so wire mit dieser Korrektur
22 anzusetzen gewesen). Der Befund lautet wiederum, dass auf dem
Niveau o = 0.05 zu verwerfen ist.

(d) Vierte Version: Wie die zweite, wieder jedoch mit Binomialverteilung.
Das Niveau « ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, mindestens 25 oder
hochstens 5 Treffer zu bekommen bei einer Binomialverteilung mit
n = 50,p = 0.3. Niherung durch Normalverteilung ergibt dafiir mit
Stetigkeitskorrektur:

a = Q5 mo307(05:5) +1— P mroz07 (24.5)
5.5 —15

= 2®. .. 5.5) =29 ——

151500307 (9-5) 0,1 < /50-0.3-0.7

Diese Wahrscheinlichkeit ist zwar auch klein, aber deutlich hoher (und
korrekter!) als die in der zweiten Version (b.) gegebene. (Wenn man
hier ohne Stetigkeitskorrektur mit den Grenzen 5,25 arbeiten wiirde,
kiime genau dasselbe Resultat wie in b.)

) =~ (0.0034.

Bemerkung: Man hat bei der Variante, die aus der Beobachtung das erreich-
bare Niveau berechnet, grundsitzlich die Moglichkeit, die Vertrauensintervallform
so zu éndern, dass man ¢ bzw. z als Unbekannte setzt (so in b.) und danach auflsst,
oder aber die Wahrscheinlichkeit des Verwerfungsbereichs direkt zu berechnen (so
in d.) - beide ergeben dasselbe Resultat.

Bemerkung: Feinere Wertetabellen als die iiblichen zur Normalverteilung und
t— Verteilung erhiilt man besonders bequem mit dem Computer - davon wurde in
den Beispielen oben freier Gebrauch gemacht.

2.3. Test einer Hypothese iiber die Differenz zweier unbekannter Po-
pulationsmittelwerte. Vielfach interessiert die Frage, ob eine Variable X in einer
Teilpopulation A einen hoheren / niedrigeren / gleichen Mittelwert wie in einer an-
deren Teilpopulation B habe. Genauer: Die Variable X sei auf 2 definiert, A und
B disjunkte Klassen von Q, also A,B C Q und AN B = @. (Nicht notwendig
AU B =) Dann betrachten wir die verschiedenen Variablen X4 und X|p, das
sind die Einschrinkungen von X jeweils auf die Definitionsbereiche A, B, also z.B.
X4+ A— Q, a— X(a). Man denke etwa an eine medizinisch relevante Varia-
ble X und an A, B als Teilpopulationen von Kranken verschiedener Krankheiten
usw. Nun mochte man eine Hypothese der Form ,u(X|4) < [=,>]u(X|p)” testen,
in diesem Sinne einen Mittelwertvergleich anstellen. Der empirische Hintergrund
sollte ausgemacht werden von einer Stichprobe eines Umfangs n4 von Messungen
in A und einer unabhéngige Stichprobe eines (nicht notwenig gleichen) Umfangs
np aus B. (Die Unabhéngigkeit ergibt sich hier normalerweise aus der Grundsi-
tuation, dass AN B = @&. Anders liegt die Sache bei sogenannten ,verbundenen”
Stichproben, wenn man etwa dieselben Menschen zu verschiedenen Zeitpunkten be-
obachtet, vor und nach einem Training z.B. Jedenfalls wollen wir so vorsichtig sein,
diese Unabhéngigkeit der Stichproben ausdriicklich zu fordern.)
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Die Losung des Problems besteht in der Zuriickfiihrung auf den Fall einer ein-
zigen Variablen, der oben bereits behandelt wurde. Allerdings ergibt sich noch ein
gesondertes kleines technisches Problem mit der Streuungsschéitzung.

Die Zuriickfithrung: Man nutzt die Gleichwertigkeit von z.B. u(X) < u(Y)”
mit ,u(X) — p(Y) <07, dann pu(X) — u(Y) = u(X —Y), schlieBlich u(X) = u(X)
und erhéilt - den dritten Fall kann man sich schenken, da man nur A und B zu
vertauschen braucht, um erstere Version wieder zu erhalten:

Hypothese einseitig | Hypothese zweiseitig
Hypothese a)M(XlA) Sp (X\B )” a)M<X|A) =M (X\B )”

gleichwertige - i I —
Umformulierung o (X‘A X‘B) <07 | u (X\A X\B) =0

Setzen wir nun Y := m - m, so haben wir die Vergleichs-Hypothesen auf eine
iiber Y zuriickgefiihrt, welche die Form einer Hypothese iiber einen einzelnen Mit-
telwert hat. Man beachte jedoch, dass wir zu Y nur einen einzigen Wert beobachtet
haben, der sich allerdings aus Mittelwerten zusammensetzt - ¥ wird daher bereits
kleine Streuung haben.

Bemerkung zu sinnvoller Verallgemeinerung der Hypothesenformu-
lierung: Sachlich ist es in aller Regel vollig uninteressant, etwa statistisch festzu-
stellen, eine Studentenpopulation erbringe hohere Leistungen als eine andere. Viel-
mehr wird man auf eine Aussage der Form hinauswollen: ,,Gruppe B ist im Mittel
um mehr als die Notendifferenz ¢ im Mittel schlechter als Gruppe A”, wobei ¢ eine
sachlich interessierende Differenz bedeutet. Diese Aussage mit gewisser Sicherheit
behaupten zu kénnen, das heif3t, die Verneinung Hy: ,,Gruppe B ist im Mittel um
hochstens ¢ besser als A” auf einem guten Niveau o verwerfen zu kénnen. Hy be-
deutet, wenn wir mit X die Variable ,Note” bezeichnen: ,u(X|4) — u(X;p) < ¢”,
also ,u(Y) < ¢” (¢ > 0, und geringere Notenwerte sind die besseren). Dies bedeutet
nun keinerlei neues technisches Problem, es macht nichts aus, ob eine Hypothese
H(Y) <07 oder ,u(Y) < ¢” mit einem beliebigen Wert ¢ lautet. Es ist eine furcht-
bare Krankheit, diesen simplen Sachverhalt nicht zu sehen und dann lauter sachlich
nichtssagende Hypothesen zu testen, wozu auch die unselige Bezeichnung von H)
als ,Nullhypothese” verfiihren mag. Weitere Verwirrung wird dadurch gestiftet,
dass ,signifikant” - auf Deutsch: ,bedeutsam” zwei verschiedene Bedeutungen in
unserem Kontext besitzt, einmal: ,statistisch bedeutsam” im Sinne dessen, dass
eine beobachtete Abweichung mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht auf Zufall beruht,
sodann inhaltlich bedeutsame” Differenz. Es ist eine Unsitte, lediglich auf die er-
stere Bedeutung zu sehen und gar noch zu meinen, sie schlieffe letztere ein: Man
kann vollig nichtssagende Behauptungen mit hoher statistischer Signifikanz verse-
hen, aber man sollte sich selbstverstéindlich bemiihen, inhaltlich wichtige Aussagen
statistisch zu erhirten. Wir formulieren daher die bendtigte Verallgemeinerung
noch einmal ausdriicklich, die insbesondere fiir einseitige Fragestellungen von Be-
deutung ist und die eben den Einbau inhaltlicher Bedeutsamkeit erlaubt:

Hypothese (einseitig)
Hypothese i (Xja) S p (X\B) +

gleichwertige —_— .
— <
Umformulierung okt (X\A XiB ) ~c

Grundlegend fiir das Rechnen sind nun folgende Feststellungen:
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e Y = X|4 — X|p ist nidherungsweise normalverteilt (wegen des Satzes, dass
Summen unabhéngiger normalverteilter Variablen normalverteilt sind), da
X4 und X|p unabhingig und (zumindest nidherungsweise) normalverteilt
sind.

p(Y) = p(Xa)-n(Xs).
oY) - \/"2<X'A)+"2<X'B).
na ng

Dies folgt sofort aus der Linearitit von g und den Varianzformeln fiir X
und fiir (linear) unabhéingige Summen. Weiter folgt, dass man mit den
Stichproben folgenden Schétzwert fiir o(Y) bei (normalerweise) unbekannten
o (X|A) und o (X‘B) hat:

) - ¢ (Xa) | 5 (Xis)

na np
mit den oben eingefiihrten Schiitzwerten fiir o> (X | A) und o2 (X ‘ B) .

Bemerkung: In der Literatur findet man - leider - vielfach statt des letzteren
s(Y) einen anderen Streuungsschitzer, der nach bestandenem Test der Hypothese
0 (X14) =0 (X|p)” durch Zusammenwerfen der Stichproben fiir eine gemeinsame
Streuungsschitzung produziert wird. Anschlieend wird ein t— Test mit Einsetzen
dieses Schitzers durchgefiihrt, analog dem oben beschriebenen fiir einfache Stich-
proben. Dies Verfahren ist jedoch nicht nur logisch vollig unsauber (man nimmt die
Hypothese ,,o (X | A) =0 (X B )” als wahr an, nur weil man sie nicht hat verwerfen
konnen), es liefert auch gerade in den Fillen kleinerer Stichprobenumfiinge hiufig
vollig falsche Resultate (wie man mittels kleiner Computerexperimente leicht nach-
weist), wenn die Streuungen tatséchlich verschieden sind - und damit ist durchaus
zu rechnen; es ist z.B. ganz typisch, dass eine Teilpopulation mit einem hoheren
X — Mittelwert auch eine hohere Streuung aufweist. Daher werden wir dies gan-
ze Verfahren mit keiner Silbe weiter beschreiben, das vielfach noch gar als einzige
Methode (,der t— Test”) erwdhnt wird (!) und kompliziert, schlecht und vollig
iiberfliissig ist. Wir werden stattdessen eine sehr bequeme und etwas ungenauere
sowie eine immer noch recht bequeme und wirklich genaue Losung des Problems
angeben, die beide durchaus in guter Literatur bekannt sind.

2.3.1. Erstes (ungenaueres) Verfahren: Anwenden der Normalverteilung. Dies
Verfahren zeigt brauchbare (bei hohen Stichprobenumfingen ausgezeichnete) Re-
sultate, sobald die Stichprobenumfiinge nicht zu klein sind (beide iiber 40 als grobe
Faustregel). Zum Test der Hypothese, die wir stets in der Form ,u(Y) < [=]0”
formulieren kénnen, auf Niveau o hat man folgende Vertrauensintervalle:

Hypothese oY) < YY) =c"
Vertrauensintervall | ¢+ z1_os(Y) | c £ 21_4/28(Y) |

Wie zuvor ist auf Niveau « zu verwerfen, wenn der beobachtete Wert y = T4 —
Tp der Mittelwertdifferenzen auferhalb des betreffenden Vertrauensintervalls liegt.
(Ebenso kann man wieder die entsprechende Gleichung nach z auflosen, um das
Niveau zu bestimmen, auf dem man bei gegebener Beobachtung verwerfen kénnte.)

Beispiel: Hy: ,,Gruppe A von Jugendlichen sieht im Mittel héchstens 1/2
Stunde téglich linger fern als Gruppe B” (AN B = &). Bezeichnen wir mit X
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die Variable der mittleren téglichen Fernsehzeit fiir jede Person. Nun moége man
beobachtet haben: Tz = 2.5 Stunden, s4 = 3/4 Stunde, bei n4 = 80, Tg = 1.8
Stunden, s = 1/3 Stunde, bei ng = 100. Wir berechnen

— [9/16  1/9
s(Y)=s(Xja —Xjp) = _éo +ﬁ:0.09

und erhalten die Gleichung

1 9/16 1/9 -
Das ergibt z = 2.2164, und o = ®1(—2.21649) = 0.0133, man konnte also auf
5%-Niveau verwerfen, hat jedoch das 1%-Niveau knapp verfehlt. Das bedeutet:
Man ist recht sicher, dass Gruppe A im Mittel téglich mehr als 1/2 Stunde ldnger
fernsieht als Gruppe B.

2.3.2. Genaueres Verfahren: Anwenden der t— Verteilungen. Es ist tatséchlich
kaum etwas zu #ndern, lediglich ist eine etwas verwickelte Formel fiir die korrek-
te df = Freiheitsgrade zu verwenden, die im allgemeinen keine ganze Zahl mehr
ergibt. Natiirlich macht das kein Problem: Die zugehorigen t— Verteilungen exi-
stieren, und man kann bei Benutzung von Tabellen die niichstkleinere ganze Zahl
von Freiheitsgraden nehmen. Mit dem Computer hat man keinerlei Mehraufwand,
da ein ordentliches Programm diese verallgemeinerten t{— Verteilungen besitzt.

Hier die Formel zur Berechnung der Freiheitsgrade; dabei bedeuten na g wie
oben eingefiihrt die Stichprobenumfinge und sind mit s4 p die Streuungsschét-
zungen s (X‘A) ;S (X‘B) abgekiirzt - man beachte, dass man ohnehin ny,np > 1
haben muss, weil es sonst keine Streuungsschitzungen s p gibt:

2
(8?4/”,4 + SQB/HB)
(s3/na)* [(na—1) + (s}/np)” /(np = 1)
Die Formel bewirkt, dass fiir ng = np und s4 = sp herauskommt: df = na+np—2.
Fiir sehr verschiedene Umfénge oder auch allein bei sehr verschiedenen s 4, g kommt

man dagegen kaum iiber den geringeren der beiden Stichprobenumfinge hinaus.
Mit der so ausgerechneten Zahl df hat man dann folgende Vertrauensintervalle:

Hypothese HY) < | uY) =2
Vertrauensintervall | ¢ + t(llf_as(Y) ct t(llf_a ,s(Y) |

Beispiel: Wir behandeln dasselbe Fernsehdauer-Beispiel wie oben mit der
verfeinerten Methode: Zusitzlich haben wir nur zu berechnen:

of = (9/(16 - 80) +1/(9 - 100))*
(9/(16 - 80))* /79 + (1/(9 - 100))* /99
Nunmehr ist die Wahrscheinlichkeit rechtsseitig von 19387 = 2.2164 (die Gleichung
bleibt dieselbe!) bzw. linksseitig von —2.2164 zur ¢t— Verteilung mit 103.87 Frei-
heitsgraden zu bestimmen, das ist etwa 0.144. Wie fiir solche Stichprobenumfinge
versprochen, ist der Unterschied zum Resultat mit der einfachen Methode klein
(das war 0.133). Aber dies (etwas ungiinstigere) Ergebnis ist korrekter, und bei we-
sentlich kleineren Stichprobenumfingen konnen die Unterschiede drastisch werden.

= 103.87.
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KAPITEL 4

Chi-Quadrat (x?—)Tests

1. x?— Test der Unabhiingigkeit von Merkmalen

Wenn man nur grob erst einmal wissen will, ob irgendwelche Merkmale tiber-
haupt irgendetwas miteinander zu tun haben (nicht etwa denke man gleich an eines
als Ursache des anderen!), so kann man nach Beobachtung der Merkmalsverteilung
(genauer hier: der Hiufigkeiten des Auftretens gewisse Kombinationen) in einer
Stichprobe nach Wahrscheinlichkeit beurteilen, ob die Merkmale in der Gesamt-
bevolkerung noch unabhingig sein konnen. Hier lautet die zu testende Hypothese
stets:

Hy : ,Die Merkmale ... sind unabhéngig”.

Das Schema des Testens ist (wie versprochen) dasselbe wie bei Hypothesen
iiber unbekannte Mittelwerte. Allerdings folgen die Testvariablen einem anderen
Verteilungstyp, der jedoch wiederum tabelliert ist. Man fragt also, ob man die
Unabhéngigkeitshypothese auf einem vorgegebenen Signifikanzniveau « verwerfen
konne. Fillt der beobachtete Wert der Testvariablen in den Verwerfungsbereich, so
kann man also mit der Sicherheit 1 — o behaupten, dass die Merkmale abhéngig
seien. (Allerdings ist das nur eine sehr grobe und schwache Aussage, spéter lernen
wir verfeinertes zu den Stichworten ,Korrelation” und allgemeiner: ,Pradiktoren
und Zielvariablen, lineare und andere Modelle”.)

Das Schema des iiblichen y2-Tests ist geriistet fiir folgende

Grundsituation:

Man hat zwei Merkmale A, B, entweder einfache Eigenschaften, die nur zu-
treffen oder nicht zutreffen koénnen - dann hat man nur A, A, B, B, oder allge-
meiner jeweils mit mehreren (endlich vielen) Ausprigungen, dann hitte man et-
wa A1, ..., Am, B1, ..., By. Einfaches Beispiel: Einkommen niedrig - mittel - hoch,
Schulbildung gering - mittel - hoch. Es kann sich also durchaus um Vergréberun-
gen von feineren quantitativen Merkmalen (Variablen) handeln, deren Ausprigun-
gen durch Zahlenwert beschrieben werden (analog unseren Gruppierungen bei den
Histogrammen), so dass man nach dieser Diskretisierung in jeweils nur endlich vie-
le Auspriagungen den Test auch bei stetig verteilten Variablen mittelbar benutzen
kann. Fiir den einfachen Fall mit je nur zwei Ausprigungen haben wir bereits Fis-
her’s exakten Test kennengelernt: Dieser eignet sich jedoch nur fiir kleine absolute
Hiufigkeiten, withrend es sich beim x?— Test um eine Niherung der eigentlich dis-
kreten hypergeometrischen Verteilung handelt, welche gerade fiir nicht zu kleine
Eintriige gut funktioniert!

Datenstruktur der in einer Stichprobe beobachteten Daten

Wenn wir eine Stichprobe vom Umfang N aus der Gesamtpopulation bilden und
festhalten, welche Merkmalskombinationen A; N B; mit welcher absoluten Héufig-
keit (diese nimmt man hier!) vorkommen, so ergibt sich bei sinnvoller Anordnung
automatisch eine Tafel der folgenden Art:

61
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(m x n)-Felder-Tafel (mit zusétzlichen Beschriftungen und Randsummen

Auspr. von B — B B Zeilensummen

Auspr.von A 1 T n !

1

Ay fu fin ar =37 fij
i=1J1J

~— J

Anzahl in A1NB;

Ay, fm1 fmn m =Y iy Jmj
i=1Jmj

~ J

Anzahl in A,,NB,
m m m n
Spaltensummen — | by = fi1 || ba=) fin | N=2 an=> b,

= i=1 i=1 Jj=1

Dabei sind die Eintrége f;; die absoluten Haufigkeiten der Objekte in der Stich-
probe (vom Umfang N), welche in A; N B; liegen, also die Auspriégung A; des
Zeilenmerkmals und B; des Spaltenmerkmals haben. a; ist die Anzahl der in A;
gefundenen Objekte, daher ergibt sich a; als Summe der f;; iiber j, und daher ist
N die Summe der a;. Analog ist b; die Anzahl der in B; gefundenen Objekte, also
die Summe der f;; tiber ¢, und die Summe der b; ist wieder N.

Beispiel: n = m = 2 (also eine (2 x 2)-Felder-Tafel, A; = A, Ay = A, B = B,

B2 = B)

B | B
A[60 | 30 [ 90
Al 40 190 [ 130

100 | 120 | 220

Hier hiitte man also: fi1 = 60, fia = 30, fo1 = 40, fao = 90, a1 = 90, as = 130,
b1 =100, by = 120, N = 220.

Das Problem: Sind Zeilen- und Spaltenmerkmal unabhingig vonein-
ander? Hypothese H,: ,,Sie sind es”.

Diese Hypothese wird einem statistischen Test unterworfen, dem x? -Test. Er
ist so benannt wegen der (ungefihren, idealisierten) y? -Verteilung der dabei be-
nutzten Priifvariablen oder Testvariablen. Diese y? -Verteilungen bilden wieder
eine ganze Familie, dhnlich wie bei den ¢-Verteilungen ist es eine Familie mit ei-
nem Parameter, der wiederum ganzzahlig ist, ab n = 1, und ebenfalls ,,Zahl der
Freiheitsgrade” heifit.

Ausfiihrlicher: Hat man keine veréinderte Wahrscheinlichkeit fiir irgendeine
Ausprdgung von B [bzw. von A] , wenn irgendeine bestimmte Ausprigung von
A [bzw. von B] vorliegt? Diese Frage stellt man fiir die Gesamtpopulation. Na-
tiirlich wird es auch dann, wenn die Unabhéngigkeitshypothese wahr ist, in der
Stichprobe eine leichte Abweichung von der Unabhéngigkeit geben. Wie nunmehr
schon gewohnt schauen wir nach, ob diese Abweichung signifikant ist, d.h. zu grof,
um noch als Zufallsabweichung durchgehen zu kénnen. Wie stiinde das im gegebe-
nen (2 x 2)— Beispiel? Dazu miissen wir zunéchst einmal ein verniinftiges Maf fiir
die Abweichung von der Unabhéngigkeit im Rahmen der gefundenen Stichprobe bil-
den. Was taten wir beim Test einer Hypothese iiber einen Mittelwert, insbesondere
eine relative Haufigkeit? Wir verglichen den hypothetischen Wert mit dem in der
Stichprobe beobachteten. In unserer neuen Situation bekommen wir ein Analogon,
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eine Maflzahl fiir die Abweichung, auf folgende Weise: Wir haben alle Eintrige
der Matrix (Tafel) mit den laut Unabhéngigkeitshypothese erwarteten Werten zu
vergleichen, testen also so etwas wie den Unterschied mehrerer Mittelwerte von hy-
pothetischen. Da liegt es nahe, die einzelnen (im Beispiel sind es 4) Differenzen zu
quadrieren und diese Quadrate dann zu addieren. Nun werden mit dem Stichprobe-
numfang auch die Differenzen erwartungsgeméfl gréfler, und daher miissen wir, um
vergleichbare Mafizahlen zu bekommen, eine Normierung vornehmen. Wahrschein-
lichkeitstheoretisch giinstig (so dass man die resultierende Verteilung gut kennt)
ist es, die einzelnen quadrierten Differenzen noch durch die erwartete Haufigkeit
des zugehorigen Feldes zu teilen. Dann haben wir (mit der Summe der normierten
Quadrate) eine einzige Zahl, die das Mafl der Abweichung beschreibt. Nun wol-
len wir noch einsehen, auf welche Weise die Unabhéngigkeitshypothese tatséchlich
erwartete Werte fiir die Tafelfelder nach sich zieht. Wir illustrieren das zuniichst
am konkreten Beispiel, formulieren es nachher dann fiir die abstrakte, allgemeine
(m x n)— Tafel. In einem ersten Schritt setzen wir die Randsummen geteilt durch
Stichprobenumfang, also die beobachteten relativen Hdaufigkeiten der (im Beispiel
einfachen - es gibt nur ,ja”/,nein”) Merkmale A, B als Schdtzwerte fiir die (un-
bekannten) relativen Hiufigkeiten dieser Merkmale in der Gesamtpopulation an.
(Fiir die Komplemente A und B haben wir dann automatisch Schétzwerte, die wir
aber auch entsprechend iiber Randsummenwert/N gewinnen koénnten). Zusammen
fiir die Beispieltafel:

pa = a1/N =90/220 = 9/22, damit pg = as/N = 13/22.

pp = b1 /N =100/220 = 5/11, damit pz = 6/11.

Was sagt nun die Unabhéngigkeitshypothese? Sie sagt zunéichst

P(ANB) = P(A)- P(B).

Aber daraus folgt sofort:

P(ANB)=P(A)- P(B), P(AnB) = P(A)- P(B), P(ANB) = P(A) - P(B).

Somit sagt die Unabhingigkeitshypothese all dies. Das bedeutet aber, dass
aus unseren Schiitzwerten fiir P(A), P(B) unter Voraussetzung dieser Hypothese
(man erinnere sich an die Logik des Hypothesentestens: die Hypothese wird vor-
ausgesetzt, und es wird daraus ein Vertrauensintervall fiir die jeweilige Testvariable
abgeleitet) Schéitzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten fiir jedes Feld resultieren, und
daraus erhalten wir durch Multiplikation mit N erwartete Eintrége (absolute Hiu-
figkeiten) fiir alle Felder. Im Beispiel ergibt sich folgende Tafel der erwarteten
Hiufigkeiten:

B B
220 (9/22) - (5/11) = 450/11 | 220 - (9/22) - (6/11) = 540/11 | 90
220 - (13/22) - (5/11) = 650/11 | 220 -13/22-6/11 = 780/11 | 130

100 120 220

(Die Randsummen bleiben dieselben, die Erwartungswerte sind naturgemif im
allgemeinen krumme Zahlen.) Nun bilden wir unsere Mafzahl fiir die Abweichung
des Beobachteten von der Unabhingigkeit und nennen sie x? (als beobachteten
Wert einer y? -verteilten Variablen mit einem Freiheitsgrad):

A
A
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2
(40 — 820) (90 — 89

,  (60—40)% (30— 310)°
1 EY + (@)
1 11

e ESI

)2
= 27.641

X

Erlduterung der ,,Freiheitsgrade”

Wir erkldren, wieso hier ein Freiheitsgrad vorliegt: Das meint, dass nur einer
dieser vier Summanden unabhéngig wihlbar ist, dass man also alle anderen daraus
berechnen kann. Dies ist so einzusehen: Wir haben die Randsummen fixiert (zur
Schiitzung der Wahrscheinlichkeiten der Zeilen- und Spaltenmerkmale). Damit lie-
gen laut Unabhingigkeitshypothese alle erwarteten Eintrige fest. Wenn man nun
den ersten Summanden (fiir das Feld links oben) von x3 kennt, dann lisst sich
daraus der Eintrag 60 der Beobachtungstafel rekonstruieren. Daraus lassen sich
aber bei den fixierten Randsummen die restlichen Eintrige der Beobachtungstafel
ausrechnen und damit die letzten drei Summanden des Wertes x3. (Auch bei der ¢-
Verteilung gab die Zahl der Freiheitsgrade die Zahl der unabhéngigen Summanden
einer Summe von (normierten) Quadraten an!) Bei einer hoheren Zahl an unabhéin-
gigen Summanden sollte man auch im Mittel und mit grofferen Wahrscheinlichkeiten
hohere Werte erhalten. Daher hat man die verschiedenen y? -Verteilungen fiir die
einzelnen Freiheitsgrade. Wie séhe das aus bei einer allgemeinen (m x n)-Tafel?
Man sieht sofort, dass bei festgelegten Randsummen (m — 1) - (n — 1) Feldereintré-
ge in der beobachteten Tafel frei vorkommen kénnen. Entsprechend sind aus den
zugehorigen x? -Summanden die restlichen rekonstruierbar. Daher haben wir das
allgemeine Resultat:

Fiir eine (m x n)-Tafel hat die Maf3groie x? fiir die Abweichung von
der Unabhingigkeitshypothese (m — 1) - (n — 1) Freiheitsgrade.

Wie ist nun die Unabhéngigkeitsfrage im Beispiel zu beantworten? Wir schauen
einmal in der Tafel zu den x? -Verteilungen nach, mit welcher Wahrscheinlichkeit
ein Wert > 27.641 bei einer x? -Verteilung mit einem Freiheitsgrad auftritt: Wir
sehen gerade noch, dass bereits Werte iiber 10.83 nur noch mit Wahrscheinlichkeit
1/1000 vorkommen. In unserem Beispiel ist also die Abweichung hochsignifikant -
d.h. die Unabhingigkeitshypothese ist mit iiberwiltigender Sicherheit zu verwerfen,
wie man anhand der Zahlen wohl auch vermutet hétte.

Wir haben der Einfachheit halber die allgemeine Sache am (2 x 2)— Beispiel
erklidrt. Man sollte mittels dieses Beispiels leichter nachvollziehen, was bei grofie-
ren als (2 x 2)— Tafeln zu tun ist, fiir die Zahl der Freiheitsgrade s.u. Abschnitt
1.2.) Nun bildet (2 x 2) tatséichlich in doppelter Hinsicht eine Ausnahme, so dass
man die obenstehenden Ausfiithrungen gerade fiir diesen Fall nicht als rezeptartige
Beschreibung des Vorgehens missverstehen sollte. Erstens ist die Sache rechentech-
nisch fiir (2 x 2)— Tafeln bedeutend einfacher zu handhaben, d.h. man kann den
Wert x? viel leichter ausrechnen als oben geschehen (fiir grofiere Tafeln dagegen
muss man rechnen wie im Beispiel gezeigt!). Zweitens ergibt sich eine Komplika-
tion (die jedoch rechentechnisch sehr einfach zu handhaben ist): Man berechnet
viel genauere Wahrscheinlichkeiten, wenn man eine Stetigkeitskorrektur durchfiihrt
(sog. Yates-Korrektur). Wie man mit dem Sonderfall (2 x 2) praktisch umgeht,
wird in 1.2 gezeigt.

1.1. Der Fall aller Tafeln grofler als (2x2). Zur allgemeinen beobachte-
ten (m x n)— Tafel aus 1. weiter oben bestimmt man mittels der beobachteten
Randhéufigkeiten



1. x*~ TEST DER UNABHANGIGKEIT VON MERKMALEN 65

1. Geschitzte Randwahrscheinlichkeiten

p; = %, (Schétzwert fiir P(4;)), 1 <i<m,

b;
g = NJ’ (Schétzwert fiir P(B;)), 1 < j <n.

Daraus ergeben sich mittels der Unabhéngigkeitshypothese geschiitzte Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, dass ein Populationsmitglied in A; N B; liegt:

rij = Di - ¢; (Schitzwert fir P(A; N B;)), 1<i<m, 1 <j<n.

Daraus erhilt man:
2. Laut Unabhingigkeitshypothese erwartete (absolute) Hiufigkei-
ten fiir die Tafelfelder, fiir das Feld der i. Zeile und der j. Spalte:

a; - b;
eij:mfN:%, 1§z§m, 1§]§n

3. Berechnung von X?mfl)-(nfl):

2 = (fi = eij)2 Dazu miissen alle e 0 sein!
1) (1) = — e S i sein!
X(m 1)-(n—1) 1§izgm eij J 7£
155<n
4. Die Unabhingigkeitshypothese wird verworfen auf dem Signifi-
kanzniveau a genau dann, wenn ein Wert einer X%m—l)‘(n—l) -verteilten
Grofle mit (m — 1) - (n — 1) Freiheitsgraden einen so hohen oder héheren
Wert nur mit einer Wahrscheinlichkeit < o annimmt. Das entnimmt
man einer Tabellierung der x? -Verteilungen.
Beispiel:
Beobachtete Tafel sei

elterlicher Erziehungsstil —
Straffilligkeit liberal | autoritir | laissez faire
1
straffiillig 10 30 50 90
nicht straffillig 2000 2500 4000 8500
2010 2530 4050 8590

Wir zeigen das Resultat vom 2. Schritt (den man wie illustriert sofort vorneh-
men kann) in einer Tafel der erwarteten absoluten Haufigkeiten (gem#f Unabhéin-
gigkeitshypothese):

Erz.-Stil —
Straffilligkeit liberal autoritir laissez faire
1)

straffallig 90 -2010/8590 | 22770/859 36450/859 90
nicht straffillig | 854250/431 | 2150500/859 | 3442500/859 | 8500
2010 2530 4050 8590

Dies ergibt (3. Schritt) (natiirlich wiirde man mit Dezimalzahlen im Taschen-
rechner arbeiten und die einzelnen Werte nicht erst aufschreiben, sondern im Rech-
ner lassen):
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(107 18220 )2 + (30222727%30 )2 + (507 3645120 )2 + (20007 8544%2150 )2 + (25007 2152200 )2 + (40007 344%?)00 )2 _

18090 36450

854250 2150500 3442500
859 859 859 431 859 859

X3 = 7.7997,

und diese Zahl ist so grof}, dass die Wahrscheinlichkeit eines so hohen oder
hoheren x? -Wertes bei 2 Freiheitsgraden weniger als 2.5% betriigt. Also ist die
Unabhingigkeitshypothese auf dem 2.5%-Niveau zu verwerfen. (Schon aus der
Beobachtungstabelle hitte man ersehen sollen, dass insbesondere die Kinder von
Hlaissez-faire”-Eltern bei den Straffilligen iiberrepriisentiert waren. Die Frage ist
halt immer nur, ob das Ausmaf} ausreicht, um auf die Gesamtpopulation zu schlie-
Ben. Im Beispiel war das so.)

1.2. Das Vorgehen bei (2x2)-Tafeln. Das Verfahren ist gegeniiber dem
von 1.1 fiir grofere Tafeln stark zu vereinfachen:

Gegeben sei die beobachtete Tafel (mit vereinfachter Notation unter Vermei-
dung der doppelten Indizes, die hier nicht lohnen):

B B
A a b mi=a-+b
A c d me=c+d
n=a+c|no=b+d| N=mi+mas=mn1+ns

Dann haben wir folgendes
Resultat:

Die x? -Summe aus den vier Summanden, wie oben berechnet, lisst sich durch
folgende Formel exakt und viel leichter berechnen:

9 (ad — be)* - N

X1 = .
mi1-mo-Nq-N2

Aber diese Formel sollte man so nicht benutzen und in die Tabelle gehen. Der
Grund ist folgender: Die x? -Verteilung mit einem Freiheitsgrad ist eine stetige,
mathematisch idealisierte Verteilung (darin &hnlich den Normalverteilungen). Aber
zumal bei kleineren Randsummen treten nur sehr wenige iiberhaupt beobachtbare
Werte x? auf, und tatsiichlich kommt dabei - und zwar auch noch bei grofien N
und Randsummen! - ein Bias heraus: Die Wahrscheinlichkeiten fiir mindestens so
groBe x? -Werte werden systematisch unterschitzt, wie man unter Nutzung von
Fisher’s exaktem Test zeigen kann (s.u. 1.3). Das geht genau nach der falschen
Seite: Man verwirft mit einer vorgeblichen Sicherheit, die gar nicht da ist. Daher
bringt man (ganz dhnlich wie bei der Ndherung von Binomialverteilungen durch
Normalverteilungen) eine Stetigkeitskorrektur an, die darauf hinauslduft, in geeig-
neter Weise den x? -Wert zu reduzieren. Dabei zeigt sich (vgl. 1.3), dass man zu
hervorragenden Néherungen der tatséichlichen kombinatorischen Wahrscheinlichkei-
ten gelangt. Die Frage liegt nahe, ob eine analoge Korrektur nicht auch fiir groflere
Tafeln vorzunehmen wiire. Es zeigt sich jedoch im Computerexperiment, dass man
mit den unkorrigierten Werten selbst bei recht kleinen Eintrégen (Regeln wie die,
dass keiner unter 5 liegen sollte, erweisen sich dafiir als iibervorsichtig) sehr gute
Ergebnisse erhilt, und dass verschiedenste Korrekturversuche, auch noch so vor-
sichtige, nur in Einzelfillen und nicht systematisch Verbesserungen bringen. Man
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sollte sie daher bei grofleren Tafeln unterlassen. Dagegen sollte die folgende Stetig-
keitskorrektur fiir (2 x 2)— Tafeln stets vorgenommen werden - sie bringt beinahe
immer deutlich bessere und niemals schlechtere Resultate, und sie verlangt keinen
hoheren Aufwand.

Stetigkeitskorrektur (nur) fiir x? bei (2 x 2)— Tafeln

1. Schritt: Man schaue nach, ob |ad — bc| > N/4 (Absoluter Betrag).
Nur dann nehme man folgende Korrektur (2. Schritt) vor.

(Im andern Fall ist nichts verloren, dann wird man eh kaum geneigt sein, noch
zu rechnen, weil die Abweichung viel zu klein sein wird, um auf verbiinftigem Ni-
veau die Unabhéngigkeitshypothese zu verwerfen.) Es sei bemerkt, dass man mit
der folgenden Korrektur ohne Beachtung dieser Bedingung genau das Gegenteil
dessen produzieren kann, was man beabsichtigt. Ist die Bedingung nicht erfiillt,
so wird nimlich der ,korrigierte” x? -Wert noch hoher als der unkorrigierte, das
Resultat noch falscher. Es ist schon eine gewisse Ironie, dass die Yatessche Korrek-
tur um 1950 von Leuten offentlich angegriffen wurde, die zu dédmlich waren, das zu
beachten.

2. Schritt: Man verédndere die Eintrige a,b,c,d der Tafel wie folgt:

Die folgenden etwas pedantischen Ausfiihrungen sind im Grunde iiberfliissig,
man kann die Sache ganz knapp so formulieren: Man schaue die Diagonalenpro-
dukte ad, be an. Im groBeren der beiden setze man die einzelnen Eintrige (also a,d
oder aber ¢,d) um 1/2 herab, im kleineren um 1/2 herauf. Nun die ausfiihrlicher
Form:

1. Fall: ad > bc. Dann setze man

ad = a-05
d = d-05
¥V = b+05
¢ = ¢+05

(mit dem Effekt, dass der Wert (ad — bc)? vermindert wird, falls die im ersten
Schritt gepriifte Bedingung zutrifft).
2. Fall: bc > ad. Dann setze man

ad = a+05
d = d+05
¥ = b-05
¢ = ¢c—-05

(mit demselben Effekt, dass der Wert (ad — bc)? vermindert wird, falls die im
ersten Schritt gepriifte Bedingung zutrifft).

3. Schritt: Man rechne den korrigierten Wert X%,km’r mit der Tafel der
korrigierten Eintrége genau nach der vereinfachten Formel aus, also

2
(dd — )N
ml-mg-nl-ng.

2
Xl,korr -

Exkurs zu einer gleichwertigen Formel und zur Begriindung des er-
sten Schrittes:
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Die Formel

5 (\ad—bc\—%)Q-N
Xl,kor’r' =

my - Mg - Ny - Na

rechnerisch dasselbe Resultat, aber das ist nicht bequemer, und die erste Formel
ldsst sich dem Sinne nach besser verstehen. Allerdings lisst die zweite Formel besser
einsehen, dass man, um den gewiinschten Effekt

X%,korr < X%
zu erhalten, gerade die Bedingung |ad — be| > N/4 benotigt:
Wir nehmen einmal an, dass ad > bc sei (sonst sind diese Produkte einfach zu
vertauschen, und das Argument verlduft ebenso, wie gleich ausgefiihrt wird). Die
Bedingung X?, vorr < X3 bedeutet so viel wie

(dd —b'¢)? < (ad — be)2.
Mit ad > be bedeutet das nach Definition:

(=) (4-3) - (+3) (c+3))

Damit haben wir bereits gezeigt, dass die beiden Formeln wirklich dasselbe
Resultat liefern! Denn mit ad > bc ist ad — be = |ad — be|. (Fiir be > ad hétten
wir gerade bei b, ¢ den Wert 1/2 abgezogen, und es stiinde bc — ad — %, was dann
dasselbe wie |bc — ad| — & wire, und natiirlich gilt stets |ad — be| = |bc — ad].)

Nun arbeiten wir mit der allgemeinen Form der zweiten Formel, welche die
Betragstriche benutzt.

2
(ad—bc—%(a—&-b—i—c—&-d))

2
= (adbc%) < (ad — bc)?.

N2 N2
<ad be| — 7) = (ad — bc)* — Nlad — be| + T

Dies ist < (ad — bc)? genau dann, wenn gilt
N2
—Nlad — be| + e <0, also

N2
N(ad —be) > T oder gleichwertig

ad — bc > —, was mit ad > bc dasselbe ist wie

==

N
|ad bC‘ 1

4. Schritt: Wie im andern Fall, nur geht man mit diesem korri-
gierten Wert in die Tabelle und verwirft die Unabhingigkeitshypothese,
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wenn die dem Niveau zugehodrige Signifikanzgrenze mit ihm iiberschrit-
ten wird.

Beispiel:
suchtgefihrdet | nicht suchtgefihrdet
Maéanner 40 200 240
Frauen 20 180 200
60 380 440
2
Xikorr _ (39.5-179.5 — 20.5 - 200.5)° - 440 — 35703,

240 -200 - 60 - 380

man kénnte also nicht auf 5%-Niveau verwerfen, wiirde aber keineswegs an die
Unabhingigkeit glauben, da man das Verwerfen auf 5%-Niveau nur sehr knapp
verfehlt, 3.84 ist die kritische Grenze. Ubrigens kann man mittels der Standard-
Normalverteilung genau sagen, auf welchem Niveau man noch verwerfen kénnte;
denn eine Y?-verteilte Variable ist das Quadrat einer standard-normalverteilten
Variablen: Die Zahl 3.84 ist das Quadrat von der bestens vertrauten Zahl 1.96,
die zum zweiseitigen 95%-Vertrauensintervall der Standard-Normalverteilung ge-
hort. Wir bilden also +/3.5703 = 1.8895 und sehen, dass dazu die Wahrschein-
lichkeit 0.9699 — (1 — 0.9699) = 0.9398 gehort (beim Ubergang zur Normalver-
teilung: zweiseitig! - Der x? -Test ist dagegen formal stets einseitig, inhaltlich
dagegen zweiseitig, s.u. 1.4). Wir hitten also auf beinahe 6%-Niveau verwerfen
konnen. Vergleichen wir, was wir bekommen hiitten mit unkorrigiertem x?%-Wert:

2 _ (40-180—20-200)%-440 _ " . . . I .

XTI = 1030060350 — 4-117. Hétten wir damit gearbeitet, so wiren wir zu dem
ziemlich falschen Resultat gelangt ,dass nicht nur auf 5%-Niveau, sondern beinahe
sogar auf 4%-Niveau zu verwerfen wire. Genauer hétte man damit auf dem Ni-
veau 0.0424 (oder 4.24%) verwerfen konnen. (Das exakte Resultat liegt knapp tiber
0.05, vgl. die ausfiihrlichere Besprechung diese Punktes im folgenden Abschnitt
1.3.) Wir sehen im Beispiel, wie unkorrigierte x? -Werte nach der unsicheren Seite
tendieren.

1.3. Zur Qualitit der Ndherung der exakten kombinatorischen Wahr-

scheinlichkeiten durch die y?—Verteilungen. In den komplizierteren Fillen
der grofieren Tafeln als nur (2 x 2) funktioniert solche Anwendung ebenfalls, ist
aber etwas schwieriger und wird hier ausgelassen bzw. zur Anregung als Problem
gegeben. Wir denken uns die Situation zu einer beobachteten Tafel und nehmen
erneut das Zahlenbeispiel aus Kapitel 2, 2.3 (S. 31) vor:

B| B
Al6 5 |11
Al3l10]13

9 15|24

Mittels Fisher’s exakten Tests ergab sich als Signifikanzniveau a = 0.21, auf
dem in diesem Falle die Unabhéngigkeitshypothese zu verwerfen ist, so dass man
lieber nicht verwiirfe. Wir fragen, wie genau die (wesentlich bequemere!) y%—
Naherung in der Lage ist, diese Wahrscheinlichkeit o zu reproduzieren. Ohne Ste-
tigkeitskorrektur erhalten wir

X umtsore = 252, das heift a = 0.112.
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(in Threr Tafel sehen Sie immerhin, dass a zwischen 0.1 und 0.25 liegt, niher an
0.1 - mit der oben beschriebenen Reduktion auf die Standard-Normalverteilung bei
einem Freiheitsgrad ersehen Sie genauer: o = 2 — 2®(1(1/2.52) = 0.112.). Das
ergibt also ein deutlich viel zu giinstiges Niveau, obgleich es immer noch nicht zu
recht sicherem Verwerfen reicht. Mit Stetigkeitskorrektur erhalten wir immerhin:

Xz o = 1.354, das heifit o = 0.245.

Das zeigt, wie viel besser die Sache mit Stetigkeitskorrektur wird, es zeigt aber auch,
dass die Rechnung (wenn auch zur sicheren Seite!) immer noch etwas ungenau ist.
Eine recht gute Regel ist es, x? nicht anzuwenden, wenn mindestens ein Eintrag
unter 5 liegt. (Bei groBer dimensionierten Tafeln, also mindestens 3 Zeilen oder
Spalten, wird die Nidherung iibrigens besser, und es gibt dann auch keine lohnende
Stetigkeitskorrektur!) Spielen wir auch dies an einem Beispiel mit immer noch
kleinen Eintrdgen durch:

B|B
Al5]10]15
Al10] 5157

15[ 15[ 30

Hier ergibt Fisher’s Test (exakte hypergeometrische Rechnung):

L)
am12 ) St —ous
=10 15

x2— Test ohne Stetigkeitskorrektur ist wieder herzlich schlecht:
Xkorr = 3.33, entsprechend o = 0.068.

Dagegen bemerken wir, dass Stetigkeitskorrektur folgendes sehr ordentliche Resul-
tat liefert:

X2 orr = 2.133, entsprechend o = 0.144.

Allgemein konnen wir sagen, dass auf die Stetigkeitskorrektur im (2 x 2)— Falle
Verlass ist, wenn kein Eintrag unter 5 liegt. Das Unterlassen der Korrektur ist
dagegen niemals ratsam, zumal da sie keine zusétzliche Miihe bereitet.

1.4. Einseitigkeit und Zweiseitigkeit bei y?>—Unabhiingigkeitstests.
Man sollte sich klarmachen, dass die Unabhéngigkeitshypothese von vornherein
zweiseitig ist - wenn in der Stichprobe A in B unterrepriisentiert ist, so spricht das
ebenso gegen diese Hypothese wie eine Uberrepriisentierung von A in B. Tatsich-
lich erh&lt man mit der Tafel

5 | 10 10 5

10] 5 | denselben x? -Wert wie mit der Tafel 5 |10] pas Quadrie-
ren bewirkt, dass Abweichungen in beiden Richtungen zdhlen. So haben wir auch
bei der exakten Rechnung jeweils beide Reihen der abweichenden Tafeln in bei-
den Richtungen zusammengenommen und alle zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
addiert. Aber manchmal hat man von vornherein eine einseitige Fragestellung, will
etwa nur eine Hypothese der Form, dass B in A nicht hdufiger vorkommt als in
A, verwerfen. Dazu erliutern wir noch, wie man fiir (2 x 2)— Tafeln mittels der
x? -Methode auch zugehorige einseitige Tests durchfithren kann. Das Verfahren ist
sehr einfach: Weicht die Tafel nicht in der relevanten Richtung vom Erwarteten ab
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(ist also B in A in der Stichprobe nicht iiberreprisentiert), so spricht das jeden-
falls nicht gegen die Hypothese. Im gegenteiligen Falle jedoch berechnet man die
Wahrscheinlichkeit einer mindestens so grofien Abweichung wie beobachtet. Das
heiflt, man nimmt nur eine der Tafelreihen. Das ergibt eine Wahrscheinlichkeit,
die etwa halb so grof} ist wie die zweiseitig berechnete. (Bei gleichen Zeilen- oder
Spaltensummen ist es genau die Hilfte.) Fazit: Man berechnet den korrigierten x?
-Wert wie bisher, verwirft aber bereits auf Niveau «/2, wenn man zweiseitig auf
Niveau a verwerfen konnte.

Beispiel: Hypothese: Das Lesehobby ist unter den Médchen nicht hiufiger als
unter den Jungen. Beobachtet wurde:

Lesen als Hobby | kein Lesehobby
Mzidchen 50 40
Jungen 20 50

Es ist Xi korr = 10.58, die Wurzel davon liegt zwischen 3.2 und 3.3, also ist die
Wahrscheinlichkeit fiir kleinere x? -Werte iiber 0.9993, unter 0.9995. Man kann also
auf dem Niveau 7/10000 verwerfen, auf 5/10000 nicht mehr. (Wir sind einfach zur
zugehorigen normalverteilten Variablen gegangen und haben das einseitige Intervall
genommen.) Mit der x2 -Tabelle funktioniert die Sache so, dass man das abgelesene
Niveau noch einmal halbiert. Man liest ab, dass man zweiseitig beinahe auf 1/1000
verwerfen konnte (dafiir braucht man den x? -Wert 10.83), also einseitig beinahe
auf 5/10000. Das stimmt. Die exakte Rechnung ergibt iibrigens in unserem Falle

90 (7_0)_( 90 )
> (T%")’ = 0.00051871, also sehr geringfiigig mehr als 5/10000.
i=50  \90

2. Xzf Anpassungstests

2.1. Fragestellung und Losungsverfahren. Die Fragestellung lautet hier
spezifisch, ob ein zufillig gezogener Datensatz von einer bestimmten Verteilung
herriihrt. Man hat zum Beispiel eine empirische Verteilung (zum Beispiel eine von
Abschlussnoten) aus einer Stichprobe und priift, ob sie einer bestimmten Verteilung
(zum Beispiel Normalverteilung mit passenden Werten fiir y, o) entspricht. Aber
was heifit ,entsprechen”? Immer wird es in einer Stichprobe gewisse Abweichun-
gen vom Erwarteten geben, auch wenn die Hypothese korrekt ist. Es kommt wie
gewohnt darauf an, welche Abweichungen zu grofl sind, um noch als Zufallsfluktua-
tionen erklirt werden zu konnen.

Die neue Fragestellung ist abstrakt gesehen vollig analog zur Unabhéngigkeits-
frage, die wir zuvor mittels x?— Tests behandelten: Auch dort war die Frage, ob
die beobachteten Héufigkeiten einer bestimmten Verteilung entsprachen, ndmlich
den Produktwahrscheinlichkeiten aus den Randwahrscheinlichkeiten. Daher kénnen
wir auch die neue Fragestellung ganz analog mittels y?— Tests angehen: Zuniichst
haben wir (wie zuvor) dafiir zu sorgen, dass wir den Bereich aller Variablenwerte
gegebenenfalls in nur endlich viele Intervall-Ereignisse einteilen - eine Gruppierung
ist iibrigens auch dann sinnvoll und niitzlich, wenn es gar zu viele einzelne Werte
gibt, da sonst viele Werte in der Stichprobe gar nicht vorkommen werden. An-
schlielend werden wir fiir jedes dieser Intervalle (oder im Falle weniger Werte auch
jeden einzelnen Wert) - also fiir jedes ,,Haus” - den Wert von x? wie gewohnt aus-
rechnen als Summe der Quadrate der Differenzen zwischen beobachteten und (laut
hypothetischer Verteilung) erwarteten (absoluten) Hiufigkeiten, jeweils durch die
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erwartete geteilt. Anschlieflend wieder derselbe Mechanismus: Zu grofier Wert von
x? spricht gegen die Hypothese, dass die betrachtete Variable der vorgegebenen
Verteilung folge. (Wieder die Asymmetrie: Man kann zu einem recht sicheren Ver-
werfen kommen, nicht aber bei Nichtverwerfen sicher sein, die Hypothese sei korrekt
- allenfalls kann sie bei recht grofier Stichprobe nicht mehr allzu falsch sein.) Dabei
hat man lediglich noch die Zahl der Freiheitsgrade richtig zu bestimmen und damit
zur entsprechenden x?— Verteilung zu gehen:

df = Zahl der ,H&user” minus eins minus Zahl der geschitzten Verteilungsparameter.

Man beachte, dass auch diese Freiheitsgradbestimmung abstrakt derselben Regel
folgt wie bei der Unabhéngigkeitsfrage: Bei einer (m x n)— Tafel hat man mn — 1
,2Hauser”, davon die Zahl der geschiitzten Parameter - das waren in diesem Falle
die Randwahrscheinlichkeiten - abgezogen, das ergibt mn—1—(m—1)—(n—1) =
mn—m—n+1= (m—1)(n—1). Man beachte dabei, dass es nur m — 1 unabhéingige
Zeilenwahrscheinlichkeiten (und entsprechend n—1 Spaltenwahrscheinlichkeiten) zu
schiitzen gibt, da deren Summe 1 jeweils ergeben muss. Das beschriebene Verfahren
fiir die neue Problemstellung wollen wir an ein paar Beispielen illustrieren:

2.2. Beispiele. Erstes Beispiel: Zu priifen ist die Hypothese, eine Varia-
ble X sei gleichverteilt auf dem Intervall [0,2]. (Gleichverteilt heifit: Konstante
Dichte, Histogrammbild mit nur einem Kasten. D.h. auf jeden Bereich in [0, 2]
gleicher Breite b entfillt dieselbe Wahrscheinlichkeit b/2. Besonderheit dieses Bei-
spiels: Es ist eine ganz bestimmte Verteilung Gegenstand der Hypothese, daher
sind keine Verteilungsparameter zu schiitzen und spiter bei den Freiheitsgraden
zu beriicksichtigen. Nun moége man in einer Stichprobe von X — Werten folgende
Hiufigkeiten beobachtet haben:

Wert |0-04(04—-08|08—-12]12-16[1.6—-2
Anzahl 30 23 25 27 35 |

Es ist in diesem Falle sehr leicht, die Tafel der laut Hypothese zu erwartenden
Hiufigkeiten anzugeben: Gemifl Gleichverteilung erwarten wir fiir jedes Intervall
140-0.4/2 = 28. Offenbar weichen die beobachteten Haufigkeiten nur méfig davon
ab - doch schon zu viel? Rechnen wir aus:

2 2 2 2 2
5 (30 —28) (23 — 28) (25 —28) (27 — 28) (35 —28)"
X° = 98 + 28 + 78 + 98 + R = 3.143.
Das ergibt bei vier Freiheitsgraden ein Verwerfen der Hypothese auf dem (licherli-

chen) Signifikanzniveau
a=P (Xifﬂl > 3.143) > 0.5, (ziemlich genau 0.53).

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese filschlich zu verwerfen, viel zu
groB. Der Eindruck von einer einigermafien guten Ubereinstimmung war richtig,
wenn wir auch keineswegs sicher sein konnen, dass eine gréfere Stichprobe nicht
zum Verwerfen der Hypothese fiihren wiirde. Aber dann sollte man sich fragen, ob
die statistisch ,signifikanten” Abweichungen denn auch inhaltlich bedeutsam sind:
Testen wir dieselbe Hypothese anhand des neuen Befundes:

Wert |0-04[(04-08|08—-12]12-16|1.6—-2
Anzahl | 300 230 250 270 350 |
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Dann haben wir entsprechend (erwartet wéren 280 in jedem Haus)
Y2 = 31.43.

Man mache sich klar, warum der zehnfache Wert fiir x? resultiert und nicht etwa
derselbe. Nun ist dieser Wert astronomisch grof} fiir 4 Freiheitsgrade, man kann
so gut wie sicher sein, dass die Hypothese falsch ist. Dennoch bleibt die Gleich-
verteilung ein einfaches Modell, das grob gesehen recht gut mit der tatsichlichen
Verteilung iibereinstimmt. Entsprechendes kann man mit grofien Stichproben auch
dann noch veranstalten, wenn ein hypothetisches Modell noch viel besser mit der
tatséchlichen Verteilung einer Variablen iibereinstimmt.

Zweites Beispiel: Bei einer Variablen X werden nur ganzzahlige Werte im
Bereich von 0 bis 5 beobachtet. Zu testen ist die Hypothese, es handle sich um eine
Binomialverteilung mit n = 5. In diesem Falle braucht man nicht zu gruppieren.
Dafiir entsteht die zusitzliche Komplikation gegeniiber dem ersten Beispiel, dass
ein Parameter (ndmlich p) der Binomialverteilung empirisch zu schétzen verbleibt
- erst dann konnen die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Werte geschiitzt und
die erwarteten Haufigkeiten konkret angegeben werden. Beobachtet habe man:

Wert 0 1 2 31415
Anzahl | 65190 | 135 | 75| 10| 5 |

Daraus ldsst sich p einfach so schétzen: Bei 480 Beobachtungen gab es einen X —
Mittelwert T = (0-30+1-230+42-130 + ... + 5 - 5)/480 = 780/480 = 13/8,
dies ist ein Schétzwert fiir den Mittelwert der hypothetischen Binomialverteilung,
also fiir n - p, was mit n = 5 genau 13/40 als Schétzwert fiir p hervorbringt.
(Unter den Binomialverteilungen mit n = 5 ist diejenige mit p = 13/40 am be-
sten an die Daten angepasst.) Wir berechnen nunmehr die Tafel der erwarteten
Haufigkeiten mittels der Wahrscheinlichkeitsformel fiir diese Binomialverteilung,
zum Beispiel fiir 2 als 480 - (g) (13/40)? (1 — 13/40)°2, allgemein zum Wert i als
480 - (%) (13/40) (1 — 13/40)°~", i =0, ..., 5:

Wert 0 1 2 3 4 5
Anzahl | 67.261 | 161.92 | 155.93 | 75.076 | 18.074 | 1.7404 |

Damit wird

) (65— 67.261) N (190 — 161.92)? N (135 — 155.93)?
Xdf=4 = 67.261 161.92 155.93
(75— 75.076)> (10 — 18.074)> (5 — 1.7404)*

75.076 + 18.074 * 1.7404
= 17.467.

Das ist entschieden zu viel, um noch an eine zugrundeliegende Binomialverteilung
glauben zu koénnen: Auf einem Niveau o < 0.005 (ziemlich genau 0.00157) kann die
Hypothese verworfen werden. Die Hiiufigkeit des Wertes 1 steht zu weit heraus, der
Abfall beim Wert 4 ist zu drastisch. Das sind charakteristische qualitative Abwei-
chungen von einer Binomialverteilung. (Dergleichen kann man iibrigens durchaus
praktisch benutzen: So haben wir einmal bei einer (Spiegel-) Umfrage unter Stu-
denten herausbekommen, dass einige Daten aller Wahrscheinlichkeit nach gefilscht
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waren: Es gab diskrete Notenwerte, deren Verteilungen fast stets sehr exakt Bi-
nomialverteilungen waren, in seltensten Ausnahmeféllen (die auch sonst etwas un-
glaubwiirdig waren) jedoch drastisch davon abwichen und bei weitem keinen solchen
x2— Test bestanden.

Héufig wird man Daten daraufhin iiberpriifen, ob sie einer Normalverteilung
entstammen. Das ist insbesondere dann wichtig, wenn man statistische Verfahren
benutzt, deren Giiltigkeit Normalverteilungen voraussetzen und die empfindlich
reagieren auf drastische Verletzungen dieser Voraussetzung. Dabei treten beide an
den Beispielen besprochenen Komponenten auf: Man hat zu gruppieren und au-
Berdem zwei Parameter, u und o, zu schétzen anhand der Daten, natiirlich durch
7 und s(X). AnschlieBend benutzt man die x*>— Verteilung mit den Freiheitsgra-
den: Anzahl der Hduser minus 1 minus 2. Bei Gruppierung sollte man stets ein
verniinftiges Mafl der Klassenzahl finden: Zu grobe Klassifikation wiirde zu wenige
Formelemente der Verteilung iiberpriifen, mit der Gefahr, dass eine recht falsche
Verteilungshypothese nicht zu verwerfen wiire. (Zum Beispiel wiirde jede symme-
trisch verteilte Variable jeden y?— Test auf Normalverteiltheit bestehen, wenn man
in nur zwei Intervalle einteilen wiirde, deren Grenze bei der Symmetriemitte liegt.)
Andererseits fithrt zu feine Einteilung zu einer Unterbesetzung einzelner Felder, wie
sie fiir einen xy2— Test ungiinstig ist (Faustregel: Mindestens 5 in jedem Haus).



KAPITEL 5

Regression und Korrelation

1. Exakte funktionsartige Zusammenhinge zwischen Variablen, linear
und nichtlinear

Eine sprachliche Vorbemerkung ist notwendig: Der Begriff der Unabhéngig-
keit tritt in der Mathematik auf vielfdltigste Weise auf, und bisher verwandten wir
ihn bereits héufig in zwei vollig verschiedenen Bedeutungen: Variablen X, Y (auch
mehr noch als zwei) heilen (im statistischen Sinne) unabhéngig, wenn stets gilt,
dass P(X <aund Y < bund..) = P(X < a) - P(Y <b) ... Dagegen abzu-
grenzen ist der Sprachgebrauch, dass bei Funktionen die unabhingige Variable fiir
ein beliebiges Element des Definitionsbereiches steht und die abhingige Variable
der davon exakt abhiingige Funktionswert ist. Nun ist es eine Besonderheit gerade
dieses Kapitels, dass beide Bedeutungen stindig nebeneinander vorkommen. Das
liegt genau darin begriindet, dass hier ins Auge gefasst wird, eine Variable X im
Sinne der Statistik als unabhingige Variable und eine andere statistische Variable
Y als abhéingige Variable, also Y = f(X) aufzufassen, mindestens ndherungsweise.
Daher werden wir stets ausfiihrlicher die statistische Unabhingigkeit mit dem Ad-
jektiv statistisch” versehen. Steht blofl ,unabhiingig”, so ist das einfach im Sinne
von ,unabhéngige Variable” gemeint. Ferner tritt besonders auch die ,lineare”
Unabhéngigkeit von Variablen auf, was stets die Abschwiichung der statistischen
Unabhéngigkeit bedeutet (bei zwei Variablen X,Y: Cov(X,Y) =0).

Wir setzen stets voraus, dass wir so etwas wie einen funktionalen Zusammen-
hang zwischen zwei Variablen X und Y betrachten, die denselben Definitionsbe-
reich 2 haben. Wir haben gesehen, dass solche Variablen statistisch unabhdngig
sein konnen, dann ergibt die Kenntnis des X-Wertes keinerlei Information iiber den
Y-Wert. Antipodisch dazu steht der Fall, dass der Y-Wert durch den X-Wert ein-
deutig bestimmt ist; das heifit: Es gibt eine Funktion f, so dass stets gilt: Y-Wert
= f(X-Wert). Wir konnen damit X als unabhingige Variable, Y als abhingige
Variable auffassen. (Dies ist der einfachste Fall, in komplexeren Situationen wird
man stets mehrere unabhéingige und auch abhéngige haben.) Also genau: Fiir alle
w e N gilt: Y(w) = f(X(w)). Kiirzer formuliert man das gern so: Y = f(X),
exakter miisste es .Y = f hinter X geschaltet” heiflen. f ist dabei eine Funktion
R — R, und sie rechnet die Y-Werte aus den X-Werten aus, man kann sie nicht
etwa auf eine Variable wie X anwenden. Man beachte weiter, dass eine solche funk-
tionale Abhingigkeit eine Richtung hat; gibt es eine in der einen Richtung, so gibt
es nicht zwangsldufig auch eine fiir die andere Richtung. Das héngt daran, ob die
Funktion im relevanten Gebiet umkehrbar ist.

Beispiele fiir exakte funktionale Abhéngigkeit:

X = Preis in DM, Y = Preis in Dollar (bei einem festgelegten Wechselkurs).
In diesem Falle gilt Y = ¢ - X [detaillierter gesagt noch einmal: Fiir jede Ware
w gilt: Y(w) = f(X(w))], der Zusammenhang wird vermittelt durch eine lineare
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Funktion, sogar Proportionalitdt. Mit dem X-Wert liegt der Y-Wert eindeutig fest.
Ein dhnliches Beispiel: X = Temperatur in Celsius, Y = Temperatur in Fahrenheit.
Wieder hat man eine lineare Funktion, allerdings mit einer additiven Konstanten.

Ein nichtlinearer (aber auch exakter funktionaler) Zusammenhang: Y = zu-
riickgelegter Weg bei einem freien Fall, X = abgelaufene Zeit nach ,Loslassen”.
Hier hat man Y = %X 2. Das ist noch extrem einfach, es gibt wichtige wesentlich
komplexere funktionale Zusammenhénge.

Wir wollen in der Statistik jedoch auf inezakte (aber dennoch ,ungefihr” funk-
tionale) Zusammenhinge hinaus, und so etwas besprechen wir im Prinzip zu Beginn
des Abschnittes 2., im Einzelnen fiir den einfachsten linearen Fall in 2.1, verallge-
meinert in 2.2. Zum Versténdnis ist es jedoch wichtig, erst einmal zu wissen, wie
ein exakter funktionaler Zusammenhang aussieht. Das haben wir fiir den Fall ei-
ner unabhingigen und abhéngigen Variablen besprochen. Wenigstens ein Beispiel
wollen wir noch dafiir bringen, dass man zwei unabhéngige Variablen hat:

Population: Alle rechtwinkligen Dreiecke, X; = Linge der ersten Kathete (un-
wichtig, wie man das festlegt, fiir unser Beispiel ist das auch gleichgiiltig), Xo =
Liange der zweiten Kathete, Y = Linge der Hypotenuse. Dann kénnen wir nach
dem Satz des Pythagoras Y als Funktion von X; und X folgendermaflen ausrech-
nen: Y = X? + X2. Die Hypotenusenlinge (als abhiingige Variable) ist also eine
nichtlineare Funktion beider Kathetenlingen (als unabhéngiger Variablen). Ein
solcher Zusammenhang ist stets theoretischer Art, und man nennt so etwas daher
auch ,Modell”. Das Modell des funktionalen Zusammenhangs lisst sich in einer
Gleichung ausdriicken, und daher findet man zuweilen den etwas irrefithrenden und
ungliicklichen Ausdruck, diese Gleichung sei das Modell. Man lasse sich aber nicht
verleiten, zu glauben, diese simplen Modelle seien alles, was die Mathematik an Mo-
dellen zu bieten hiitte! Aber selbst beim funktionalen Zusammenhang handelt es
sich um ein ,Modell” durchaus in einem tieferen Sinne: Es wird mit einer mathema-
tischen Rechenoperation aus den Werten der Einflussvariablen ein Wert produziert,
den etwa die Natur unter den Bedingungen, welche durch die Werte der Einflussva-
riablen beschrieben werden, auf eine ganz andere Weise produziert, mit unendlichen
Komplikationen. Es ist eine gewaltige metaphorische Ubertragung, wenn man sagt,
die Natur ,rechne”.

Wir fassen noch einmal zusammen:

Gleichung fiir das Modell eines funktionalen Zusammenhangs zwischen
einer abhingigen Variablen Y und unabhingigen Variablen Xy, ..., X}, :

(1.1) Y = £(X,,.... Xy)

Man beachte: Es ist nichts iiber die Art von f gesagt, diese Funktion kénnte beliebig
einfach oder kompliziert sein, und sie ist stets nur im konkreten Einzelfall gegebener
Variablen zu spezifizieren, beispielsweise lautet das lineare Modell mit nur einer
unabhingigen Variablen: Y = aX + b.

In jedem Einzelfall stellen sich folgende Grundfragen: Gibt es iiberhaupt einen
derartigen Zusammenhang zwischen den interessierenden Variablen, und wenn ja,
welcher Art ist er dann, welche Funktion f beschreibt diesen Zusammenhang kor-
rekt (oder doch wenigstens: genau genug - dann kommen mehrere verschiedene
Funktionen in Frage, die sich durchaus zuweilen nach rationalen Prinzipien aus-
withlen lassen)? (Diese Grundfragen werden sich bei Betrachtung inezakter funk-
tionaler Zusammenhénge ein wenig modifizieren.) Diese Grundfragen sind je nach
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theoretischem oder empirischem Zusammenhang in vollig verschiedenartigen Wei-
sen anzugehen, das kann mathematisch-theoretisch deduzierend sein, aber in empi-
rischer Wissenschaft auch stark anhand gegebenen Datenmaterials vorgehen (dazu
mehr im nichsten Abschnitt).

Abschlielend bemerken wir noch, dass man im Zusammenhang mit solchen
Modellen gern die unabhéingigen Variablen auch ,Priadiktorvariablen” oder einfach
,Priadiktoren” nennt, das heiffit ,voraussagende Variablen” - man denkt dabei an
den Zweck, den Wert einer interessierenden ,Zielvariablen” (so nennt man dann
gern die abhiingige Variable) vorauszusagen, wenn man die Werte der Prédiktor-
variablen kennt. Beispiel: Man mochte aus sozialwissenschaftlichen Daten iiber
die soziale Umgebung eines Kindes dessen spéteren Berufserfolg etc. voraussagen.
So etwas geht natiirlich nicht exakt, aber immerhin kann man einige Variablen als
wesentliche EinflussVariablen erkennen und auch genauer erweisen. (Dieser Aspekt
wird im néchsten Abschnitt vertieft.)

2. Inexakte (statistische) funktionsartige Zusammenhinge

Es sollte naheliegen, die Inexaktheit einfach dadurch ins Spiel zu bringen, dass
man aus der Modellgleichung 1.1 eine Ungefiihr-Gleichung macht, also formuliert:

Y = f(X,,...,Xp).

Dies trifft jedoch nicht stets das Gewiinschte, einerseits méchte man spezifizieren,
wie gut denn das ,ungefdhr” ist (auf manchen Gebieten fiir mancherlei Zwecke
verlangt man sehr kleine Abweichungen), welche Fehler man also zu erwarten hat,
andererseits mochte man zumal auf Gebieten, in denen die meisten Einflussvaria-
blen auf eine Zielvariable unbekannt sind und bleiben, z.B. auf dem der Psychologie
oder Sozialwissenschaft, verniinftigerweise nicht gleich darauf hinaus, einen Wert
aus Werten von Einflussvariablen gleich mit guter Genauigkeit zu reproduzieren,
sondern man gibt sich durchaus mit einem groen Fehler zufrieden (,ungefiihr” ist
dann viel zu viel gesagt). Aber man mochte dann wenigstens wissen und beschrei-
ben, dass die betrachteten Einflussvariablen den Wert der Zielvariablen in nennens-
wertem Mafe erkliren, also einen guten Teil davon. ein wenig bemerkenswert, aber
durchaus typisch: Die Mathematik stellt ein Mittel bereit, das gleichermaflen geeig-
net fiir beide so verschieden erscheinede Zwecke ist. Der Kunstgriff ist sehr einfach
und besteht darin, aus der ,ungefihr”-Gleichung eine genaue Gleichung zu machen
und das nicht Aufgehende gesondert als damit implizit definierte Fehlervariable
oder Rest aufzufiihren (statistisches Gegenstiick zur Formel 1.1):

(2.1) Y = £(X,, ..., Xn)+E.

(E fir ,error”, d.h. Fehler.) F ist also definitionsgemdfS die Differenz Y —
f(Xy,...,X,). Die Fehlervariable zu beschreiben, das heifit die Qualitét des in-
exakten funktionalen Zusammenhangs zu beschreiben. Der exakte Fall ist gleich
mit enthalten: Dabei ist einfach die Fehlervariable die Konstante mit Wert Null.
Wir wollen nunmehr sehen, wie man sowohl fiir hohe Genauigkeit als auch fiir gerin-
ge etwas Substantielles iiber E aussagen kann. Im ersteren Fall wiirde man etwa als
Resultat befriedigend finden, der Wert von E betrage stets (oder mit spezifizierter
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hoher Wahrscheinlichkeit) nur ein Prozent (oder gar ein Tausendstel etc.) vom Soll-
wert, dem Y-Wert. Im letzteren Falle, z.B. in der Sozialwissenschaft oder Psycholo-
gie, formuliert man typisch Resultate der Form: ,Der Anteil der Varianz der Zielva-
riablen Y, der durch den funktionalen Zusammenhang erkéirt wird (also durch den
Wert f(Xy,...,X5)), betréigt ...”. Ebenso gut kann man das ausdriicken durch den
Anteil, den die Varianz von F an der Varianz von Y hat, also durch den Quotien-
ten 02(E)/o?(Y). (Genauer ist dies dann der Fall, wenn die Variablen f(X7,...X))
und F linear unabhiingig sind, so dass gilt: 02(Y) = o?(f(X1, ..., X»)) + 02(E).)
Somit lohnt es in beiden Fillen, die Eigenschaften von E zu beschreiben, um die
Qualitéit der versuchten funktionalen Erkldrung zu erfassen. Nun stellen wir das
Grundproblem konkreter fiir den Fall einer empirischen Wissenschaft, die in der Si-
tuation steht, dass man keine tieferen theoretischen Mittel zur Hand hat, sondern
sich stark an gegebene empirischen Daten halten muss:

Grundsituation und Grundproblem:

Man hat empirische Daten der Form (m&l), ...ng), y(i)), 1 <1t < n,d.h. n Beispie-
le fiir Werte der Pridiktoren und den zugehorigen Wert der Zielvariablen. Gesucht
ist eine Funktion f, die fiir die gegebenen Beispiele (die gegebene Stichprobe) den
besten funktionalen Zusammenhang darstellt. Dies Problem ist durchaus nicht ganz
einfach, vielmehr ist man zunéchst darauf angewiesen, aus der Durchsicht der Daten
eine giinstige Klasse moglicher Funktionen, gewshnlich mit Parametern definiert,
auszusuchen und auszuprobieren. Niemals weifl man (sofern man nicht iiber tiefe-
re theoretische Prinzipien verfiigt), ob es noch bessere gibt oder nicht. Allerdings
verhilft die Mathematik dann zu zweierlei: Erstens kann man mit mathematischer
Extremwertrechnung die optimale Funktion aus der anvisierten Klasse aussondern
(tatéichlich ausrechnen), zweitens dann beurteilen, wie weit man damit gekommen
ist. Reicht das Resultat fiir die gegebenen Zwecke aus, so ist es gut, andernfalls hat
man immerhin die Moglichkeit, sich eine giinstigere Klasse von Modellfunktionen
auszudenken. Man kommt also auch zu einem verniinftigen Urteil dariiber, was die
ausprobierte Klasse taugt.

Nunmehr wenden wir uns der Losung des Optimalitétsproblems speziell fiir eine
lineare Funktion f zu und beschrinken uns zuniichst auf eine einzige unabhingige
Variable. (Fiir Verallgemeinerungen vgl. Abschnitt 2.2.)

2.1. Linearer Zusammenhang zwischen zwei Variablen: Regressions-
gerade. Wir betrachten hier speziell das lineare Modell (also mit linearer Funktion
f) fiir nur eine einzige Pradiktorvariable, die zugehorige Gleichung lautet:

(2.2) Y =aX +b+E.

Wir setzen in den folgenden Abschnitten generell voraus, dass o*(Y) # 0 und
02(X) # 0. Wire némlich 0?(Y) = 0, so wiire Y eine Konstante, und wir konnen
Y perfekt durch diese Konstante b mit a = 0 wiedergeben, das ganze Problem wére
ins vollig Uninteressante trivialisiert. Wire dagegen 0?(X) = 0, so wiire X eine
Konstante, ohne Varation, und der Wert von X konnte keinerlei Information iiber
variierende Werte von Y geben, es wire also von vornherein unmoglich, Y auch nur
zu einem kleinen Teil als Funktion von X vorauszusagen, unser Projekt wire von
vornherein gescheitert.

Es seien X und Y nun zwei beliebige Variablen. Wie sollte man dann die
Parameter a und b optimal wihlen, so dass von der Variation der Y-Werte so
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viel wie moglich durch die lineare Funktion von X erklirt wird, der Fehler E also
minimalisiert? Wie wire ,,Optimum” priziser zu fassen? Ein sehr einfacher Ansatz
dazu besteht darin, folgende geringfiigigen und selbstverstindlichen Forderungen
an die Wahl von a und b zu stellen:

D uE) = 0
2) Cov(aX +b,E) = 0. (Fiir a # 0 gleichwertig: Cov(X,Y) =0.)

Erinnerung: Cov(X,Y) = p[(X — p(X)) - (Y — u(Y))].

Zur Selbstversténdlichkeit: Wire u(E) # 0, so konnte man sofort den Mittel-
wert u(E) der Konstanten b zuschlagen und hiitte dann eine neue Fehlervariable
mit Mittelwert 0. Die zweite Forderung ist deswegen verniinftig, weil eben der
ganze lineare Zusammenhang zwischen X und Y in aX + b enthalten sein sollte,
eine weitere lineare Abhéngigkeit zwischen E und aX + b (gleichwertig zwischen
E und X, wenn nur a # 0) also nicht mehr bestehen sollte. Allerdings werden
wir erst mit dem hier herzuleitenden Resultat diese Bedeutung der Forderung 2)
an die Kovarianz erkennen. Dagegen wissen wir bereits, dass 2) die Bedeutung
einer Abschwichung der statistischen Unabhingigkeit zwischen E und X besitzt.
Erstaunlich ist es, dass diese schwachen Forderungen geniigen, um bereits a und b
eindeutig zu bestimmen! Spéter werden wir auch sehen, in welchem Sinne damit die
Fehler minimalisiert werden und die mittels 1), 2) ausgesonderte Losung optimal
ist.

Wir folgern nunmehr aus 1) und 2), wie a und b aussehen miissen:

Kovarianz Null bedeutet, dass Summenbildung und Varianz vertréglich sind
(vgl. den Abschnitt iiber das Rechnen mit Mittelwerten und Varianzen, den wir
auch fiir weitere Rechnungen hier stark benutzen miissen), also haben wir:

o2(Y) = o*(aX +b) + 0*(E) = 0*(aX +b) + 0*(Y — aX —b). (Def. von E!)

Nun gilt ganz allgemein, dass 02(X) = pu((X —u(X))?) = u(X?)—p2(X) (dabei ist
u2(X) = (u(X))?), auch hat man das Analogon dazu fiir die Kovarianz: Cov(X,Y) =
w(XY)—pu(X)u(Y), also erhalten wir unter Benutzung der Tatsache, dass Addition
einer Konstanten zu einer Variablen nichts an der Varianz &ndert:
p(YV?) = 2(Y) = a®o*(X)+p((Y = aX)?) = p*(Y — aX)
= p(X?) = a2 (X) + p(Y?) = 2au(XY) + a*u(X?)
—1*(Y) + 2ap(X)u(Y) — a*p*(X)
— ) - ()
—2ap(XY) + 2ap(X)pu(Y) 4 2a*u(X?) — 2a2p?(X)
= u(Y?) = p2(Y) - 2aCov(X,Y) + 2a%0*(X).
Damit resultiert die Gleichung
_ Cov(X,Y)
- H(X)

Auflerdem ergibt die erste Forderung sofort

WE) = (Y —aX = b) = p(Y) —ap(X) =0 =0,

. (Wir setzten 0?(X) # 0 voraus!)
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also
b=p(Y) — ap(X).

Bemerkung: Eleganter wird die Rechnung, wenn man sie unter der Voraussetzung
w(X) = pu(Y) = 0 ausfiihrt und von da aus theoretisch bequem auf den allgemeinen
Fall schlieBt, was dem Anfinger jedoch eine zusétzliche Schwierigkeit bedeuten
kann.

Damit haben wir die Parameter der (besten, s.u. Abschnitt 2.1.3) linearen Funktion
zur Voraussage der Y-Werte aus den X-Werten bestimmt. Man nennt die zugeho-
rige Gerade Regressionsgerade, und die soeben berechneten Parameter heiflen
Regressionsparameter. Um die Richtung der Voraussage mit zu bezeichnen, no-
tiert man auch gern in unseren Rechenergebnissen (der Punkt dient hier nur zur
Trennung und kann auch fehlen, man denke hier nicht an ,mal”!):

Cov(X,Y)

(2.3) ay.x = UQ(X)

, by.x = p(Y) — au(X).

Man beachte, dass fiir die andere Voraussagerichtung (von Y auf X) andere Werte
ax.y, bx.y herauskommen, natiirlich mit den analogen Formeln, die durch Vertau-
schen der Buchstaben X, Y entstehen.

Eine erste Bemerkung zur Interpretation des Resultats fiir a: Wenn a = 0 her-
auskommt, so bedeutet dass: Die Variation von X trégt linear nichts zur Erklérung
der Variation von Y bei, d.h. X und Y sind linear unabhéingig. Aber a = 0 be-
deutet nach unserer Formel, dass Cov(X,Y) = 0. Damit haben wir erklart, warum
diese Kovarianzbedingung mit Recht ,lineare Unabhiingigkeit” genannt wird.

2.1.1. Der Korrelationskoeffizient p(X,Y") als Maf fiir die Stirke des linearen
Zusammenhangs zwischen X und Y. Wir schauen nach der Qualitit der linearen
Voraussage der Y-Werte aus den X-Werten, d.h. danach, wie hoch die Varianz
des Fehlers, 02(E), relativ zur Varianz der Zielvariablen Y ist. Wieder ist unsere
Varianzzerlegung gemif Forderung 2) entscheidend:

o?(Y) = d%(aX +b) + 0*(E) = a*0*(X) + o*(E).

Wir dividieren diese Gleichung durch o?(Y) (das ist nach Voraussetzung # 0) und
erhalten, indem wir den ausgerechneten Wert fiir a einsetzen:

~ Cov?(X,Y)o*(X) n o*(E)  Co*(X)Y)  o2*(E)

-~ (Y)ol(X) o2(Y) o2 (Y)oR(X) = o*(Y)

Hier tritt im ersten Summanden eine interessante Grofie auf, durch die man offenbar
den Anteil der Fehlervarianz an der Varanz von Y ausdriicken kann:

DEFINITION 17 (Korrelationskoeffizient zweier Variablen). Der Korrelationsko-
effizient der Variablen X,Y mit nichtverschwindenden Streuungen, bezeichnet mit
o(X,Y), ist definiert als

Cov(X,Y)
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Damit haben wir folgende Zusammenhinge: p?(X,Y) (der erste Summand
oben) ist der Anteil der Varianz der Zielvariablen Y, welcher durch lineare Regres-
sion auf X erkldrt ist, und entsprechend ist

o*(E)
oY)’
der Anteil der Varianz von Y, der nicht durch den linearen Zusammenhang aus X

erklart wird.
Folgerung: Es gilt stets

(2.5) 1-p*(X,)Y) =

Denn in der vorigen Formel steht auf der rechten Seite eine Zahl > 0, somit muss
p*(X,Y) < 1 gelten, also kann der Korrelationskoeffizient nur Werte im Bereich
[—1, 1] annehmen.

Ubrigens kann man (mit kleiner Ungenauigkeit) o(E) als mittleren Fehler der
Voraussage der Y-Werte durch die X-Werte interpretieren.

Beispiel:

Wir nehmen eine Gruppe von 10 Studenten als Gesamtpopulation (wir reden
also von p, p,a,b statt von Schitzwerten T, 7, 7, 6,3 - vgl. zu diesen den nichsten
Abschnitt 2.1.2), die Variable X sei die Punktezahl in einer Statistikklausur, die
Variable Y die Punktezahl in einer Methodenklausur. Die zugehorige Wertetabelle
aus den Wertepaaren (X-Wert, Y-Wert) (,bivariat” nennt man das in gewissen
Kreisen gern, ,multivariat”, wenn es noch mehr als zwei sind, also bei mehreren
Pradiktoren) sehe so aus:

(20, 40), (25,45), (16, 30), (30,40), (22, 50), (15, 33), (28, 41), (32, 50), (23,41), (24, 37).

Zuniichst sollte man den zugehorigen Punkteschwarm in der (X, Y)-Ebene auf-
zeichnen, das ergibt die Kreuze in folgender Graphik:

551
501 + +
45} +

40} + +

35)

30f +

2510 15 20 X 25 30 35

Man sieht im Beispiel, dass es Leute gab, die bei der einen Klausur relativ
gut und bei der anderen nicht so gut waren, aber immerhin ist ein linearer Trend
deutlich erkennbar (in vergleichbaren Beispielen kommt iibrigens meist ein noch
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viel besserer linearer Zusammenhang als hier heraus). Wir konnen folgende Werte
ausrechnen - das geht auch schon bequem mit jedem Taschenrechner, der Paardaten
aufzunehmen fihig ist):

p = 0.65692.

(Vielfach kann man 0.8 und mehr bei solchen Beispielen sehen.) Das ist immerhin
etwas. Der Anteil der Varianz von Y, der durch lineare Regression auf X erklért
wird, ist also p? = 0.43154 oder etwa 43%. Die Regressionsparameter kann man
ebenfalls auf einem Taschenrechner ablesen, wenn auch nicht in dieser genauen
Form von Briichen:

" 13
17’
1932
b =5 die Regressionsgerade lautet also
13 1932
Y — —_—
17 + 85

Sie wurde in der Graphik oben bereits eingezeichnet. (Rechnung sowie Zeichnung
anzufertigen ist duflerst langweilig und sollte man am besten einem geeigneten Com-
puterprogramm iiberlassen, man muss dazu lediglich lernen, in welcher Form die
Daten einzugeben sind, das ist bei verschiedenen Programmen immer wieder anders
und natiirlich erst recht duferst langweilig.)

Bemerkung 1: Dieselben Werte erhilt man als Schitzwerte fiir die richtigen
Werte, wenn es sich nur um eine Stichprobe handelt, allerdings miissen die Stich-
proben recht grof3 sein, wenn sie gut, also mit einiger Sicherheit einigermaflen genau
sein sollen, vgl. dazu den ndchsten Abschnitt 2.1.2.

Bemerkung 2: Wir wollen hier einmal quantitativ nachschauen, wie genau die
Voraussage der Y-Werte durch die X-Werte in unserem Beispiel ist. (Wir wissen
natiirlich bereits, dass die Regressionsgerade die beste lineare Vorhersage gibt, und
wir sehen im Beispiel am Punkteschwarm keinen Anlass, es mit einer nichtlinearen
Funktion zu versuchen.) Dazu betrachten wir den mittleren quadratischen Fehler
der Vorhersage, das ist einfach

10 2
1 I S L T V. e
10;(:% e 85) = 02(E) = (V) - (1- 7).

Das brauchen wir also gar nicht konkret auszurechnen, vielmehr lesen wir o2(Y)
sofort aus dem Rechner ab, und p? haben wir bereits. Es ergibt sich in unserem
Beispiel der mittlere quadratische Fehler der linearen Vorhersage

38.01 - (1 — 0.656922) = 21.607.

Mit leichter Ungenauigkeit kénnen wir die Wurzel davon, das ist natiirlich o (F), als
mittleren absoluten Fehler dieser Vorhersage angeben, also etwa 4.65. Das bedeu-
tet also, dass wir im Mittel die Punktezahl der zweiten Klausur mit nur etwa 4.65
Punkten Fehler, das ist etwa 10% von der Groflenordnung der vorauszusagenden
Werte, voraussagen konnen, und das ist recht gut, es macht keinen Notenunter-
schied. Im Finzelfall liegt die Voraussage natiirlich auch einmal griindlich dane-
ben! Der mittlere absolute Fehler ist natiirlich genau genommen nicht dasselbe wie
die Wurzel aus dem mittleren quadratischen Fehler, im Beispiel wollen einmal die
Werte vergleichen:
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Der mittlere absolute Voraussagefehler im Beispiel betrigt

1 Jo

P>

=1

Wir sehen also, dass der Unterschied zur Wurzel aus dem mittleren quadratischen

Fehler nicht allzu grof§ ist. Dafiir haben wir mit dem quadratischen Fehler (der

Varianz) eine Grofle, mit der sich systematische theoretische Rechnungen wesent-

lich leichter und iibersichtlicher gestalten als solche mit Absolutwerten - alle all-

gemeinen Resultate insbesondere dieser Abschnitte wiiren damit nicht anndhernd

moglich!Schitzwerte fiir die Regressionsparameter und den Korrelationskoeffizien-
ten anhand von Stichproben

Alle interessierenden Zahlwerte berechnen sich durch Kovarianz und Varian-

zen, und so liegt es nahe, die iibliche Varianzschéitzung anhand von Stichproben
einzusetzen, die man analog auch fiir Kovarianzen durchfiihrt:

13 1932
Vim i g | 38

S(X) = (X)) =T,

—

Co(X,Y) = =

n—1
Damit erhalten wir (man beachte, dass sich die Nenner n — 1 wegkiirzen):

S (@i~ F)(y: — )
(2.6) FXY) = p(X,Y) = ——= ,

ay.x =

Man nennt diese auch den ,empirischen” Korrelationskoeffizienten und die ,empi-
rische” Regressionssteigung. Bemerkung: Wenn die z;, 1 < ¢ < n, alle Werte der
Gesamtpopulation sind, zu den einzelnen Populationsmitgliedern, mit eventuellen
Wiederholungen also, dann kommen bei diesen Formeln natiirlich p und a heraus!

Wie genau ist die Schiitzung eines Korrelationskoeffizienten (und
entsprechend der Regressionssteigung) anhand einer Stichprobe?

Folgende Graphiken zeigen auf, dass man fiir verniinftige Qualitit unange-
nehm hohe Stichprobenumfinge benétigt: Fiir verschiedene Stichprobenumfinge
zeigen sie die Verteilung der empririschen Korrelationskoeffizienten und insbeson-
dere die Breite eines 95%-Vertrauensintervalls fiir den Korrelationskoeffizienten.
Dabei haben wir die idealtypische Situation zugrundegelegt, dass in Wirklichkeit
gilt: Y = X 4 E, mit einer normalverteilten Variablen X und einer von X stati-
stisch unabhéngigen und ebenfalls normalverteilten Variablen E, deren Mittelwert
Null ist. (Man vermute den Grund fiir die halbwegs deprimierenden Ergebnisse
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also nicht etwa darin, dass die betrachteten Variablen iiberhaupt das Korrelations-
konzept nicht korrekt anwenden lassen, im Gegenteil handelt es sich um den ma-
thematisch idealen Fall der Anwendbarkeit, der so genau fiir empirische Variablen
niemals vorliegt.) Den richtigen Korrelationskoeffizienten p kennen wir natiirlich,
wir konnen ihn iiber 0?(E)/0%(Y) = 1 — p? beliebig einstellen. Wir wiihlen im
Beispiel den Wert p = 0 und im zweiten den Wert p = 0.5 (das ist in manchen

Zusammenhéngen (Eignungstests etc.) schon hoch).

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

95%-Vertrauensintervalle filr em-

pirische Korrelationskoeffizienten

bei Stichprobenumfingen n=10, 20,
50, 100, 200, 500. (Korrekter Kor-

relationskoeffizient war Null.)

-0.1—
0.2
0.3
0.4
-0.5—
-0.6—

-0.74

0.9 —
0.8 —
0.7 —
0.6 —
0.5 —
0.4 —

0.3 —

0.2 —

0.1

Ebenso: Diesmal liegt der
korrekte
Korrelationskoeffizient bei 0.5.

-0.1—

2.1.2. Die Regressionsgerade als Lisung eines Extremwertproblems. Hier lei-
ten wir die Regressionsgerade noch einmal her als ,optimale” Gerade zu einem
Punkteschwarm (x;,y;), 1 < i < n, dabei lernt man die wichtige und verbreitete
»Kleinste-Quadrate-Methode” (engl. ’least squares’) kennen. Fiir eine Gerade mit
(beliebigen) Parametern a, b hat man den Voraussagefehler y; — az; — b fiir das i-te
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Beobachtungspaar. Damit ist
n
fla,b) = Z(yt — azx; — b)? = quadratischer Gesamtfehler
i=1
bei Vorhersage von Y durch die Variable aX + b

ein verniinftiges Ma$ fiir die Qualitét der Vorhersage. Die beste Gerade wiire dem-
nach gerade die, fiir welche f(a,b) minimal wird. (Wir werden gleich sehen, dass
es eine einzige Gerade gibt mit minimalem quadratischem Gesamtfehler.) Dies ist
eine sehr einfache Extremwertaufgabe, ein wenig erschwerdend ist es nur, dass die
Funktion f, deren Wert minimalisiert werden soll, eine Funktion von zwei unabhin-
gigen Variablen ist. Fiir den vorliegenden konkreten Fall kénnen wir dies Problem
umgehen, stellen seine Losung jedoch im néichsten Abschnitt 2.2 vor, der sich dem
verallgemeinerten Regressionsproblem widmet.

Losung des Extremwertproblems:

Zuniichst setzen wir mit derselben Begriindung wie oben wieder b = u(Y) —
ap(X), was wir hier konkreter 7 — aT schreiben konnen, da wir ausschliefflich die
vorgegebenen Wertepaare betrachten wollen. Dann reduziert sich unser Problem
auf die Aufgabe,

n
9(a) = 3" (i — oz~ + aT)?
i=1

zu minimalisieren. Wir bilden die erste Ableitung und setzen sie gleich Null:
n
g'(a) = 22(5 —z;)(y; —ax; — g+ ax) =0.
i=1

Das ist eine simple lineare Gleichung fiir a, man hat lediglich die Glieder mit dem
Faktor a zu isolieren, auszuklammern und kann auflosen (fleiBig > x; = nT benut-
zen!) zu:

o 2Ty —nTy (2 —T)(yi —7)
DL D (o E

Die letzte Gleichung ergibt sich daraus, dass man wieder 0?(X) = u(X?) — p?(X)
und das Analogon fiir die Kovarianz benutzt, was man leicht konkret ausrechnet.
Das Resultat ist dasselbe wie oben. Man sieht leicht, dass es sich wirklich um ein
absolutes Minimum handelt, da g eine quadratische Funktion zu einer nach oben
geoffneten Parabel ist. Wir haben also zu einem endlichen Punkteschwarm die im
Sinne des Kleinsten-Quadrate-Kriteriums optimale Gerade ausgerechnet.

Man kann das Problem auch abstrakter fassen und eine Variable a X + b derart
suchen, dass die Varianz der Fehlervariable E - das ist eine Funktion von a und b -
minimalisiert wird, also wieder ausgehen von

Y = aX+b+ E, also
E = Y —aX —b, zu minimalisieren ist daher:
gla) = o*(E)=0*(Y —aX) = p((Y - aX)?) - p*(Y — aX)

= a*0*(X) —2aCov(X,Y).
Man hat sofort
g (a) = —2Cov(X,Y) + 2a0*(X).
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Null wird das genau fiir

_ Cov(X,Y)
"= %)

und auch das ergibt sofort - und am elegantesten - die alte Formel. Interessant ist
es dabei, dass nichts iiber die auch nur lineare Unabhingigkeit zwischen X und F
vorausgesetzt wurde, dass man diese vielmehr als Konsequenz der Minimalitéit von
0?(E) mit dem ausgerechneten Parameter a erhilt.

2.2. Verallgemeinerung des Problems auf mehrere unabhingige Va-
riablen und auf nichtlineare Regression. Wir behandeln zunichst den linearen
Fall mit mehreren unabhéngigen Verdnderlichen, also die Modellgleichung:

(27) Y=a1 X1 t+aXo+ .. +a, X, +E.

Man beachte, dass eine additive Konstante hier iiberfliissig ist, weil man dafiir etwa
eine Variable (Erinnerung: Das klingt komisch, aber wir waren immer in der Lage,
Variablen mit nur einem Wert - also Streuung Null - ebenso zu behandeln wie alle
anderen!) X,, = Konstante mit Wert 1 zusétzlich zu den anvisierten Variablen
hinzufiigen kann. Dann ist a,, die additive Konstante. Nunmehr ist die zu mini-
malisierende Varianz von E eine Funktion von den n Parametern aq, ..., a,. Diese
sind also nunmehr unsere unabhéngigen Variablen der Funktion

g(ah "'7an) = 02(Y - ZGJZX’L)
i=1

Gesucht ist die (wieder stellt sich heraus, dass es eine einzige gibt) Parameterfolge,
fiir die das minimal wird. Es liegt nahe, dass man dazu auch die Ableitung benutzt,
die wir aber fiir Funktionen mehrer Verénderlicher noch gar nicht kennen. Die Idee
dazu kénnen wir jedoch anhand unseres Extremwertproblems leicht einfiihren:

Stellen wir uns vor, fiir die konkrete Folge (b1, ..., b,) hiitten wir einen loka-
len Extremwert von g, d.h. fiir alle (aq,...,a,) in einer kleinen Umgebung von
(b1, ..., by) gilte g(ay,...,an) > g(b1,...,b,). Dann gilt insbesondere fiir a; in einer
kleinen Umgebung von by, dass g(a1,ba, ...,b,) > g(b1,...,by,). Das heifit aber, dass
an der Stelle by ein lokaler Extremwert der Funktion h(a) = g(a,bs,...,b,) liegt.
Also kénnen wir folgern, dass h/(b1) = 0 gilt. Das ist eine Gleichung mit den Un-
bekannten b1, ..., b,,. Dasselbe kénnen wir nun fiir jede Variable von g durchfiihren,
und so erhalten wir n Gleichungen fiir unsere n Unbekannten. Die Idee war also,
aus einer Funktion mit 7 unabhéngigen Verdnderlichen n Funktionen mit nur einer
zu machen und deren Ableitungen zu betrachten. Man variiert also immer nur eine
Variable und betrachtet die anderen als konstant. Dafiir hat man nun eine bequeme
Notation und verbale Bezeichnung:

Partielle Ableitungen von einer Funktion g:(a1,...,a,) — g(a1,...,an):

(28) g(a’17 .-.,a") = h;(a/z), wobel

8(%
hi(a;) = g(a1,...,an), worin nunmehr alle a;, j # 1,

als duflere Parameter betrachtet werden.
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Notwendige Bedingung fiir das Auftreten von lokalen Extremwerten bei einer Funk-
tion mehrerer Veriinderlicher ist demnach das Verschwinden aller partiellen Ablei-
tungen (sofern diese existieren). Ubrigens errechnet man aus den partiellen Ablei-
tungen auch die Gesamtableitung zur linearen Approximation, Existenz der letzte-
ren ist aber noch etwas mehr als blofle Existenz der partiellen Ableitungen.

Wie sieht nun das Gleichungssystem in unserem Beispielproblem aus, das durch
diesen Prozess entsteht? Gliicklicherweise ist es viel einfacher als man allgemein féin-
de, néimlich ein lineares (quadratisches) Gleichungssystem, das man stets eindeutig
lssen kann, wenn nur die Gleichungen unabhéngig (wieder ein anderer Begriff von
Unabhingigkeit - keine Gleichung soll aus den iibrigen folgen, und die Gleichungen
sollen miteinander vertriglich sein) sind. (Bei Daten zu Pradiktorvariablen lduft
das in unserem Beispiel auf eine gewisse (das ist iibrigens wieder eine andere Unab-
héngigkeit, ndmlich die lineare im Sinne der Vektorraumtheorie!) Unabhéngigkeit
der einzelnen Variablen hinaus. Klar ist z.B., dass man nicht erwarten kann, Y
eindeutig als ag X + a2 X darzustellen (hier wire X; = X3). Mehr und besser noch:
In unserem linearen Spezialfall gelangt man mit der eindeutigen Lésung auch zu
einem absoluten Minimum, also Optimum.

Das lineare Gleichungssystem fiir die Modellgleichung
Y = ale + ...+ aan—i—E

Tatséchlich lisst sich diese sehr leicht ausrechnen. Man hat mit der Forderung
1(E) =0 (unter den Pradiktorvariablen sei eine Konstante untergebracht, dann ist
das unproblematisch):

glay,...,an) = a? (Y — iaﬂ@) =pu (Y — zn:aiX¢> (mit p(E) =0)
I3 (Y2 — QZain‘Y + (Z aiXi)Q)

= u(Y?) -2 Zam(XiY) + ZaiajM(Xin) + Z‘I?M (X?)
] i=1

Dies ist zu minimalisieren. Dies ergibt das System der folgenden n linearen Glei-
chungen, von denen die i-te lautet:

0
60,1‘

gar, ..oy an) = =2u(X;Y) + 23 " a;u(X; X;) + 2a; (X7) = 0.
i#
Ordentlich als lineares Gleichungssystem hingeschrieben, nach Division durch 2:
Zaj,u(Xin) +aip (X7) = p(X;Y), 1 <i<n.
i#]
In der konkreteren vertrauteren Form als lineares Gleichungssystem mit Piinktchen
geschrieben:

(2AQ(XE) 4 aou(X1Xo) + asp( X1 X3) 4+ ... +anu( X1 X,) = pw(X1Y)
a1 p(XoX1) + aopu(X3) + azp(XoX3) 4 ... + anp(XoX,) = p(X1Y)

=

o= (weitere Zeilen)
a1 (XnX1) + aop(XnXo) + asp( X X3) + ..+ anu(X32) = w(X,Y).
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Wenn die Variablen nur endliche Population haben oder aber mit Stichproben ge-
arbeitet wird, dann stimmt die Losung dieses Gleichungssystems wieder mit der
Kleinsten-Quadrate-Losung iiberein, und das Gleichungssystem erhilt die konkre-
tere Gestalt, nach Weglassen der Faktoren %: Wir bezeichnen mit z;  (man konnte
das auch ohne Komma schreiben, das Komma dient nur zur Verdeutlichung dessen,
dass es sich um einen Doppelindex handelt, nicht etwa um ein Produkt) den Wert
der Variablen X; beim k-ten Populations- bzw. Stichprobenmitglied, mit v, den
Wert der Variablen Y bei eben diesem Mitglied. Dabei laufe k£ von 1 bis N =
Populations- bzw. Stichprobenumfang. (Diese Zahl N miissen wir sorgsam unter-
scheiden von n, der Anzahl der benutzten unabhingigen Variablen. Normalerweise
wird n sehr klein gegen N sein.)

N N N N N
2
ai E T, T a2 E T1,i%2,; + a3 E 1,235+ ... +an E T1,iTn,g = E T1,iYs
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N N
2
ay E T2,;T1,5 1 G2 E Ta; +as E T2,;T35 + ... + an E T2,iTn,; = E T2,iYi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N N
2
ay E Tp,iT1,; + a2 g Tp,iT2,; + ag g Tp, i35+ ..o+ Qpn g Tpi = E Tn,iYi-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Manchmal wird hier zwecks groBerer Ubersichtlichkeit die Notation [z;z;] fiir
Zi\;l Zi kT k bzw. [zy] fiir Zi\;l x; kY verwandt. In der i-ten Zeile steht also auf
der rechten Seite [x;y], auf der linken bei der Unbekannten a; der Faktor (Koeffizi-
ent) [z;x;]. Ubrigens lssen Computerprogramme diese Gleichungssysteme bequem
auf, nachdem man in gecigneter Weise die Vektoren (1, 22k, T3 ks Tn ks Yk),
1 <k < N, eingegeben hat.

Zur Konkretisierung schauen wir einmal nach, was wir mit n = 2, X; = X,
X5 =1 bekommen. Wir schreiben auch a fiir a; und b fiir as. Natiirlich ist das ge-
nau das einfache Modell der linearen Regression mit einer unabhéngigen Variablen,
das wir oben besprachen, und selbstverstindlich sollte das alte Ergebnis heraus-
kommen. Aber an diesem kleinen Beispiel kann man schon das Funktionieren des
verallgemeinerten Ansatzes beobachten. Das Gleichungssystem lautet konkret (mit
den Summen, nicht den Erwartungswerten) - man beachte, dass stets xo; = 1, da
Xo konstante GroBle mit Wert 1 ist, auerdem x; j, nunmehr vereinfacht z; heifit:

N N N
ain—s—wak Zivkyk
k=1 k=1 k=1
N N N N
aszerZl Zyk (beachte:leN).
k=1 k=1

k=1 k=1

Dies ist ein iibersichtliches (lineares ohnehin) (2 x 2)-Gleichungssystem, und wir
I6sen es auf: Die zweite Zeile ergibt sofort

1< 1
b:N;yk—a-NkZ_lxkzy—aT.
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Eingesetzt in die erste Gleichung:

N N N N
k=1 k=1 k=1 k=1
ergibt das

2wy — Nz Y (2 —T)(yr — 1)

B Ya? — Nz2 N S(z — T)?

Tatséichlich das alte Resultat. (Darum ging es natiirlich nicht, das wurde oben ele-
ganter hergeleitet, sondern es war nur um ein konkretes lineares Gleichungssystem
zu tun, wie es sich bei mehreren unabhéngigen Variablen ergibt.)

Zuvor fragten wir im Falle von nur einer unabhéngigen Variablen X danach,
welcher Anteil der Varianz von einer Zielvariablen Y durch lineare Regression auf
X erkliirt ist, und erhielten als Antwort: p?(X,Y’) beschreibt genau diesen Anteil.
Analoges ist auch bei mehreren unabhéngigen Variablen vorzunehmen:

a

DEFINITION 18 (multipler Korrelationskoeflizient). Der multiple Korrelations-
koeffizient fiir die Regression von'Y auf Xi,..., X, wird mit R (Y|Xq,...,X,) be-
zeichnet und ist folgendermafen definiert: Sei

n
Y = Z a;X;+c+E
i=1
die Regressionsgleichung mit den zuvor berechneten Regressionskoeffizienten, dann
18t
A~ n A~
Y := Z a; X; + ¢, manchmal ausfihrlicher Y (Xq,...,X,,) geschrieben,
i=1
die lineare Schatzgrofie firY aus Xy, ..., X,,, und man definiert

R(Y|X1, ..., Xn) := p(Y,Y).

(Das ist der gewdhnliche einfache Korrelationskoeffizient zwischen diesen beiden
Variablen.)

Bemerkung zur Bezeichnung: Eigentlich sollte man grofles griechisches ,R”
verwenden, das sieht aber so aus: P, was fiir Wahrscheinlichkeitsfunktion vergeben
ist. Fiir die empirische Schétzung sollte man daher konsequent ,ﬁ” verwenden, was
sich wie oben unter Einsetzen der empirischen Regressionskoeffizienten a; mittels
r(Y, ?empi,,.) (empirischer Korrelationskoeffizient, s.o. 2.1.2) ergibt, mit )Afempir =
Z?:l a; X, + c.

SATZ 13. Man hat mit den Bezeichnungen der Definition:

(V)
R (Y|Xy,..,X,) = 7

Das ist der Anteil der Varianz von Y, der durch lineare Regression auf X1, ..., X,
erkldart wird.

Der Grund ist einfach der, dass die Fehlervariable £ wieder linear unabhéngig
ist von Y und sich somit wie im einfachen Fall die Varianz von Y zerlegt als 0%(Y) =
o?(Y) + o (E).
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Verallgemeinerung auf nichtlineare Regression

Tatséichlich kann man mit dem gelosten Problem fiir den linearen Spezialfall
auch nichtlineare Abhéingigkeiten funktional darstellen. Dazu bedient man sich des
einfachen Kunstgriffs, nichtlineare Funktionen Z; = f;(X;) der Pridiktorvariablen
als neue Pradiktorvariablen Z; zu nehmen und dann fiir diese den linearen Ansatz

Y=aZ1+..vanZ,+ FE

zu machen. Man rechnet wie oben fiir den verallgemeinerten linearen Ansatz gezeigt
und hat damit ¥ mit dem Fehler E als nichtlineare Funktion der X; dargestellt.
Selbstverstéindlich kann man auch allgemeiner Préidiktoren der Form f;(X7, ..., X,),
mit einer vollig freien Anzahl dieser Funktionen f; (also nicht notwendig n) versu-
chen. Natiirlich besteht das Hauptproblem darin, geeignete nichtlineare Funktionen
zu finden, was man keineswegs schematisieren kann. Manchmal hat man Erfolg da-
mit, ein Polynom gewissen Grades in den Xi, ..., X,, zu verwenden. Der Ansatz
sieht dann z.B. bei zwei Variablen fiir ein Polynom zweiten Grades so aus:

Y = ap + a1X1 + (IQXQ + a3X12 + (I4X§ + a5X1X2 + F.

(Also Summe der Exponenten zu den unabhéingigen Variablen < 2.) In der ge-
wohnlichen Varianzanalyse handelt es sich iibrigens genau um diesen Fall, noch
abgespeckt um die Terme mit den quadrierten Variablen. Aufler dem linearen
Anteil steht dann lediglich noch das Produkt X7 X5 (mit einem Faktor) als ,Inter-
aktionsterm”.

Bemerkungen zu Wahl und eventuell Revision des Ansatzes

Der Moglichkeiten sind viele, wortlich unendlich viele. Aber ein generelles
Prinzip ist wichtig zu beachten: Man hat Daten (Vektoren der Werte der Pré-
diktoren und der Zielvariablen), dazu weitere mogliche Daten aus der Population.
Idee des Ganzen muss es sein, diese Datenmenge iibersichtlich, moglichst einfach
darzustellen. Dabei interessieren genau genommen nur die Werte der Zielgrofie -
die Pradiktoren und zugehorige Parameter sollen ja gerade diese Werte rekonstru-
ieren. Das heifit aber, man sollte moglichst wenige Pridiktoren, damit moglichst
wenige zu bestimmende Parameter benutzen. Dazu eine wichtige generelle Ein-
sicht: Wenn ein einfaches Modell (also mit wenigen Parametern) recht gut auf eine
Stichprobe passt, so hat man gute Aussicht, dass es auch einigermafien zu weiteren
Daten passt, die noch nicht in der Stichprobe enthalten waren. Man kann also eine
recht gute Generalisierungsfihigkeit (von den Beispielen der Stichprobe auf die Ge-
samtpopulation) erwarten. Dagegen ist es eine Binsenweisheit, dass man mit allzu
vielen Parametern eine Fiille von ganz verschiedenen Moglichkeiten hat, die Daten
einer Stichprobe recht genau, ja im Prinzip beliebig genau zu reproduzieren. Aber
einmal hat man damit keine gute Reduktion - das Modell selbst enthilt mit den
vielen Parametern viele Daten, auflerdem kann man sicher sein, dass Verallgemei-
nerung auf weitere Daten nicht gelingt - bei denen gehen die Voraussageresultate
der verschiedenen zur Stichprobe passenden Modelle dann weit auseinander. An
solchen Modellen besteht demnach aus doppeltem Grund keinerlei verniinftiges In-
teresse. Noch eine Bemerkung: Hat man ein Modell gerechnet, so schaue man nach,
welche der Koeffizienten sehr nahe bei Null liegen und damit zur Voraussage der
Zielgrofie kaum etwas beitragen - die kann man dann zwecks weiterer Reduktion gut
weglassen. Schliefflich muss noch bemerkt werden, dass die Sicherheit der Parame-
terbestimmung durch Stichproben (Parameterschéitzung) mit demselben Problem
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behaftet ist wie das Schitzen von Korrelationskoeffizienten, das wir oben illustrier-
ten. Bei relativ kleinen Stichproben werden die Vertrauensintervalle unbrauchbar
grof. Noch ein abschlielender Rat: Wer zu diesem und #hnlichen Themen ernst-
haft mehr als hier dargestellt lernen méchte, wende sich an amerikanische Literatur,
und zwar den Teil, der selbstversténdlich mit Vektoren und Matrizen arbeitet, und
lerne die mathematischen Prirequisiten!
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5. REGRESSION UND KORRELATION



KAPITEL 6

Elementares itiber Zeitreihen

Verfolgt man die Entwicklung einer beobachtbaren Grée (Variablen) X in der
Zeit, hiilt also deren Werte zu verschiedenen Zeitpunkten t1, ..., t,, fest, so beobach-
tet man eine Zeitreihe

X(t1), ey X (t).

(Dabei kommt es nicht darauf an, ob die Absténde zwischen den Zeitpunkten Jahre
oder Millisekunden sind, nicht einmal gleich miissen sie sein.) Man beachte, dass
wir damit gegeniiber den vorangehenden Abschnitten ein wenig den Gesichtspunkt
verdndert haben: Bisher beobachteten wir typisch die Werte einer Grofle Y bei
verschiedenen Mitgliedern der Population: Y (w1), ..., Y (wy,). Nunmehr stellen wir
uns nur ein einziges Individuum vor, an dem wir verschiedene Werte einer Grofie zu
verschiedenen Zeitpunkten beobachten. Das bedeutet zunéichst eine weitere Struk-
tur, da Zeitpunkte t1, ...,%, in natiirlicher Weise geordnet sind - wir werden stets
t1 < ... < t, voraussetzen, im Gegensatz zu beliebigen Individuen wi, ..., w,, einer
beliebigen Population. Daher macht es stets Sinn, eine solche Zeitreihe graphisch
darzustellen in der naheliegenden Form (man kann zusétzlich die Messzeitpunk-
te mit Punkten hervorheben, auch die Verbindungen zwischen den Messpunkten
weglassen, die ohnehin nur zur leichteren Lesbarkeit dienen sollten und keine eigen-
stindige Bedeutung haben):

300

2510

Gralenwert

a 20 40 60 a0 100
Zeit

Ansonsten betrachten wir die Werte X (¢1), ..., X (¢,), die zu einem Individuum
zu verschiedenen Zeitpunkten gehoren, durchaus vollig analog dazu, wie wir bisher
Werte Y (w1), ..., Y (wy,) einer GroBe an verschiedenen Individuen betrachteten. Wir
reden also (deskriptiv) von Mittelwert und Streuung usw., doch hier gibt es wie-
derum Verénderungen: Wir werden mit einer Zeitreihe im allgemeinen (aufier eben
bei vollig zufilligen zeitlichen Prozessen) keine Zufallsstichprobe haben, anhand
deren man auf die gesamte Zeitreihe (als Grundgesamtheit oder Gesamtpopulation
schliessen konnte. Dem entspricht, dass wir weitere deskriptive Mittel benotigen,
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um die Strukturen zu beschreiben, deren Anwesenheit den Zufallscharakter durch-
bricht. Letztlich strebt man immer eine Analyse einer Zeitreihe in feste Strukturen
plus Zufallselement an. Ein besonders schwieriges Problem ist es im allgemeinen,
eine Zeitreihe zu extrapolieren, d.h. Werte vorauszusagen, die zu spiteren Zeit-
punkten eintreten werden. Tatséchlich ist das Thema ,,Zeitreihen” ein sehr weites
Feld, auf dem mittlerweile einige tiefergehende mathematische (bei weitem nicht
nur wahrscheinlichkeitstheoretische!) Methoden verwandt werden, mit einigen Er-
folgen - man erwarte jedoch nicht genaue Voraussagen zu den Aktienkursen der
néchsten Jahre oder auch zum Wetter. - Dafiir gibt es mathematische Begriin-
dungen dafiir, warum bei gewissen Zeitreihen eine Extrapolation auf lange Zeit
auch nur mit bescheidenster Genauigkeit prinzipiell unmdaglich ist. (Stichwort Cha-
ostheorie - das Wetter ist dabei ein Kandidat, der nach plausiblen Uberlegungen
dazugehort.) Wir wollen hier nur einen bescheidenen praktischen Zweck verfolgen:
Gewisse Elemente, in die man Zeitreihen routinemiflig mit Gewinn zerlegen kann,
wollen wir anschaulich vorstellen und deskriptiv mathematisch beschreiben und
nutzen. Wir beschriinken uns also auf das Verstehen wesentlicher Elemente von
gegebenen Zeitreihen, gerade so, wie man in deskriptiver Statistik eine Stichprobe
(oder bekannte Gesamtheit) nur kompakter zu beschreiben sucht. Wir beschrin-
ken uns hier zunéchst auf die drei Elemente , Trend”, ,saisonaler oder (allgemeiner
gesprochen) periodischer Anteil”, ,Zufallsanteil” (gemeint im Sinne von ,unanaly-
sierter Rest”, mit der Moglichkeit, den zufiilligen Charakter zu testen).

Trend

Man sagt, die Arbeitslosenzahlen hitten in den letzten Jahren einen starken
Aufwirtstrend gehabt, und meint damit gerade, dass ein systematischer Anstieg
(sogar ein starker) vorlag. Das bedeutet nicht, dass nicht auch einmal ein momen-
tanes Absinken eintrat: Saisonal bedingt gab es das. Aber es bedeutet, dass bei
groberer Sicht der Anstieg das wesentliche Merkmal war, im Beispiel hiitte man
nur saisonal vergleichbare Zeitpunkte nehmen miissen, um iiber einige Jahre nichts
als Anstieg wahrzunehmen. Ein anderes Beispiel: Stellen wir uns vor, dass man zu
verschiedenen Zeitpunkten misst, wie weit ein losgelassener Korper gefallen ist, so
bemerkt man wieder einen systematischen Anstieg. Tatséichlich wire auch in diesem
Falle das Gesetz des Anstiegs mit der Zeit stellenweise durchbrochen, wenn man
sich vorstellt, dass die Messungen einen Grad von Zufalls-Ungenauigkeit hitten und
die Messzeitpunkte sehr dicht beieinander ldgen. Das kénnte dann so aussehen:

25
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In diesem Beispiel haben wir nur den (hier exakten!) Trend gemifl physikali-
scher Gesetzméfligkeit plus die Zufalls-Messfehler, keinerlei saisonale Schwankun-
gen.

Wie kann man aus einer gegebenen Zeitreihe quantitativ den Anteil ,, Trend”
herauspriparieren? Anschaulich legt es sich nahe, eine Zeitreihe mit Fluktuationen
(ob saisonal oder/und bizarr zufillig) einfach grob zu glidtten. Im Prinzip kann
man eine solche glatte Kurve nach Gefiihl einzeichnen. Aber es ist zumal bei
Computereinsatz bequem, Gliattungen besser verfiigbarer Form zu erlangen. Zwei
Methoden dazu werden gern benutzt:

Herausschilen eines Trends: Methode der ,gleitenden Mittelwerte”

Man ersetzt dazu jeden Wert einer Zeitreihe durch den Mittelwert aller Nach-
barwerte einer gewissen Umgebung (drei Nachbarn, ..., zehn Nachbarn). Natiirlich
muss man dabei ausprobieren, wie grof§ die Umgebung gewihlt werden sollte. (Zu
klein: Es bleibt unruhig. Zu grof}: Es werden wesentliche Bewegungen unterdriickt
und durch eine Konstanz ersetzt.) Ein kleines Problem hat man fiir die Rénder, an
denen es zu einer Seite so viele Nachbarn nicht gibt: Das bewiiltigt man einfach,
indem man die Endwerte entsprechend oft hinzufiigt. Hier ist ein Beispiel, das
zeigt, wie diese Methode wirkt (5 Nachbarn waren hier zu wenig, 15 sind genug):

300 T T T T 300
2501 2501
200F 5 Nachbarn 200r 15 Nachbarn
150} 150}
100} 100}

50} 50}

op~" of T
-50 - - - - -50 - - - -
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Herausschilen eines Trends: Methode der Anpassung einer glatten
Funktion

Man erreicht denselben Zweck, indem man #&hnlich vorgeht, wie wenn man eine
Gerade optimal in einen Punkteschwarm legt: Man nimmt eine Funktion, typisch
ein Polynom wie f(t) = ag +ait + ast? + ... + axt* und paBt die Koeffizienten a; so
an, dass die Summe der Abstandsquadrate zwischen f(t) und beobachtetem X ()
fiir die Beobachtungszeitpunkte minimal wird. Dabei hat man ebenfalls darauf zu
achten, dass man den Polynomgrad k nicht zu klein und nicht zu grof3 wihlt. Zu
klein: Der vorhandene Trend kann nicht nachgezeichnet werden, z.B. hat man mit
k = 0 eine Konstante, mit & = 0 ein Gerade (damit kénnte man nur einen linearen
Aufwirts- oder Abwirtstrend beschreiben). Zu grofles k wiirde dagegen bis dahin
fithren, jedes Zackeln genau nachzuzeichnen und damit keinerlei einfacheres Element
herauszuschiilen. (Es entsteht also ein vollig analoges Problem wie bei der vorigen
Methode!)
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Wir illustrieren die Methode am selben Beispiel: Man sieht, dass bereits eine
Gerade recht gut ist, die Parabel 2. Ordnung jedoch besser, da sie die leichte
Kriimmung mit erfasst:

300 T T T T 300

250 © 250

200 Polynomgrad 1: Gerade 200 Polynomgrad 2: Parabel 2. Ordnyng ’

150 150
100 100
50 50
0f,, 0F
-50 : : : : -50 : : : :
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 8 100

Es sei allerdings bemerkt, dass man nicht in jedem Falle ein Polynom anpassen
sollte (es gibt z.B. auch so etwas wie exponentielles Wachstum oder Annéhern an
einen bestimmten Wert.) Ist dergleichen systematisch zu erwarten, sollte man das
nicht verkleistern mit einer Funktion falscher Form, selbst wenn diese numerisch
ordentliche Ergebnisse liefert.

Saisonale Schwankungen: Idealtyp einer sinusférmigen Schwingung

Periodische Bewegungen bei Zeitreihen sind z.B. bestens vertraut als saisonale
Schwankungen, wie sie bei Arbeitslosenzahlen vorkommen: Im Winter geht es her-
auf, im Sommer herunter. Hier ist zur Illustration eine reine saisonale Schwingung,
mit Erlduterung der zugehorigen Beschreibungselemente:

Amplitude

Periodendauer
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Die Bewegung wiederholt sich hier in immer gleicher Form nach Ablauf einer
Periodendauer. Der Ausschlag vom Mittelwert bis zum maximalen (oder minima-
len) Wert, als absoluter Betrag genommen, heifit Amplitude. Gezeichnet sind im
Beispiel zwei Perioden. Natiirlich kann die Sache komplizierter aussehen: Einmal
kann eine periodische Bewegung in sich nicht sinusférmig aussehen (das bekommt
man mit Uberlagerungen von Sinus- und Cosinus- Funktionen hin). Auflerdem
konnen die Amplitude oder auch die Frequenz (Anzahl der Schwingungen pro Zeit-
einheit) zeitlichen Entwicklungen unterliegen - auch so etwas kann man mit etwas
komplizierteren Mitteln beschreiben.

Herausschilen einer saisonalen Schwankung

Das Einfachste: Man zieht von der vorgelegten Zeitreihe X (t) den zugehorigen
Trend ab. Sieht man dann eine klare saisonale Schwankung, so beschreibt man diese
fiir sich, entweder durch Anpassen einer geeigneten Funktion, eventuell auch durch
Glédtten wie oben zum Trend beschrieben. Dann zieht man wieder die saisonale
Schwankung ab und erhilt einen unanalysierten ,Rest”, den man auf Zufiilligkeit
priifen kann. Ein hiufig auftretendes Phinomen der Nichtzufiilligkeit des Restes ist
dies: Es kann zwischen X (¢;) und X (¢;41) eine Korrelation bestehen, oder dasselbe
mit mehreren zeitlichen Vorgiingern. Eine solche Korrelation kann man durch ein-
fache Rechnung registrieren. Dann kann man wiederum abziehen, was durch solche
Korrelation erkldrt ist, und es verbleibt ein geringerer unanalysierter Rest.

Analyse eine Zeitreihe in Trend, saisonale Schwankung und Zufallsrest
an einem Beispiel

Wir fassen das Beschriebene kurz zu folgendem Modell zusammen:

X)) = T@)+S(t)+ E(t), mit
T . Trend,
S saisonaler Effekt,

E :  unanalysierter Rest.

Das illustrieren wir mit folgender Zeitreihe:

Daten (Kreuze) und Trend (durchgezogen)

0 10 20 30 40 50 60 70
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(Kreuze: Datenpunkte der Grofie X, glatte Kurve: Grofle T.) Man sieht einen
Trend, eine saisonale Schwankung und ein ,,Zufallsgezackle”. Ein wichtiger prak-
tischer Anwendungszweck der Trendfunktion ist in solchen Beispielen das Heraus-
arbeiten von saisonalen Schwankungen: Diese sind hier durchaus von respektabler
Bedeutung, so dass iiber kiirzere Zeiten ein merkliches Absinken eintritt, aber das
sollte hier nicht iiber einen deutlichen Aufwértstrend hinwegtéduschen. Genau in
diesem Sinne spricht man etwa von ,saisonbereinigten Arbeitslosenzahlen” usw.

Nach Abziehen des Trends kénnen wir den saisonalen Anteil herausschiilen -
die Kreuze stellen die Daten nach Abzug der Trendfunktionswerte dar, und man
sieht die Schwingung, die man mathematisch idealisierend berechnen kann &hnlich
wie einen Trend, nur dass man nicht Polynome, sondern eine Summe von Sinus-
bzw. Cosinusfunktionen verschiedener Perioden dafiir benutzt:

T T
Daten nach Trendabzug:

| Kurve: Saisonale Schwankung idealisiert

(Schwingung allein: Grofle S, Schwingung mit Zackeln: S+FE). Man bemerkt in
unserm Beispiel, dass der ,zufillige Rest” (im Beispiel ist er wirklich als ein solcher
konstruiert bzw. simuliert) quantitativ recht unbedeutend ist. Der vollstdndigen
Ubersicht halber veranschaulichen wir den Rest E noch allein, bilden also X — 7T —
S=F:
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I Unerklarter Zufallsrest

(Man beachte die verdnderte Skala fiir die Werte!)
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