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KAPITEL 1

Elementare Vorbereitungen

1. Grundlegende Zahlenmengen, Grundrechenarten

Unter einer Menge verstehen wir naiv die Zusammenfassung von diversen Objekten zu einem Ganzen. Gehort
ein Objekt x zur Menge M, so sagen wir: ,x ist Element von M” und schreiben kurz dafiir: x € M. Gehort
2 nicht zu M, so schreiben wir kurz: = ¢ M. Eine Menge kann man festlegen durch Aufziihlen der Elemente,
z.B. M = {1,2,3}. Wichtiger ist die Moglichkeit, eine Menge durch eine Eigenschaft zu definieren, z.B. {z|x
ganze Zahl, —10 < z < 10}. Lies: ,Menge aller z, fiir die gilt: x ist ganze Zahl und...” Gewohnlich hat man
dabei eine Grundmenge anzugeben, aus der die Objekte mit einer gewissen Eigenschaft auszusondern sind. Im
Beispiel ist das die Menge der ganzen Zahlen, die man gern mit Z bezeichnet. Also Z = {.... — 10,—9, -8, ... —
1,0,1,...,8,9,10, ...} (beidseitig ins Unendliche). Dann schreibt man etwa M = {z € Z|z = 3k fiir ein k € Z}
(oder dasselbe mit einem Doppelpunkt oder Semikolon anstelle des senkrechten Strichs) fiir die Menge der durch
3 teilbaren ganzen Zahlen. Also 2 ¢ M, —36 € M. Man mache sich bei dieser symbolischen Bezeichnung klar:
Hinter dem Strich spielt die Musik, da kommt die wesentliche Eigenschaft, davor steht gar keine Information
oder lediglich die Information, in welcher Grundmenge diese Eigenschaft betrachtet wird. (In R,der Menge aller
reellen Zahlen wiire Teilbarkeit durch 3 uninteressant, wieso?) Generell sollte man nie einfach ,von links nach
rechts” lesen - man lduft dann immer Gefahr, die wesentlichen Informationen zu verpassen, nicht richtig zu
ordnen usw. Das gilt insbesondere auch fiir Rechenausdriicke.
Einige Zahlen-Grundmengen werden sehr oft benutzt und haben daher Standard-Bezeichnungen:

N = {1,2,3,4,5,...} Menge der natiirlichen Zahlen, zuweilen

bei 0 beginnend, manchmal auch Ny geschrieben fiir {0,1,2,3,...}.
7Z = Menge der ganzen Zahlen, also die negativen Zahlen zu Ny hinzu.
Q = Menge der rationalen Zahlen = {I—q) |p,q €Z, q# 0}
R = Menge der reellen Zahlen (sehr schwierig exakt zu definieren - grob

gesagt sind das alle Zahlen, die sich beliebig gut durch rationale Zahlen
néhern lassen; wichtige Beispiele sind V2, 7, e. Sie sind reell,
aber nicht rational. Man denke an Dezimaldarstellungen - diejenigen
mit unendlicher nichtperiodischer Dezimalentwicklung sind reell,
aber nicht rational.

C = Menge der komplexen Zahlen = {a + jbla,b € R}, wobei j% = —1

Wesentliche Eigenschaften: In N kann man nicht allgemein subtrahieren, aber in Z. In Z kann man nicht
allgemein durch Zahlen # 0 dividieren, aber in Q kann man es. Q,R und C sind Kérper. In allen Kérpern
beherrscht man das Rechnen iiber folgende Gesetze (Axiome), die speziell in Q, R und C und definitionsgem#f
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2 1. ELEMENTARE VORBEREITUNGEN

in allen Korpern erfiillt sind:

a+(b+c) = (a+b)+c
O+a = a
—a+a = 0
a+b = b+a
a-(b-¢c) = (a-d)-c
a-(b+c) = a-b+ta-c
la = a
al-a = 1(a#0)
a-b = b-a

Die Allgemeingiiltigkeit dieser Formeln ist so zu verstehen und anzuwenden, dafl man fiir jeden Buchstaben
jede beliebige konkrete Zahlbezeichnung (fiir eine Zahl des jeweiligen Bereiches), aber auch jeden Rechenaus-
druck einsetzen kann und damit stets eine giiltige Aussage bekommt. (Die Buchstaben mit diesem Zweck in
allgemeingiiltigen Formeln nennt man freie Variablen.) Insbesondere folgt daraus das ganze Bruchrechnen,
binomische Formeln usw. Noch ein wichtiger Unterschied: Q und R sind angeordnete Korper, nicht so aber
C. Was Anordnung bei einem Koérper bedeutet, folgt im niichsten Abschnitt. Zunéchst stellen wir noch die
grundlegenden Gesetze der Bruchrechnung zusammen:

DEFINITION 1. ¢ ist fiir b # 0 definiert als a - b=l.

Der Sinn der Definition ist dieser:  ist fiir b # 0 die einzige, also eindeutige Losung der Bestimmungsglei-
chung 2 -b = a. Denn: $b= (ab~")b=a(b~'b) =a-1=1-a=a. Und aus z-b = a folgt: (xb)b~' =ab™!, also
x = ab~!. Dagegen hat die Gleichung -0 = a fiir a = 0 jede reelle Zahl als Losung, fiir a # 0 iiberhaupt keine.

Aus der Definition folgen mit den Korperaxiomen alle diese Grundgesetze der Bruchrechnung:

ngE ~ad+be
b d bd
e ¢ _ ac
b d bd
3 _
< T be
oo _ a
be b
e e _a
b b —b

Bei Doppelbriichen ist stets darauf zu achten, dass die Klammerung klar ist - was also der Hauptbruchstrich ist.
Das wird in obenstehender Formel einmal durch die groflere Linge angezeigt, vor allem aber durch die Hche
des Gleichheitszeichens. Beim praktischen Addieren von Briichen achte man auf die Verwendung des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Nenner als Hauptnenner. Die vierte Regel oben gibt sowohl fiir das Kiirzen wie
das Erweitern die Basis. Leiten wir als Beispiel die Additionsregel her: Zuniichst beweise der Leser, dass stets
(ab)~! = a~1b~!. Dann haben wir:

ad + be

T = (ad + be)(bd) ™ = (ad + be)(b~1d ™)

= adb td ' 4+bcbtdt=abt +edt = % +

Ul o
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Dabei haben wir noch freien Gebrauch von Kommutativ- und Assoziativgesetz gemacht, ohne diese Schritte ins
Einzelne ,aufzudroseln”. Weiter nennen wir noch die wichtigen binomischen Formeln und ihre Verallgemeine-
rungen:

(a+0)?> = a*+2ab+ V%, (a+Db)(a—0b)=a®>—b?
(a+b)" = Z (?) a'b"™", n € N. Dabei sind definiert:
i=0
|
7.1 = n77 lies: ,n iiber ¢, wobei
i il(n —1)!
00 = 1, (n+ 1= (n+1)nl, lies n!: ,n Fakultit”,
n
Zai = a9+ ...+ ay.
i=0

Bemerkung: Sie sog. rekursive Definition von n! in der dritten Zeile funktioniert so: Die erste Gleichung
definiert, was 0! ist, die zweite fiihrt den Wert von (n 4 1)! auf den fiir n! zuriick. Damit ist die Sache fiir alle
natiirlichen Zahlen definiert, da sich diese aus der Null durch Nachfolgerbildung alle ergeben. Es ist natiirlich
sofort festzustellen, dass n! fir n > 1 einfach 1-...-n ist. Also 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120. Die
Binomialkoeffizienten (’;) sind dabei genau die, welche Sie aus dem sog. Pascalschen Dreieck kennen:

Exponent | Koeffizienten | Binom ausgeschrieben

n=0 1 (a+b)°=1-a"" =1

n=1 1,1 (a+b)l=1-a"'+1-a'’ =a+0b
n=2 1,2,1 (a+0)?=1-a"*+2 -a'b" +1-a*’
n=3 1,3,3,1 (a+0b)3 = b3 + 3ab® + 3a®b + a®

n=4 1,4,6,4,1 (a+0b)* = b* + 4ab> + 6a%b* + 4a°b + a*

Die einfache binomische Gleichung héngt eng mit quadratischer Ergiinzung, diese wiederum z.B. mit der

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen zusammen: Fiir a # 0 haben wir:

und aus

2a

b\* v
az’ +br+c=a <:B + —) 2 + ¢ (quadratische Ergéinzung),
a

?+pr+q=0,pqgeR

folgt mit quadratischer Ergéinzung

2y _ (£ - Is
(x+2) 2 +q 0, also
_ P P\? _
r = Qi (2) q, 3 Fiille:

0: Zwei reelle Losungen,

/
N—
V)
|
(=
\Y

0: Einzige Losung — g

0: Keine reelle Losung.
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4 1. ELEMENTARE VORBEREITUNGEN

Abschlielend verallgemeinern wir noch die Rechengesetze Distributiv- Assoziativ- und Kommutativgesetz
auf mit grofem Summenzeichen geschriebene Summen, auch Doppelsummen:

ani = cZai, ic:n-c(neN,nZD
i i i=1
Zai +Zbi = Z(ai +b)

7

Z zj:aibj :zi:ai zj:bj

i

- (o) - 5o () <o,
J i J i ]
Dabei lduft i stets iiber dieselbe Indexmenge, ebenso j stets iiber dieselbe Indexmenge, die jedoch nicht mit
der fiir ¢ iibereinstimmen muss. Eine Summe iiber leere Indexmenge ist definitionsgemafl Null, damit stimmt
die zweite Formel auch fiir n = 0, wenn man die Indexmenge der natiirlichen Zahlen > 1, die < 0 sind, richtig
als leere Menge versteht. Indizes (so heifit der Plural von Indez) nimmt man stets ganzzahlig, aber man kann
im Prinzip jede endliche Menge nehmen. Verallgemeinerungen werden jeweils aus dem Zusammenhang klar.
Konkretisierendes Beispiel zur letzten Formel:

(a1 + ag) (bl + by + bg) = a1by + a1bs + a1b3 + asb1 + azby + asbs
ay(by + b2 + b3) + az(by + be + b3)
biai + bras + baai + baas + bza; + bsas
= bi(a1 +a2) + ba(ar + a2) + bs(ar + a2)

2. Umformen von Rechenausdriicken, Gleichungen und Ungleichungen

Basis des Umgangs mit Rechenausdriicken ist das gleichwertige Umformen. Man vollzieht das in Gleichungs-
ketten, macht dabei gewohnlich mehrere Schritte auf einmal. Konzentrierter Uberblick ist wichtig! Z.B.

il L= EHFL (44 b4 0) = a2+ 0 + ¢ +2ab+ 2ac+ 2be. Jeder Einzelschritt besteht im Einsetzen
in eine als allgemeingiiltig bekannte Gleichung. Wichtig ist ferner die allgemeingiiltige Regel, dafl man stets
Teilausdriicke durch gleichwertige ersetzen darf. Zu den Gesetzen des Rechnens mit Briichen und Potenzen
gesellt sich weiterhin die Nutzung von Formeln zu speziellen Funktionen, z.B. In(32z°%) = In(3) + 5In(z) (zum
Logarithmus spéter mehr) sowie Formeln zum Ableiten etc.

Ahnlich funktioniert das gleichwertige Umformen von Gleichungen (gewohnlich Bestimmungsgleichungen,
die man lsen mochte). Dabei nutzt man jedoch nicht nur gleichwertiges Umformen beteiligter Rechenaus-
driicke, sondern zusiitzlich spezielle Rechentechniken fiir spezielle Gleichungstypen (quadratische Gleichungen,
Gleichungen wie e?*T3 = 5). Bewuf}t sollte man ein wichtiges allgemeines Mittel zur Umformung von Glei-
chungen verwenden und vorsichtig verstehen - das gilt nur fiir Gleichungen, nicht fiir Rechenausdriicke, und es
ist vorsichtig und verstéindnisvoll zu verwenden: ,Auf beiden Seiten dasselbe tun”. Dies ist zunichst einmal
keine korrekt formulierte Regel, z.B. darf man sicher nicht auf beiden Seiten einer Gleichung immer dort, wo
eine 2 steht, eine Eins hinsetzen. Hier ist ein besonders gravierender Fehler zu nennen, der von Anfingern in
der Mehrzahl (!) tatsiichlich gemacht wird: Man hat auf einer Seite einer Gleichung einen Bruch stehen, auf
der andern Seite eine Summe (etwa auch von Briichen) und mochte den Kehrwert bilden, da die Unbekannte
etwa im Nenner steht: Der riicksichtslose Anfinger bildet gliedweise die Kehrwerte auf beiden Seiten, hat im
oberflichlichen Sinne ,dasselbe auf beiden Seiten” gemacht und damit volligen Unsinn produziert. Gemeint sein
muf} genauer: Man darf auf beiden Seiten auf den dort stehenden Rechenausdruck dieselbe Funktion anwenden
und erhilt eine Gleichung, die aus der urspriinglichen folgt. (Achtung: Nicht immer folgt die urspriingliche
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auch aus der so umgeformten, diese Umformungen sind nur dann gleichwertig, wenn die angewandte Funktion
eine umkehrbare ist.) Beispiel: Aus der Gleichung

vr+2 = z+1 folgt

r+2 = 22+2z+1.

Die Losungen der letzteren sind —% + %\/5 Aber unter v/x + 2 versteht man definitionsgeméfl eine positive
Zahl. Also ist nur —% + % 5 eine Losung der ersten Gleichung. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten, aber
nicht umgekehrt. Aber immerhin konnten wir die einzige Losung der ersten Gleichung finden, indem wir die
zweite 16sten und die fiir die erste Gleichung unbrauchbare Losung wegwarfen. Das ist ganz typisch so.
Addiert man dagegen auf beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Zahl, multipliziert man beide Seiten mit
derselben Zahl # 0, so erhélt man eine gleichwertige Umformung. Beispiel: = + 2 = %, also ¢z = —1—71. Es
handelt sich um gleichwertige Umformung der Gleichung; man beachte: Nicht etwa sind die Rechenausdriicke
dabei gleichwertig umgeformt worden, x + 2 = x ist offenbarer Unsinn. Man vermeide den Anfingerfehler, dies

Vorgehen auf Rechenausdriicke fiilschlich zu tibertragen: ;ﬂz?& = 0 ist gleichwertig zu f(x) = 0, aber natiirlich
;(i)l # f(x), wenn nur f(x) # 0. Noch ein abschliefiendes Beispiel eines besonders wichtigen Typs (wieder
gleichwertige Umformungen der Gleichungen):
221’+3 = 5
(26 4+3)In2 = Inb
In5—-3In2
r = —

2

Analog funktioniert es, wenn man eine Unbekannte aus einem Nenner, einer Wurzel herausholt usw.
Basis fiir den Umgang mit Ungleichungen sind die Gesetze (Axiome) fiir das Rechnen in angeordneten Kérpern
(wie Q und R). Diese lauten (a < b bedeutet definitionsgem#f a < b oder a = b):

a < boderb<aodera=>b (genau eins von diesen dreien trifft zu)
Wenn @ < bund b < ¢, dann a < ¢ (ebenso fiir <)
Wenn a < b, dann a+c¢ < b+ ¢ (ebenso fiir <)
Wenn a < b und ¢ > 0, dann ac < be

Die letzteren beiden Regeln besagen, dal man beim Addieren und Multiplizieren auf beiden Seiten einer Unglei-
chung analog wie bei Gleichungen verfahren kann. Lediglich hat man darauf zu achten, dal beim Multiplizieren
mit einer negativen Zahl auf beiden Seiten Umkehrung des Kleiner-Zeichens eintritt:

Wenn a < b und ¢ < 0, dann ac > be.

Ubrigens kann man diese Regel aus den vorigen bereits herleiten, wir stellen sie nur wegen ihrer Bedeutung zur
Vermeidung von Fehlern gesondert heraus. Denn aus a > 0 folgt —a < 0, da —a = 0 ausgeschlossen ist und
aus —a > 0 und a > 0 folgen wiirde: 0 = —a + a > 0, im Widerspruch zum ersten Axiom. Es bleibt also nur
—a < 0 moglich, wenn a > 0. Aus a < b und ¢ < 0 folgt damit a(—c) < b(—c) und daraus ac > be.

Weitere Folgerungen sind etwa: Wenn a < bund ¢ < d, dann a+c¢ < b+ d; wenn 0 < a <bund 0 < ¢ < d,
dann ac < bd.

Zu bemerken ist ferner, dafl man wichtige weitere Ungleichungen aus der Kenntnis der Monotonie von
Funktionen erhélt, z.B. wei: 0 < x < y, dann 0 < 2% < y? oder: Wenn < y, dann e < ¢¥. Ubrigens erreicht
man mit den feineren Mitteln der Analysis gerade die Herleitung von wichtigen Ungleichungen zur Abschitzung
von Fehlern etc., die nicht so einfach einzusehen sind. Zuniichst einmal werden wir Ungleichungen vor allem
zur beschreibenden Einschrinkung von Bereichen antreffen. In dieser Form sollten sie sich von selbst verstehen.
Mochte man auch in bereits komplizierteren Féllen wissen, wie ein bereich aussieht, der durch eine Ungleichung
beschrieben wird, z.B. die Menge aller reellen Zahlen x, fiir die gilt: 2 — 2z — 3 < 0, so wird man vielfach so
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vorgehen, dafl man stattdessen die zugehorige Gleichung 16st, im Beispiel also 22 —22—3 =0, z12 = 1,3. Dann
kennt man die Grenzen und weif} etwa im Beispiel: 22 — 2z — 3 < 0 gilt genau fiir 1 < x < 3.

Die schlief8lich noch wichtigen Rechengesetze fiir Exponenten besprechen wir im Zusammenhang mit Exponential-
und Logarithmusfunktionen.

3. Rollen von Buchstaben

Die niitzlichen elementaren Vorkenntnisse gliedern sich in drei Teile, die man zusammenwirken miissen, um
zuniichst einfachere, dann auch komplexere Probleme behandeln zu lassen: Rechnen, Umgang mit einfachsten
geometrischen Gebilden wie Geraden und Parabeln in der Ebene, schliefllich der verstindige Einsatz von ver-
schiedenen logischen Grundoperationen durch den sinnvollen Gebrauch von Buchstaben (sowohl beim Rechnen
als auch bei der Beschreibung geometrischer Sachverhalte). Dazu ein

Beispiel: Warum ist das Rechteck mit dem groBten Flicheninhalt bei gegebenem Umfang u ein Quadrat
(der Seitenldnge u/4)? Wir rechnen dazu aus: Mit den Seitenléingen a, b kommt man auf den Flécheninhalt
F(a,b) = ab und hat die Bedingung 2a+2b = u, also F'(a,b) = a(u—2a)/2 = —a®+au/2 = —(a—u/4)? +u?/16,
und nun ist (ohne Differentialrechnung!) klar, dass F(a,b) maximal wird fiir a = b = u/4. Derartige Uberle-
gungen sollte man bei neuen Problemen ohne weiteres selbstéindig anstellen und die zugehorigen Rechnungen
praktisch und korrekt ausfiihren konnen. Typisch treten jedoch Probleme bei Anfingern gerade in dieser Hin-
sicht auf, und das liegt daran, dass eben die besagten Vorkenntnisse fehlen. Analysieren wir, was man fiir das
Beispiel tatsdchlich benotigt: Zuniichst ist u ein Auflerer Parameter, mit einem beliebig festgesetzten posi-
tiven Wert, der durch die ganze Aufgabe gezogen wird. Mit a und b werden die Seitenlidngen eines beliebigen
Rechtecks bezeichnet. Diese Buchstaben treten jedoch ganz anders auf: Es sind unabhingige Variablen,
genauer ist nur eine unabhiingig, der Wert der anderen mit vorgegebenem Umfang u fixiert. (Das ist der Sinn
des Rechenschrittes, der die Variable b eliminiert.) F(a,b) tritt als abhiingige Variable auf - daher die Funk-
tionsschreibweise *F'(a,b)’. So weit die Situationsbeschreibung: Flicheninhalt eines Rechtecks in Abhéingigkeit
von einer Seitenlidnge bei vorgeschriebenem Umfang. Nun verlangt die Aufgabe, die variable Seitenléinge so ein-
zurichten, dass der Flicheninhalt maximal wird. Damit tritt ein sehr typischer Rollenwechsel ein: a wird zur
Unbestimmten (oder auch Unbekannten). Die Bedingung lautet: —(a — u/4)? + u?/16 soll maximalen Wert
erhalten. Diese Bedingung hat eine eindeutige Losung, da jedes Quadrat reeller Zahlen positiv ist: a = u/4.
Aus diesem einzigen Wert besteht die Losungsmenge (oder Erfiillungsmenge) unserer Bedingung. Betrachten
wir nun die Rechnung néher: Zunichst werden Flicheninhalt und Umfang eines Rechtecks mit den Seitenléingen
a, b allgemein ausgedriickt. F' = ab und uw = 2a + 2b sind hier unter einer speziellen Interpretation der
beteiligten Griéflen allgemeingiiltige Formeln. Die darin auftretenden Buchstaben sind freie Variablen,
d.h. solche, fiir die man beliebige Werte im Rahmen der vorgegebenen Deutung einsetzen kann und dann stets
giiltige Aussagen erhilt: FEtwa fiir @ = 4 und b = 5 erhiilt man F' = 20, aber auch fiir F' = 3 und a = 1 folgt
b = 3. In eine solche allgemeingiiltige Formel kann man jedoch nicht nur konkrete Werte einsetzen, sondern viel
wichtiger ist es, allgemeine Ausdriicke einzusetzen. Genau dies geschah oben: Die Gleichung 2a + 2b = u wurde
nach b aufgelost zu b = (u — 2a)/2, und dann wurde dieser Ausdruck fiir b in die Gleichung F'(a,b) = ab einge-
setzt, mit dem Resultat F'(a,b) = a(u — 2a)/2, was nur noch von der einen unabhéngigen Variablen a abhéngt
und auch als F(a) geschrieben werden koénnte. Man beachte, dass hier bereits a einen ersten Rollenwechsel von
der freien Variablen in der Formel zur unabhingigen Variablen hatte! Der néchste Schritt war das Ausmul-
tiplizieren a(u — 2a)/2 = —a? + au/2. Dabei wurde die (ohne eine vorgeschriebene Deutung fiir alle Zahlen)
allgemeingiiltige Rechenformel (Distributivgesetz!) z(y + z) = xy + xz benutzt, wiederum mit Einsetzen von
Ausdriicken: a/2 fiir z, u fir y und —2a fiir z. Zur Umordnung wurde noch die Formel x 4+ y = y + « verwandt.
Dann wurde quadratische Ergiinzung vorgenommen, gemifl der binomischen Formel (z — y)? = 22 — 2xy + 3.
Fiir x setzen wir a ein, fiir y : u/4, dann folgt (a —u/4)? = a*® — au/2+u?/16. Subtraktion von u?/16 auf beiden
Seiten und Multiplikation der Gleichung mit —1 ergibt das Resultat, an dem sich die Losung der Aufgabe ohne
weiteres ab lesen liel. (Damit sind noch immer nicht alle einzelnen Formelanwendungen genannt.)

Einige weitere Rollen von Buchstaben kamen im Beispiel noch nicht vor:
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Konstanten wie 7 oder die Eulerzahl e, auch Naturkonstanten wie die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet
man mit Buchstaben. Stets sollte man auch damit Rechnungen ausfiihren und allenfalls im Endresultat Néhe-
rungswerte einsetzen; denn diese Zahlen horen in ihrer Dezimalentwicklung hinter dem Komma nicht auf, und
sie sind nicht als Briiche darstellbar. Rechnungen mit Niéherungswerten produzieren alsbald untragbare Fehler.
(Ahnlich verhilt es sich mit V2 usw.)

Hilfsvariablen dienen dazu, Rechenausdriicke abzukiirzen, zu vereinfachen, gezielt ein Verhalten zu un-
tersuchen oder strategisch Rechnungen auszufithren. Zum Beispiel wird man in der Bestimmungsgleichung
2% — 422 + 3 = 0 die neue Unbestimmte u = 2 einfithren, um eine quadratische Gleichung zu erhalten. Oder
man setzt im Ausdruck

2
fe) = 14+4/1+ (£—+12)
1+ ()

fiir die Wurzel die neue unabhiingige Variable a und erhélt den einfachen Ausdruck (e +1)/a. Daran kann man
sofort sehen, dass fiir a > 1 nur Werte resultiren im Bereich ]1,2] (das ist das Intervall von 1 bis zwei, wobei
1 ausgeschlossen und 2 eingeschlossen ist). Also hat f genau alle Werte in diesem Intervall, da die Wurzel alle
Werte im Bereich [1, co[ annimmt fiir = € R.

Freie Parameter benutzt man gerade in der Naturwissenschaft gern, um Mengen zu beschreiben. Die
Losungsmenge der Gleichung 2z + 3y = 1 im Reellen ist die Menge aller reellen Zahlenpaare, welche diese
Gleichung erfiillen, also {(z,y) |2z + 3y = 1}. Nun rechnet man diese Menge aus, indem man feststellt, dass
man mit beliebig festgelegtem = € R genau ein Losungspaar (z, (1 — 2x)/3) erhélt. Nun schreibt man gern die
Losungsmenge auf in der Form

1 2
L) =z, - = R.
(x) (z, 3 333> , T €

Die Werte des freien Parameters « durchlaufen alle reellen Zahlen, und damit durchlduft L(z) die Losungsmenge
der Gleichung.

Stumme oder gebundene Variablen treten z.B. dann auf, wenn man davon spricht, mit allen Objekten
eines Bereiches eine Operation vorzunehmen. Etwa bedeutet der Rechenausdruck

10
> i (=55),
i=1
dass alle ganzen Zahlen von 1 bis 10 zu addieren sind, mit dem Resultat 55. Es wire also Unfug, zu fragen,
welche Zahl ¢ denn nun bedeute. Ebenso wenig wire eine Gleichung mit dieser Summe nach ¢ aufzultsen.
Ebenso bedeutet fol 22dz, dass die Funktion f(x) = 2 im Bereich von 0 bis 1 zu integrieren ist. Wieder spielen
alle zugehorigen Funktionswerte hinein.
Man wird bemerkt haben, dass die Rollen von Buchstaben eng mit Arten von Gleichungen oder Formeln
verkniipft sind, in denen die Buchstaben vorkommen. Der logische Gebrauch dieser Gleichungen muss unbedingt
verstanden werden.

4. Arten von Formeln und Gleichungen

Allgemeingiiltige Formeln: Man setzt beliebige Werte oder Rechenausdriicke fiir die freien Variablen
ein und erhilt stets eine wahre bzw. allgemeingiiltige Aussage. Beispiel: Aus der Formel (z+y)? = 22+ 22y +1>
erhiilt man durch Einsetzen von —y fiir y die wiederum allgemeingiiltige Formel (z — y)? = 22 — 22y + y?. Man
beachte, dass man jeden Ausdruck einsetzen darf, nicht etwa wird hier die Behauptung y = —y gemacht,
die aufler fiir y = 0 falsch ist. Beim FEinsetzen ist darauf zu achten, dass man zunéchst das Eingesetzte
einzuklammern hat und dann zuweilen iiberlegt diese Klammern ersparen kann, Beispiel: Setzt man oben a + b
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fiir y, so kommt (x + (a +b))? = 22 + 2x(a + b) + (a + b)? heraus - die Klammer um a + b auf der linken Seite
ist tiberfliissig, auf der rechten Seite benstigt man beide Klammern.

Allgemeingiiltige Formeln unter einer gegebenen Deutung: Die Formel ¢? = a? + b? (Pythagoras)
gilt nicht allgemein - setzt man beliebige Zahlen fiir a, b, ¢, so wird man eine falsche Gleichung erhalten. Aber
unter der Voraussetzung, dass a, b die Kathetenldngen und ¢ die Hypotenusenlédnge eines rechtwinkligen Dreiecks
sind, gilt die Formel allgemein.

Definitorische (allgemeine) Formeln: Man definiert z.B. f(z) = 22 fiir einen Zusammenhang. Solche
definitorischen Formeln sind wie allgemeingiiltige zu behandeln. Im Beispiel folgt etwa f(a + b) = (a + b)2.
(Wieder die Klammer!)

Bestimmungsgleichungen:Eine Gleichung wie 22 + 22 — 1 = 0 ist nicht etwa allgemeingiiltig. Vielmehr
stellt sie eine Bedingung an z, die in diesem Falle von genau den beiden Zahlen z; 5 = -1+ V2 erfiillt wird.
Man hat eine Bedingung an eine Groéfie und sucht die Losungsmenge. Entscheidend fiir die logische Behandlung
ist die Frage: Welche Buchstaben sind Unbestimmte? Eine Bestimmungsgleichung kann durchaus noch duflere
Parameter enthalten, und dann sollte man nicht etwa nach diesen auflésen. Dazu ein

Beispiel: Welche Gerade der Form y = ma + b geht durch die Punkte (zg,yo) und (21, y1), und unter wel-
chen Umstéinden gibt es iiberhaupt eindeutig eine solche Gerade? In dieser Aufgabe treten m, b als Unbestimmte
und zg ; sowie Y1 als duflere Parameter auf. Wir haben ein System von zwei Bestimmungsgleichungen:

Yo = mxo+b
y1 = mxy+0b
und rechnen nach Subtraktion beider Gleichungen aus:

Y1 — Yo

m = = fiir 2, # xo.
Tr1 — o
bh — Y1 — Yo
= Yo — — o
1 — o

Fiir z; # xo haben wir also eine eindeutige Losung, und die hiingt in der angegebenen Weise von den dufleren
Parametern ab. Der Fall 1 = z( bleibt noch zu untersuchen, in dem der Bruch keinen Sinn macht. Fiir
y1 # Yo haben wir eine Gerade senkrecht zur x— Achse, und es gibt keinen Ausdruck y = mx + b, der die
Gerade beschreibt. Fiir y; = yg dagegen haben wir unendlich viele Geraden der Form y = max + b, welche
durch den einen vorgeschriebenen Punkt gehen, unser Bedingunssystem reduziert sich auf die einzige Gleichung
yo = mxo + b, und fiir jede Zahl m erhalten wir eine solche Gerade, indem wir b = yo — mxg setzen. Solche
Fallunterscheidungen treten typisch bei Problemen mit dufleren Parametern auf.
Man beachte, dass das Gleichungssystem

Yo = mxo+b
y1 = mx1+0b

mit veriinderten Rollen eine vollig andere Aufgabe definiert: Seien nun m, b sowie xq, x1 dulere Parameter, yq, y1
Unbestimmte. Dann handelt es sich inhaltlich um die Frage, welche y— Werte zu den vorgegebenen x— Werten
gehoren auf der Geraden mit Steigung m und dem y—Achsenabschnitt b. Es ist nichts weiter zu rechnen, die
Gleichungen sind in Endform fiir diese Aufgabe.

Noch einmal zuriick zur ersten Aufgabe: Man hat zwei Unbestimmte, m,b. Die Losungsmenge des
Gleichungssystems ist dann die Menge alle Paare (m,b), welche das System erfiillen. Zusammengefasst
lautet das Resultat (typisches Auftreten von Fallunterscheidungen bei dufieren Parametern!):

Fiir X0 7£ I ist L(z()azlay()ayl) = {(zi :Z(;ayo - gi _z(())z0> } 5

fir o = 1, yo = y1 ist L (xo, %o, Y0, Yo) = {(m,yo — maxo) |m € R},
fir xp = m1, yo # y1 ist L(wo, zo,%0,y1) = @ (leere Menge).
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5. Ubersicht zu den Rollen

Nun zur Ubersicht iiber die Rollen von Buchstaben in der Mathematik und ihren Anwendungen in entspre-
chenden Formeln und Gleichungen:

Art der Gleichung

typische Rollen darin

typische Aktionen

definitorische Formel
allgemeingiiltige Formel
(Axiome oder herleitbar)

freie Variablen —
unabhéngige Var. —

FEinsetzung von
Zahlen und vor
allem Rechen-

abhéngige Variablen

ausdriicken
(Termen)

Bestimmungsgleichung

Unbestimmte — 1

1 Auflosen danach

(auch System davon) duBere Parameter — 2 2 Mitschleppen
1 Einsetzen
2 bleiben in

ihrer Funktion

freie Parameter — 1
dufere Parameter — 2

Losungsformel bzw.
Formel fiir Losungen

Weitere Rollen von Buchstaben in Formeln und Gleichungen

Aktion
Mitschleppen, ev.
(N&herungs-) Wert
einsetzen
ein beliebiges
gedachtes Objekt
wird bezeichnet
ein komplizierter
Ausdruck wird
abgekiirzt, eine
Gleichung
vereinfacht, usw.
keine speziellen
Einsetzungen,
sondern Durch-
fithren der zugeh.
Aktion mit allen
Objekten des
zugehorigen Bereichs

Rolle Vorkommen

Konstante iiberall moglich

Bezeichnung iiberall

Hilfsvariable iiberall

vielfach, insbesondere
in Summen
und Integralen

stumme bzw.
gebundene Variable

6. Gleichungen fiir Geraden und Parabeln in der Ebene

Jede der Formen von Geradengleichungen hat ihre eigene Niitzlichkeit:

ar+by = c,a#0 oder b+ 0 : Bestimmungsgleichung, implizite Form
g + % = 1, a,b# 0: Achsenabschnittsform
y = mx+b: explizite Form, analog f(x) = ma + b (Funktionsform)
Yy = Y+ % (x —x0), zo # x1 : Zweipunkte-Form
y = yo+m(x fo:co) , Tg # x1 : Punkt-Richtungs-Form
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Zugehorige Losungsmengen (Unbestimmte x, y) - Beispiele fiir das Aufschreiben unendlicher Losungsmengen
mittels freier Parameter:

L(z) = (z,mz+D), xR, firy=mx+Db,
Lly) = (g,y) ;o € R, fiir ax = ¢ (Gerade || y — Achse)

Fiir Parabeln in der Ebene besprechen wir hier nur die einfachen Formen, die geeignet sind, Parabeln zu
beschreiben, welche ihre Achse parallel zur y— Achse haben (spéter mehr in der Vektorrechnung):

= ax’+br+c a+#0: allgemeine algebraische Form
= a(r-— :Uo)2 + 9o, a # 0: Scheitelpunktsform,
mit Scheitelpunkt (zg, yo) in Koord.-Darstellung

Die Scheitelpunktsform entwickelt man leicht durch quadratische Ergénzung aus der ersten Form.
Losungsmenge der ersten Gleichung (mit z,y als Unbestimmten) ist L(x) = (z, az® + bz + ¢),z € R.



KAPITEL 2

Vektorrechnung und Analytische (Geometrie

Es sind physikalisch-technische Probleme und Sachverhalte mathematisch zu beschreiben. Zu diesem Zweck
bringt man zunéchst einmal geometrische Situationen in geeigneten Réumen unter. Von Anfang hat man dazu
zwel Moglichkeiten, die man stets kombinieren sollte, im Sinne der wichtigsten gedanklichen Verbindung, die
man geistig zur Verfiigung hat: Raumliche Anschauung und Rechnung. Entsprechend hat man die rein geo-
metrischen Punktrdume sowie geometrischen Vektorrdume und auf der andern Seite die Zahlentupelrdume zur
quantitativen Erfassung. Im elementaren mathematischen Unterricht fehlt diese Trennung: Bei einfachsten ein-
dimensionalen Problemen kommt man damit aus, eine unmittelbare Anschauung (die nicht niher mathematisch
erfasst wird) mit einer Rechnung zu verbinden. Aus der geometrischen Sachlage werden lediglich eindimensio-
nale Eigenschaften fiir Zahlbeschreibungen herausgezogen, die selber keine weitere geometrische Struktur haben
und daher nicht eigens in einem mathematischen geometrischen Raum zu deuten sind. Bei komplexeren mehr-
dimensionalen Problemen benétigt man dagegen eine mathematische Erfassung der geometrischen Sachverhalte
selbst, die ohne Zahlbeschreibungen auskommt. Warum ist das so? Tatséichlich gibt es eine Fiille von Mog-
lichkeiten (konkret: Koordinatensysteme), eine zahlenméfBige Beschreibung anzusetzen, und man hat sich oft
innerhalb einer Aufgabe mehrerer verschiedener zu bedienen. Das kann man aber nicht tun, wenn man die
Zahlenbeschreibung iiberhaupt nicht vom Sachverhalt selbst getrennt und diese Moglichkeiten verstanden hat.
Uberdies gibt es viele Probleme, die man eleganter mit absoluten geometrischen Beschreibung selbst 1osen kann,
ohne iiberhaupt zu einer Koordinatenbeschreibung iiberzugehen.

1. Die geometrischen Grundriume

1.1. Die Riume E? und E®. Darunter verstehen wir zunichst einfach die Anschauungsriume, die Menge
aller Punkte, und zwar ist £? die Menge aller Punkte in einer anschaulichen Ebene, E® die Menge aller Punkte
im anschaulichen dreidimensionalen Raum. Tatséchlich gehort noch die geometrische Struktur dazu, die wir
spiter mit den Verbindungsvektoren zwischen zwei Punkten erhalten. Die Elemente der Riume E?3, also die
Punkte bezeichnen wir mit P, @, R, P; usw.

1.2. Die Réume V3 und V3 der anschaulichen Ortsvektoren. Wir sprechen nur iiber V3, fiir zwei
Dimensionen funktioniert die Sache analog. Wir fixieren einen Punkt O im E? als Ursprung. Dann kann man
zu jedem Punkt P € E3 den Ortvektor von P (beziiglich O) Z"p bilden: Das ist der geometrische Pfeil, der
von O ausgeht und mit seiner Spitze in P endet. V3 ist die Menge all dieser Pfeile. Offenbar gehort zu jedem
Punkt genau ein Ortsvektor (bei fixiertem O!) und zu jedem Ortsvektor genau ein Punkt. Ein Ortsvektor ist
an einen festen Ursprung gebunden, im Gegensatz zu den gleich einzufithrenden freien Vektoren.

Warum ist das niitzlich? Wir werden sehen, dass man mit Ortsvektoren und freien Vektoren wichtige
rechnerische Verbindungen zwischen Punkten herstellen kann, die mit Punkten keinen Sinn machen. Uberdies
werden ganz andere Dinge als Punkte mittels freier Vektoren beschrieben, und es wird sich zeigen, dass man
mit beiderlei Vektoren in gleicher Weise umgehen kann.

1.3. Die Riéume V3, V3 der freien Vektoren. Es gibt eine Fiille von Objekten, die man angemessen
mit freien Vektoren zu beschreiben hat: Z. B. gehort zu einer Geschwindigkeit eines Teilchens ein Betrag und
eine Richtung im Raum. Diese Information ldsst sich zu einem geometrischen Pfeil zusammenfassen, dessen
Lénge den Betrag angibt und dessen Richtung eben die Richtung der Geschwindigkeit angibt. Oder man méchte

11
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eine Parallelverschiebung im Raum angeben: Jeder Punkt des Raums wird in derselben Richtung um dieselbe
Streckenléinge verschoben. Oder ganz #hnlich: Die Beziehung der Punkte P, Q) kann man durch den Vektor von
P nach Q (Bezeichnung:]D_Cj) beschreiben, den Pfeil, der in P beginnt und in @ endet. Diesen Pfeil fasst man
als Verschiebungsvektor auf. Ein besonders wichtiges Beispiel ist die Beschreibung physikalischer Kréfte: Auch
zu einer Kraft gehort ein Betrag und eine Richtung im Raum.

Warum sprechen wir von freien Vektoren in Beispielen wie den angegebenen? Der Grund liegt darin, dass
eine Ortsfixierung nicht zur gewiinschten Information gehért: Verschiebt man einen Kraftpfeil parallel, so zeigt
er immer noch dieselbe Lénge und Richtung. Daher ist ein freier Vektor auch genau genommen kein Pfeil,
sondern er wird nur reprisentiert, d.h. etwa in einer Skizze dargestellt mit einem Pfeil. Verschiebt man den
darstellenden Pfeil parallel, so erhiilt man eine andere Darstellung desselben freien Vektors!

Freie Vektoren bezeichnen wir mit 2°, /', @1 usw.

1.4. Ein gefidhrlicher Anfingerfehler im Umgang mit Vektoren: Zeichnet man einen Pfeil, so zeich-
net man insbesondere eine Strecke. Diese Tatsache verfithrt immer wieder Anféinger zu der Ansicht, mit einem
Vektor sei insbesondere eine Strecke beschrieben. Aber das ist nicht so: Der Pfeil eines freien Vektors ist beliebig
verschiebbar, der freie Vektor enthiilt also keinerlei Ortsinformation! (Es kommen sogar Argumentationen bei
Anfingern vor der Art: ,Setze ich den (freien!) Vektor @ so..., dann...”. Das ist reiner Unsinn und resultiert in
fehlerhaften Losungen bzw. im Nichtlosen einer gestellten Aufgabe.) Wie steht es mit gebundenen Ortsvekto-
ren? Die enthalten doch tatséichlich Ortsinformation, aber man sollte verstehen, welche das genau ist. Zunéchst
ist ein Ursprung O fixiert, und dann gibt der Ortsvektor die Lage seines Endpunktes P relativ zu O. Das ist al-
les. Wenn man aber eine Strecke beschreiben will, so dass man sie etwa mit einer gegebenen Geraden schneiden
kann, dann benottigt man eine Beschreibung, die spéter unter dem Namen Parameterdarstellung einzufiihren
ist. Dabei stellt man jeden Punkt einer Strecke durch seinen eigenen Ortsvektor dar. Zwar kann man diese
Beschreibung jeweils aus der Information der Endpunkte der fraglichen Strecke gewinnen, aber man muss sie
doch eigens daraui herstellen. Dagegen ist es vollig sinnlos, wie viele Anfinger etwa zu formulieren: ,,Vektor @
schneidet Vektor b 7, aufgrund des Irrtums, beide Vektoren seien etwa geeignet, zwei Strecken zu beschreiben.
Noch einmal ausdriicklich dazu: Dass man zwei freie Vektoren (oder einen Ortsvektor und einen freien) etwa in
einer Skizze graphisch so darstellt, dass sie einander schneiden, dies hat dberhaupt keine Bedeutung - man hétte
sie niimlich ebensogut durch einander nicht schneidende Pfeile repriisentieren kénnen, weil ein freier Vektor sich
eben nicht damit #dndert, dass man seinen darstellenden Pfeil parallel verschiebt.

2. Koordinatensysteme und Koordinatendarstellungen

2.1. Koordinatensysteme fiir £? und E3. Im Raum E? legt man ein Koordinatensystem K fest durch
einen Ursprungspunkt O (Koordinatenursprung) und drei Achsen (Geraden), welche durch O gehen. Man
nennt sie gern x—, y— und z— Achse. Die Achsen diirfen nicht in einer Ebene liegen. Ferner legt man auf den
Achsen eine positive Richtung fest sowie je eine Einheit. Man kann auch sagen, dass mit einem Dreibein von
Einheitsvektoren (in positiver Achsenrichtung zeigend) ein solches System vorgegeben ist. Speziell nennt man
ein solches System kartesisch, wenn diese Einheitsvektoren gleich lang sind und rechte Winkel miteinander
bilden. Solche Systeme kennen Sie fiir £2 und haben sie in der Schule benutzt. Ein Koordinatensystem fiir £2
benoétigt natiirlich nur ein Zweibein von Einheitsvektoren, die in verschiedene Richtungen zeigen.

2.2. Koordinatendarstellungen beziiglich K fiir Punkte, Ortsvektoren und freie Vektoren.
Geben wir ein Koordinatensystem K fiir E® vor. Dann gehort zu jedem Punkt P im E® genau ein Zahlentripel
(geordnete Folge von drei Zahlen), das wir & = (25,45, 25) nennen:

Man projiziert den Punkt P parallel zur z— Achse auf die zy— Ebene. Nun projiziert man den resultierenden
Punkt auf der xy—Ebene parallel zur y— Achse auf die z— Achse und erhilt einen Punkt auf der z— Achse,
der die z—Koordinate z¥ ergibt. Vertauschen der Achsen ergibt analog y5 und z%. Umgekehrt gelangt man

von jedem Zahlentripel beziiglich eines festen Koordinatensystems eindeutig zu einem Punkt.
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Da nach der Wahl eines Ursprungs jedem Punkt umkehrbar eindeutig ein Ortsvektor entspricht, liegt es nahe,
dem Ortsvektor 7’ p dieselbe Koordinatendarstellung wie dem Punkt P zu geben, also das Tripel (z5,y%, 2K)
auch als Koordinatendarstellung des Ortsvektors @ p in K zu lesen.

SchlieBlich erhalten freie Vektoren folgende Koordinatendarstellung: Ein freier Vektor =° € V3 hat einen
eindeutig bestimmten Pfeil-Reprisentanten, der im Koordinatenursprung beginnt. Dieser Reprisentant ist
ein Ortsvektor, und @ erhiilt dessen bereits definierte Koordinatendarstellung, die wir konsequent mit 7 %
bezeichnen.

Folgende Grafik illustriert dies:

Man sieht das (hier kartesische) Koordinatensystem mit dem Dreibein, das die Achsen z,y, z mit Richtun-
gen und Einheiten vorgibt. Der eingezeichnete Vektor kann als Ortsvektor = p des Punktes P an der Pfeilspitze
betrachtet werden oder auch als Reprisentant eines freien Vektors. Man liest problemlos die Koordinatendar-
stellung ab: 7% = (1,2, —1). Ferner ist der Quader zu P begziiglich K eingezeichnet: Dessen Seitenfliichen
liegen parallel zu den Koordinatenebenen, und die Strecke OP bildet eine Diagonale. (Bei schiefwinkligem
Koordinatensystem héitte man ein Spat oder Parallelepiped anstelle des Quaders.)

Hinweis: Man verwechsle niemals einen Vektor mit seiner Koordinatendarstellung in einem System -
in einem anderen System ergibe sich eine andere Darstellung. Wohl aber werden wir sehen, dass man mit
Zahlenpaaren und Zahlentripeln wie mit Vektoren rechnen kann und dass man sie geometrisch deuten kann.

Wir bezeichnen die Menge der Paare reeller Zahlen mit R?, die Menge der Tripel reeller Zahlen mit R3.
Lies: ,R zwei, R drei”. Man verwechsle nicht {1,2,2} = {1,2} mit (1,2,2): Im letzteren Zahlentripel kommt
es auf die Reihenfolge an, und man kann kein Glied fortlassen. In der ersteren Menge werden dagegen einfach
die Elemente aufgezihlt, die Reihenfolge ist beliebig, und Uberfliissiges kann man weglassen. Hinweis: Wir
schreiben Zahlentripel systemantisch als Spalten, nicht als Zeilen. Letztere werden hier nur aus Platzgrinden
verwendet.

3. Punktmengen und deren Quantifizierung als Koordinatentripelmengen

Geometrische Gebilde kénnen wir nunmehr als Mengen von Zahlenpaaren bzw. Zahlentripeln quantifizieren
und umgekehrt diese geometrisch verstehen. Dabei lernen wir die beiden grundlegenden Darstellungsformen
geometrischer Gebilde kennen.

Beginnen wir mit ein paar sehr einfachen Beispielen:
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Legen wir ein kartesisches System K in der Ebene E? fest und betrachten die Gerade im Winkel von 45
Grad zu den Achsen, welche durch den ersten Quadranten geht. Diese Gerade ist die Menge aller Punkte, deren
Koordinatendarstellungen (x, y) beziiglich K folgende Bestimmungsgleichung 16sen: y = x. Zur Geraden gehort
also die Zahlenpaarmenge

{(x,y) eR? |y =2} ={(z,2) |z €R}.

Wir konnen auch ¢ (fiir z) als freien Parameter alle reellen Zahlen durchlaufen lassen und mit @’ (t) = (¢,t),
t € R, die Losungsmenge der Gleichung durchlaufen lassen. Das nennt man Parameterdarstellung. Die zuge-
horigen Ortsvektoren durchlaufen mit ihren Pfeilspitzen dann die gesamte Gerade. Die weitere Gerade, die Sie
traditionell mit y = 2x + 3 beschrieben haben, hiitte analog die Parameterdarstellung

T(t) = (t,2t+3), t e R.

Wir beobachten: Die Gleichung y = 2x + 3 ist linear in den beiden Unbestimmten, und die Komponentenfunk-
tionen in der Parameterdarstellung sind linear im Parameter ¢: Die Ausdriicke lauten t, 2t 4+ 3. Wir erwarten,
dass auch

Y(t)=3Bt—-1,2t+3), teR

eine Parameterdarstellung einer Geraden ist, weil die Komponentenfunktionen linear in ¢ sind. Tatséchlich ist
2t+3=((3t—1)+1)/3*%2+ 3, also lautet die zugehorige traditionelle Geradengleichung
z+1 2 11

Begrenzen wir den Wertebereich des freien Parameters ¢, etwa 0 < ¢ < 1, so erhalten wir eine Strecke, in diesem
Falle einschliellich der Endpunkte.

Weiter beobachten wir an diesen Beispielen: Eine Bestimmungsgleichung fithrt im zweidimensionalen Raum
auf ein eindimensionales Gebilde, und diese Eindimensionalitéit driickt sich in einem freien Parameter bei einer
Parameterdarstellung aus. Wir erwarten daher, dass

y=2

Z({t)=0t+3,t—-1,3t+4),tcR

ebenfalls eine Gerade parametrisiert, diesmal im dreidimensionalen Raum: FEin freier Parameter ohne Be-
schriinkung, und alle Komponentenfunktionen linear im freien Parameter. Solche Ausdriicke werden wir nach
Einfiihrung der linearen Vektorraumoperationen geometrisch besser verstehen lernen. Wie siéhe es mit einer
Darstellung derselben Geraden durch Bestimmungsgleichungen aus? Eine Gleichung wird es nicht tun, da wir
im dreidimensionalen Raum erwarten, dass eine einzige Gleichung erst ein zweidimensionales Gebilde ausson-
dert. Beispiel: z = 0 bestimmt als Losungsmenge die gesamte zy— Ebene. Aber wir konnen wie oben im
Ausdruck Z'(t) = (2t +3,t — 1,3t + 4) die zweite Komponente durch die erste, dann die dritte durch die erste
ausdriicken und erhalten so ein System von zwei linearen Bestimmungsgleichungen. Nach unserer bereits ein-
gefiihrten Systematik sollten wir erwarten, dass jede einzelne Gleichung eine Ebene bestimmt (da sie linear ist
und die Losungsmenge im R? gesucht wird). Und der Schnitt zweier Ebenen bildet eine Gerade, sofern diese
Ebenen nicht parallel liegen. (Solche Ebenengleichungen werden wir spéter genauer geometrisch verstehen nach
Einfithrung des Skalarproduktes.) Geben wir aber noch ein einfaches Beispiel im Dreidimensionalen, bei dem
die Verhiltnisse sofort zu iibersehen sind: Das Gleichungssystem

Z =

bedeutet geometrisch: Die Ebene (nicht etwa Gerade - wir suchen Losungen im R?!) y = z besteht aus allen
Punkten mit beliebiger z— Koordinate und gleichen z— und y— Koordinaten. Analog versteht sich die Ebene
z = x. Der Schnitt dieser beiden Ebenen ist die Gerade mit der Parameterdarstellung ' (t) = (¢,t,t), t € R.
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Geben wir aber noch eine Parameterdarstellung fiir die Ebene y = x - wieder Losungsmenge im R3: Sie lautet
offenbar am einfachsten:

V(z,2) = (v,2,2), x,2 €R.

Es sind also zwei freie Parameter notig entsprechend der Dimension 2 der Ebene.

Bereits bei der verbalen Beschreibung einer gemeinten geometrischen Figur muss man recht sorgfiltig vor-
gehen: Betrachten wir einen Kreis im E? um den Mittelpunkt P vom Radius 7, so kénnten wir genauer die
gesamte Kreisfliche meinen (mit oder ohne Rand) oder aber gerade den Rand. Sehen wir letzteren an: Das
geometrische Gebilde ist die Menge aller Punkte dieser Kurvenbahn. Wir fithren ein moéglichst einfaches Koor-
dinatensystem K ein, um sie zu beschreiben: Als Ursprung wiihlen wir O = P, dazu ein kartesisches System.
Dann haben wir als zugehorige Menge von Zahlenpaaren:

{(z,y) e R | 2? +y* =17},

Hiitten wir die Einheit » gewiihlt, so wire die einfachere Gleichung 22 + 32 = 1 herausgekommen. Umgekehrt
konnen wir diese Menge von reinen Zahlenpaaren als Kreisrand geometrisch interpretieren, wenn wir ein ent-
sprechendes Koordinatensystem wiihlen, aber auch als Ellipse, wenn wir die Einheitsléingen auf beiden Achsen
verschieden setzen. Wiihlen wir nicht P als Ursprung unseres wiederum kartesischen Systems K, sondern einen
beliebigen Punkt O, so nimmt die zum Kreisrand gehérige Menge von Zahlenpaaren folgende Form an:

{(z,y) eR? | (& —xp)” + (y —yp)? =17}

Dabei ist ?fg = (xp,yp) die Koordinatendarstellung von P in K. Diese Beschreibung stimmt auch speziell fiir
O=P.

Wir haben damit einen Kreisrand (genauer die Menge der zugehorigen Koordinatendarstellungen) als Lo-
sungsmenge einer Bestimmungsgleichung wie 22 + y? = r? dargestellt. Wenn wir jedoch beispielsweise eine
solche Kurve auf dem Computerbildschirm zeichnen wollen, so ist das unpraktisch. Viel handlicher dafiir ist die
zweite grundlegende Darstellungsform: Parameterdarstellung. Dazu miissen wir nur wissen, dass die Losungen
der Gleichung z2 + y? = r? siamtlich die Form (7 cos(¢), rsin(p)) haben mit 0 < ¢ < 27r. Dann kénnen wir die
Losungsmenge so umschreiben:

{(z,y) €R? [ a? +¢* =17} = {(rcos(p), rsin(p)) | 0 < ¢ < 27}

Was bringt das? Wir kénnen etwa die Werte 0,0.01,0.02, ... fiir ¢ in den Ausdruck (r cos(p), rsin(y)) einsetzen
und erhalten damit lauter Koordinatenpaare von Kreispunkten, die wir dann zeichnen kénnen. Gerade so
funktioniert das Computer-Zeichnen. Letztere Darstellung schreibt man gewshnlich nicht als Menge sondern
so:
T () = (rcos(p),rsin(p)), 0 < ¢ < 2.
Hier ist ¢ ein freier Parameter. Durchliuft er die angegebene Menge von Werten, so durchliuft 7 () die
gewiinschte Menge von Zahlenpaaren. Selbstverstindlich ist es auch moglich, ¢ als unabhingige und Z'(¢) als
abhéngige Variable zu betrachten, was fiir weitergehende Fragen niitzlich ist. Wollen wir analog einen Kreis mit
Radius 7 und Mittelpunkt P beschreiben, so ergibt sich:
Y () = (xp +1cos(p), yp + rsin(p)), 0 < ¢ <27,
wobei (zp,yp) die Koordinatendarstellung von P ist.

Betrachten wir als néichstes Beispiel die gesamte Kreisfliche mit Rand, wieder mit Mittelpunkt im Koordi-
natenursprung. Analog zur ersten Darstellung héitten wir eine Ungleichung zu bilden anstelle der Gleichung:

{(z,y) e R? | 2? +y* <r?}.

Wir denken uns die Kreisfliche aus allen Kreiskurven mit Radius < r zusammengesetzt. Wie sidhe eine Para-
meterdarstellung dafiir aus? Zusétzlich zum Winkel hétten wir den Radius im Bereich von 0 bis r variieren zu



16 2. VEKTORRECHNUNG UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

lassen, also etwa
T (p,5) = (scos(p), ssin(p)), 0 < p<2m, 0<s<r

Zusammengefasst beobachten wir: Nichtlinearen Bestimmungsgleichungen entsprechen nichtlineare (,krumme”)
geometrische Gebilde. In zugehorigen Parameterdarstellungen treten nichtlineare Komponentenfunktionen auf.
Wieder gilt die oben angesprochene Zihlweise fiir die Dimension.

Ein weiteres Beispiel: Unbegrenzter Doppelkegelmantel im E3. Betrachten wir ein kartesisches System und
dafiir die Koordinaten-Bestimmungsgleichung z? = 22 +y2. Nach unseren allgemeinen Beobachtungen erwarten
wir, dass damit eine krumme Fliche beschrieben wird. (Die Gleichung ist nicht linear, und die Dimension 3 des
Grundraums sollte sich um 1 erniedrigen durch eine Gleichung.) Ein solches Gebilde kann man gut verstehen,
indem man einfache Schnitte bildet: Schnitt mit der Ebene z = 4 ergibt 22 + 3% = 4 und z = 4, also den Kreis
aller Punkte (2 cos(y),2sin(g),4), 0 < ¢ < 27. Und so fiir alle Ebenen parallel zur zy— Ebene: Stets ergeben
sich Kreise mit Mittelpunkten auf der z— Achse. Speziell fiir z = 0 nur der Ursprung, und die Kreise werden
grofer mit dem Abstand von der xy— Ebene. Wir brauchen nur noch durch Schnittbildung mit der yz— Ebene
einzusehen, in welchem Mafle sie grofier werden: Schneiden mit der yz— Ebene bedeutet Nullsetzen von x, also
2% = y?. Losungen sind die Geraden z = y, z = —y auf der yz— Ebene. Diese steigen in 45 Grad-Winkeln zur
xy— Ebene an. Also haben wir den versprochenen unbegrenzten Doppelkegelmantel, genauer Kreiskegel mit
Spitze im Ursprung und der z— Achse als Achse des Kegels. Folgendes Bild zeigt einen begrenzten Abschnitt
davon:

o
Al
T
S
S

3.1. Bestimmungsgleichungen und Parameterdarstellungen. Wir geben einen zusammenfassenden
Uberblick iiber die Beobachtungen an den Beispielen: Man beachte, dass man ein zweidimensionales Gebilde eine
Fliéche nennt (und etwa vom Flicheninhalt unterscheidet). Ein eindimensionales heifit Kurve oder genauer Bahn
einer Kurve. Ebenen sind spezielle Flichen, und Geraden sind spezielle Kurven. Punkte sind nulldimensional,
ebenso endliche Mengen von Punkten und soar solche unendlichen Mengen, welche kein Kontinuum enthalten.
Fiir hohere Dimensionen ist das Wort ,Korper” iiblich. Bei den folgenden Angaben muss man ein wenig
aufpassen: Als Anzahl der Gleichungen ist die Zahl der unabhéingigen Gleichungen gemeint, was wir im linearen
Falle niher verstehen werden. FEntsprechend ist mit der Anzahl der freien Parameter die notwendige Zahl
unabhingiger Parameter gemeint. Schliefllich wiederholen wir noch einmal die Méglichkeit der Einschrankungen
fiir Parameterbereiche. Damit kann man etwa aus einer Geraden eine Halbgerade oder Strecke aussondern, aus
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einer Ebene eine Halbebene oder ein Parallelogramm usw.

Darstellungsform: | Art des geometrischen Gebildes:
linear (gerade) nichtlinear (krumm) Dimension
Raumdimension
Besti 5- . . C . inus
e§t1mmungb linear in Unbest. nichtlinear in Unbest. s
gleichung(en) Anzahl der
Gleichungen
Parameneter- lineare K.ompo.nen— nichtlineare .Komp.o- Anzahl der
tenfunktionen in den nentenfunktionen in .
darstellung . . freien Parameter
freien Parametern den freien Parametern

Wichtig ist es immer wieder, aus einfacheren Dingen kompliziertere zusammenzusetzen. Gerade dazu leisten
die linearen Operationen Betrichtliches. Man stellt etwa zwei Krifte durch Vektoren dar: Die resultierende
Kraft ergibt sich durch Addition der Vektoren. Analog fiir Geschwindigkeiten, einander iiberlagernde elektrische
Feldstirken, usw. Besonders niitzlich ist es, dass man eine geometrische Version der Vektoroperationen sowie

4. Die linearen Vektorraumoperationen

17

eine rechnerische auf der Seite der Zahlentripel hat. (Wir erwihnen nicht jedes Mal eigens die Zahlenpaare.)

Vor allem kann man die Vektorraumoperationen dazu benutzen, aus einfachen Elementen eine kompliziertere
Situation aufzubauen, etwa aus dem Ortsvektor eines Kreispunktes den Ortsvektor eines Punktes eines weiteren
Kreises gewinnen, der auf ersterem abrollt. Oder man mochte von einem Punkt aus zum neuen Punkt, der
aus ersterem durch eine Projektion oder eine Spiegelung entsteht. Spiter werden Sie noch lernen, dass auch
Funktionen Vektorriume bilden und dass der Addition von Funktionen iiberragende Bedeutung zukommt.

4.1. Vektoraddition und Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl. Das sind die sogenannten

linearen Vektorraumoperationen. Wir stellen sie in beiderlei Form gegeniiber:

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl (einem Skalar)

x
geometrisch (A € R, @ € V3) rechnerisch A €R, [ y | € R?)
z
Aa entsteht aus @ durch
Streckung mit A\, wobei x Az
A < 0 zusiitzlich ein My =1 M |, 2zB.:
Umdrehen der Pfeilspitze z Az
bewirkt. Zum Beispiel:
-2a
a 1 -2
21 )= -2
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Addition zweier Vektoren:
- U x
geometrisch (a’, b € V3) rechnerisch v |, y | €eR3
w z
@+ b entsteht durch U . .
Hintereinandersetzen _ .
v +1| v = v+y , z.B.:
bzw. Parallelogramm- w e ) w7
ergdnzung. Zum Beispiel:
1
1/4 3/4 1
/72 |+ 1/4 | =1 3/4
0 0 0

Entscheidend ist nun der Zusammenhang zwischen den rechnerischen Operationen einerseits und den geome-
trischen andererseits: Man beobachtet sogleich im Beispiel, wie sich bei geometrischer Addition auch die Ko-
ordinaten addieren. Das ist generell so. Fiir die Multiplikation mit einem Skalar wird der Zusammenhang
vom Strahlensatz gesichert. Erst diese Sachverhalte garantieren, dass man etwa auch Kriifte richtig rechnerisch
addiert und damit die Koordinatendarstellung der tatséchlichen resultierenden Kraft erhilt, usw. Wir fassen
sie daher noch einmal ausdriicklich zu Formeln zusammen und unterscheiden dazu an dieser Stelle notwendiger-
weise auch einmal ausdriicklich die rechnerische von der geometrischen Operation durch Anfiigen eines Index
(r bzw. g). Zusétzlich verwenden wir einen Multiplikationspunkt, den man sonst gewthnlich weglésst.

Ay ) = X (TF)
(T4, 7))~ = TE4, 7K

Diese allgemeingiiltigen Formeln besagen gerade, dass die Rechenoperationen den geometrisch-physikalischen
wirklich entsprechen.

Warnung: Es gibt noch eine andere ,Operation”, die dem Anfinger vielfach naheliegt: Das komponen-
tenweise Multiplizieren zweier Vektoren zu einem neuen Vektor. Dieser Vektor ist zwar dann aufgrund einer
wohldefinierten Operation klar definiert, nur ist er zu nichts Gutem zu gebrauchen. Damit wird stets Unsinn
produziert. Gefihrlich ist vor allem, das spéter einzufiihrende Skalarprodukt damit zu verwechseln.
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Recht wichtig dagegen ist es, die Differenz zweier Vektoren zu bilden und eine unmittelbare Anschauung
dafiir zu gewinnen, obwohl man einfach lapidar 2 — 5 = Z + (=% ) = 7 +(—1)¥ definieren kann und diese
Operation daher nichts eigentlich Neues ist. Hier die Illustration:

xX-y

Zuniichst mache man sich am Bild einfach klar, dassz — 7 allein schon deswegen so aussehen sollte, weil
sicher gelten sollte: 3"+ (7 — %) = 7. Die Differenz zweier Vektoren bildet man also, indem man ihre Anfiinge
aneinanderlegt und den zwischen die Pfeilspitzen eingespannten Vektor bildet. Man hat nur zu beachten, dass
die Spitze des Differenzvektors an die des Vektors stofit, von dem abgezogen wird. Das bedeutet insbesondere,
dass man mit der Differenz der Ortsvektoren 7' — 2’ p den Vektor von P nach Q bekommt, den man auch

mit P—Cj bezeichnet. Man achte auf die Reihenfolgen!

4.2. Die abstrakten Rechenregeln fiir das Rechnen mit Vektoren (Vektorraumaxiome). In
Worten liisst sich knapp zusammenfassen: Mit Vektoren rechnet man wie mit Zahlen, einzig und allein das
Dividieren durch einen Vektor entfillt (und ist auch nicht sinnvoll im allgemeinen Fall zu definieren!). Man
kann jedoch auch einen vollstéindig ausreichenden Satz von Regeln (alle weiteren kann man daraus herleiten)
knapp aufschreiben, hier ist er. Zu verstehen sind diese Formeln als allgemeingiiltige, d.h. man darf fiir A\, p
jeden Skalar(ausdruck) und fiir @, 3", 2" jeden Vektor(ausdruck) einsetzen, erhilt stets wieder allgemeingiiltige
Formeln. Der Bereich der Zahlen muss nicht R sein, es kann jeder Korper sein, der Fall der komplexen Zahlen
ist besonders wichtig. Man spricht dann allgemein von einem Vektorraum iiber einem Korper K. Nun nennt
man definitionsgeméf jede Struktur mit einer inneren Verkniipfung und einer duflieren mit den Elementen eines
Korpers K genau dann einen Vektorraum iiber K, wenn diese Regeln erfiillt sind. Was hat man davon? Man
verifiziert diese Regeln und weif dann, dass auch alle Folgerungen gelten und man also ,wie iiblich” bequem
und korrekt rechnen kann.

DEFINITION 2. Eine Menge V mit einer zweistelligen Verkniipfung + zusammen mit einem Korper (vgl.
die Definition dafir durch die Korperaziome in Kap. 1) K und einer duferen Verkniipfung -, welche jedem
Paar (\, @), A\ € K, @ €V, genau ein Element \- T €V zuordnet, heifit Vektorraum iiber K, wenn folgende
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Rechengesetze (die Vektorraumaziome) allgemein erfillt sind:

T+ (Y +7Z) = (T +7Y)+ 7 (Assoziativitit der Addition)
0+7T = 7T (neutrales Element, Nullvektor)
—T+T = 0 (inverse Elemente bzgl. Addition)
T+Y = Y+ 7T (Kommutativitit)
)T = MNp7Z) (Klammern iiberflissig)
A+u)T = NT +u7 (erstes Distributivgesetz)
NZ +7Y) = AT +AY (zweites Distributivgesetz)
1-Z = T (Normierung der Mult. mit Zahl)

Die Elemente von V nennt man dann Vektoren, die von K Skalare (fiir: Zahlen,).

Man sieht die zwei Gruppen: Erstere handelt nur von +, letztere auch von der Multplikation mit einem
Skalar, insbesondere von der Verbindung beider in den Distributivgesetzen. Ersetzen Sie einmal die Vektoren
durch Zahlen, so sehen Sie Thnen ldngst bekannte Rechengesetze.

Eigentlich miissten wir jetzt fiir unsere eingefiihrten Strukturen V3 (analog V3) sowie R? zeigen, dass diese
Axiome alle erfiillt sind. Damit erst ist klar, dass wir mit Recht von Vektoren gesprochen haben. Aber man
beachte, dass diese Nachpriifung etwa fiir R? sehr selbstversténdlich ist, da sich jedes Axiom auf Entsprechendes
innerhalb der Zahlen sofort zuriickfithrt. Ein Beispiel:

T+ u
A y+v | =
z w Z+w

A
A
A
Az + Au)
Ay+ ) | =

>
S
+
SEES
|

Az 4 Aw)

T U
= Ay |+A[ v
z w

Dabei wurden nur die Definitionen der linearen Operationen im R?® sowie das Distributivgesetz der reellen
Zahlen verwandt. Analog funktioniert die Sache mit den andern Gesetzen. Wir erwithnen nur, dass wir im R3
haben:

0 T -
—
O0=10|,—-{w |=| —v¥
0 z -z

Wenn wir nunmehr die Rechengesetze fiir den Vektorraum R? verifiziert haben, so kénnen wir sofort schlie-
Ben, dass sie auch fiir V3 gelten: Denn die obenstehenden Formeln der Entsprechung zwischen rechnerischer
und geometrischer Operation machen klar, dass man iiber K in gewisser Weise V3 mit R3 identifizieren kann.
(Entsprechen sich Elemente umkehrbar eindeutig und ebenfalls die Operationen, dann spricht man von iso-
morphen Strukturen, und man kann ganz allgemein zeigen, dass dann stets dieselben Rechengesetze gelten.)
Dasselbe Argument gilt dann auch fiir V3. Andererseits ist es interessant, zu beobachten, dass ein Gesetz wie
MZ + %) = \Z + Ay geometrisch immerhin so viel wie den Strahlensatz bedeutet, das heisst: Wendet
man dies Rechengesetz einfach formal an, so hat man eine sonst im allgemeinen viel kompliziertere geometri-
sche Uberlegung gespart. Insgesamt werden wir sehen: Kompliziertere geometrische Probleme lassen sich mit
Vektorrechnung viel leichter 16sen als ohne sie. Halten wir noch einmal unser Hauptresultat fest:
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Satz 1. V3, V3, R3 sind paarweise isomorphe Vektorriume diber dem Korper der reellen Zahlen. Das
entsprechende Resultat gilt fiir Dimension 2. Analog hat man auch die Riume R™ der sogenannten ,,n — Tupel”
(also Folgen der Linge n, n € N, n > 1) von reellen Zahlen, in denen ebenfalls komponentenweise gerechnet
wird.

Allerdings fehlen fiir n > 4 die zugehorigen anschaulichen Réume, wenn auch nicht der unmittelbare Bezug
zur Physik (Raumzeit, aber auch mechanische Systeme mit riesigen Freiheitsgraden usw.)

4.3. Einige praktisch wichtige Folgerungen. Folgende Regeln sind herleitbar aus den Axiomen, man
hat sie aber zweckmiflig im Kopf und benutzt sie ohne weiteres:

007 = 0
-(\T) = (=7
NT—T) = \Z-\7

Man beachte: Die zweite Gleichung ist nicht von vornherein selbstverstindlich, sie besagt, dass der additiv
inverse (negative) Vektor zu A\@ dasselbe ist wie der Vektor @ mit (—\) multipliziert (Inversenbildung im
Korper der reellen Zahlen).

FEine immer wieder niitzliche Anwendung der Rechenregeln ist diese Folgerung: Jeder Rechenausdruck der
Vektorraumstruktur in den Vektoren @i, ..., @ lésst sich auf die Form ZZ;I ANTi=Ma14+ ..+ an
bringen. Das ist dann auch die ordentliche Endform eines solchen Ausdrucks, die man fiir viele Zwecke benotigt
und stets produzieren sollte. Man nennt diesen Ausdruck eine Linearkombination der Vektoren @'y,...a .
Beispiel:

.
2(7’+/\7)—37’+u%=—?+(2)\+%) 7.

Hier wiren alson =2, @1 =T, @Ga2= ¥, A\ = —1, Ay = 2\ + £. Beachten Sie, wie man hierzu insbsondere
die beiden Distributivgesetze benotigt (und zwar jeweils in beiden Richtungen gelesen, das eine Mal Ausmulti-
plizieren, das andere Mal Ausklammern!).

4.4. Parameterdarstellungen fiir Geraden und Ebenen. Mittels der Vektorrechnung gelingt es leicht,
die oben bereits angesprochene Parameterdarstellung fiir Geraden und Ebenen geometrisch zu verstehen.

Sei g eine Gerade im E®. Dann kann man g festlegen durch einen Punkt und eine Richtung. Die Richtung
von ¢ kann wiederum durch einen freien Vektor @ # 0 parallel zu g bestimmt werden. Sei also P ein fester
Punkt auf g und @ ein solcher Richtungsvektor fiir g. Betrachten wir folgende Skizze:
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R

Daraus wird klar: Wenn man 7 p + A @ bildet mit dem Ortsvektor = p von P und einer beliebigen Zahl
A € R, so erhilt man stets einen Ortsvektor eines Punktes der Geraden. (Beachte Konvention: Ortsvektor plus
freier (Richtungs-) Vektor gleich Ortsvektor!) Zum Beispiel ist in der Skizze Z'p +1- @ = T'¢ und etwa
7 p+1-@ = 2 r. Umgekehrt erhiilt man zu jedem Punkt S der Geraden eine eindeutig bestimmte Zahl A(S),
sodass 7' = T p+A(S)@ ist. Die Menge aller Ortsvektoren von Geradenpunkten wird also durchlaufen mit

T\ = Tp+Aa, A€R. (X Freier Parameter),
(Parameterdarstellung einer Geraden g, geometrische Form.)
?f()\) = 7K+ \aK, )R (Koordinatenform.)
Dabei sind : = p Aufpunktvektor,

a # 0 Richtungsvektor.

Man beachte hier die beiden Formen. Tg(/\) ist der geometrische Pfeil ,Ortsvektor des Geradenpunktes
zum Parameterwert von \”. Er ergibt sich durch die geometrische Vektoroperationen als ' p+A@ . Diese Form
hatten wir fiir unsere allgemeine anschaulich-geometrische Einsicht benutzt. Dagegen werden wir fiir Fragen wie
nach dem Schnittpunkt einer Geraden mit der xy— Ebene usw. die Koordinatenform benutzen. Dabei rechnet
man rein formal mit Zahlentripeln.

Ein Beispiel dazu: Geben wir die Gerade g mit folgender Parameterdarstellung in Koordinatenform vor:

2 -3
TN = 7; +A ; ,AER

Suchen wir den Schnitt mit der xy— Ebene, so ergibt sich die Bedingung

2 -3 x
-1 |+ 2 = Yy
2 2 0
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Man beachte: Zwei Vektoren aus R? sind genau dann gleich, wenn sie in allen drei Komponenten iibereinstim-
men. Unsere Vektorgleichung lduft also auf folgendes System von drei Zahlengleichungen hinaus:

23\ =
142\ =
242\ = 0

Das ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten A, z, y. Aber es ist besonders einfach (zur Systematik

mehr im néchsten Abschnitt). Aus der letzten Gleichung liest man sofort A = —1 ab, und mit beiden andern
Gleichungen sind dann x,y auch eindeutig bestimmt. Wir erhalten also einen einzigen Schnittpunkt, es ist der
Geradenpunkt zum Parameterwert A = —1. Der gesuchte Schnitt besteht also aus dem einzigen Punkt S mit
2 -3 5
TE= -1 | +(-1) 2 |=1| -3
2 2 0

Man wird in solchen Zusammenhéngen spiter den Index K weglassen - man sieht ja, dass es sich um eine
Koordinatendarstellung handelt.

Es sollte deutlich geworden sein, dass die Spaltenschreibweise fiir die Zahlentripel fiir solche Rechnungen
besonders iibersichtlich ist. (Noch einmal: Wenn wir hier Zeilenvektoren schreiben, dann nur aus Griinden der
Platzersparnis.)

Mit diesen Mitteln kénnen wir auch sofort einsehen, dass so etwas wie

2 -3\ 2 -3
TN = -1+2)x | = -1 |+ 2 |, \eR,
-3\ 0 -3

eine Parameterdarstellung einer Geraden ist. Die ausgefithrte Umformung macht die Aufspaltung der Stan-
dardform deutlich, und wir kénnen nunmehr Aufpunkt- und Richtungsvektor identifizieren und die Gerade uns
vorstellen sowie in ein Koordinatensystem einzeichnen.

Nun das entsprechende Programm fiir Ebenen. Wieder startet die Argumentation mit der geometrischen
Vektorrechnung: Geben wir einen Punkt P einer Ebene E im E® vor sowie zwei unabhingige (d.h. hier: beide

ungleich Null und nicht parallel) Richtungsvektoren @, v parallel zur Ebene. Folgende Skizze zeigt dann, dass
man mit = p+Aa + ,u?, A, 1 € R stets einen Ortsvektor eines Punktes von E erhilt und dass man umgekehrt
zu jedem Punkt @ aus E auf diese Weise (sogar eindeutig) seinen Ortsvektor bekommt. Denn man kann stets
auf der Ebene ein passendes Parallelogramm mit Seiten parallel zu @, b ansetzen, so dass eine Ecke in P, die
andere im gewiinschten Punkt @ landet.
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Richtungsvelddren

- Ursprung '

Aufpunktvektor

Also hat man ganz analog zu den Geraden folgende Parameterform fiir eine Ebene mit zwei freien Parame-
tern:

Te(\p) = Tp+Ad+ u?, M €ER, @, b linear
unabhiingige Richtungsvektoren, = p Aufpunktvektor.

Entsprechend hat man wiederum die Koordinatenform mit Zahlentripeln. Zwei Vektoren a’, b sind definiti-
onsgemif genau dann linear unabhéingig, wenn keiner ein Vielfaches des andern ist, also wenn sie beide nicht
Null sind und nicht parallel sind, also verschiedene Richtungen angeben. (Dies ist ein Spezialfall des spéter
einzufiihrenden allgemeinen Begriffes der linearen Unabhingigkeit.) Nun sollte klar sein, dass man eine Para-
meterdarstellung fiir eine gewiinschte Ebene (analog: Gerade) einfach aufstellt, indem man dies Schema ausfiillt
mit einem Aufpunktvektor und einem Richtungsvektor.

Beispiele: Eine Parameterdarstellung ist gesucht fiir die Ebene E, welche durch P geht, ?fg =(1,2,-2),
und parallel zur yz— Ebene liegt. Offenbar sind (0,1,0) und (0,0, 1) passende Richtungsvektoren, und damit
konnen wir eine Parameterdarstellung fiir £ in Koordinatenform sofort hinschreiben:

Natiirlich gibt es unendlich viele Parameterdarstellungen fiir dieselbe Gerade/Ebene, in unserm Beispiel wére
auch

Ve ) =(1,3,-2) + A(0,1,1) + u(0,~1,1), A, u€R,

eine andere Parameterdarstellung derselben Ebene. (Wie konnte man das nachpriifen?)

Weiteres Beispiel: Wir suchen eine Parameterdarstellung der Ebene H, welche durch die drei Punkte P, Q, R
geht mit =K = (1,2, -2), ?g =(1,4,2), 78 = (-2,1,3). Wiederum finden wir leicht einen Aufpunktvektor.
Wir withlen den ersten dazu. Richtungsvektoren erkennen wir leicht als Differenzen zwischen den Ortsvektoren.
Im Rahmen der Dreiecksituation liegt es nahe, dazu die Vektoren P—Q) =T7¢o— 7 pund PR=Tgr—Tp o
wihlen. Damit erhalten wir folgende Parameterdarstellung fiir H:
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Rechentechnik: Im Zusammenhang mit den Parameterdarstellungen von Geraden und Ebenen ist folgende
typische Rechnung in beiden Richtungen wichtig:

1+A—2u 1 1 -2
A+3u | =0 |+Ar] 2 |+p| 3
243\ 2 3 0

Es handelt sich lediglich (von rechts nach links) um die Ausfiihrung der linearen Operationen mit den Zah-
lentripeln. In der andern Richtung ist es das ,,Auseinanderziehen”, und das macht man mit dem allenthalben
wichtigen Vergleichen von Koeffizienten. Der Plan ist eine Zerlegung wie auf der rechten Seite, also fasst man
alle konstanten Glieder zu einem Vektor (Fehlen: Koeffizient Nulll), dann alle Koeffizienten bei A usw. Nun-
mehr konnen wir auch die linke Seite, die aus einer Rechnung resultieren kénnte, sofort als Ausdruck einer
Parameterdarstellung einer Ebene verstehen und mit der rechten Seite diese Ebene geometrisch in ihrer Lage
verstehen. Die andere Richtung braucht man etwa beim Aufstellen eines linearen Gleichungssystems, um den
Schitt zweier linearer Gebilde zu berechnen, welche durch Parameterdarstellungen gegeben sind. Schneiden wir
g mit F, wobei ?g(a) = (1,1, +a(2,1,1),ca € R, T\ u) = A2,—1,1) +u(1,2,2), A\, u € R, so haben wir
folgende Gleichung zu losen:

Ty(a) =Y e\ n)

(,,Gleichsetzen” - dabei ist auf Trennung der Parameter aus den verschiedenen Parameterdarstellungen zu
achten, ein Parameter A in 7', hitte umbenannt werden miissen). Im Beispiel sollte man sofort das daraus
entstehende lineare Gleichungssystem iiberblicken:

2N+ p—20 = 1)
“A+2u—a = 1(II)
A2u—a = 1(III).

Nunmehr ist dies zu losen. Man achte auf die im allgemeinen sinnvolle Technik: Es wird das lineare Glei-
chungssystem durch Kombination der Zeilen in jedem Schritt um eine Gleichung und eine Unbekannt ,kiirzer”
gemacht. Wir werden hier A, p hinauswerfen (warum?). Zunéchst A, man erhilt:

Spu—4da = 3, (I')=(I)+2(I1)
2u—a = 1, (II')=((II) + (I11))/2.
Nunmehr kann man g hinauswerfen:
3a=—1, 5(II') —2(I").

Das ergibt @« = —1/3, und das reicht bereits aus, die gestellte Aufgabe zu 16sen: Einsetzen in die Parame-
terdarstellung der Geraden ergibt den einzigen Schnittpunkt ='s = @4(—1/3) = (1/3,2/3,2/3). Man kann
und sollte allerdings zur Kontrolle noch durch Einsetzen die Werte der andern Parameter ausrechnen: A = 0,
u = 1/3. Die einzige Losung des Gleichungssystems lautet also (0,1/3,—1/3) (zur Reihenfolge p, A, a). Das
ist nicht etwa die Koordinatendarstellung des Schnittpunktes, sondern man muss diese gewinnen, indem man
a = —1/3 in die Parameterdarstellung der Geraden oder aber A = 0, = 1/3 in die Parameterdarstellung der
Ebene einsetzt. Beide Male kommt dasselbe heraus, wie man iiberpriife. Damit ist eine wirksame Kontrolle
gemacht. Wir werden im n#chsten Abschnitt 5. iiber Schnittaufgaben und lineare Gleichungssysteme aller-
dings noch sehen, dass die Gleichungsform fiir solche Aufgaben wesentlich giinstiger ist, auch eine Kombination
Gleichung/Parameterdarstellung.

4.5. Zur Nutzung von koordinatenfreier Vektorrechnung. Das rein geometrische Rechnen mit den
geometrischen Vektorraumoperationen insbesondere in V2, V3 hat fiir gewisse Aufgaben eine Eleganz und
Einfachheit, die sich mit dem Rechnen mittels Koordinatendarstellungen bei weitem nicht erreichen lidsst. Dazu
zdhlt insbesondere das Herausarbeiten bzw. Beweisen allgemeiner Sachverhalte, die jedoch fiir Anwendungen
durchaus konkrete Bedeutung haben. (Es ist ein Irrglaube, unter ,theoretisch” dasselbe wie ,uninteressant, da
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fiir praktische Anwendungen irrelevant” zu verstehen.) Ein erstes Beispiel haben wir schon mit der allgemeinen
Uberlegung gegeben, dass man eine Parameterdarstellung fiir die Ebene E durch drei nicht auf einer Geraden
liegende Punkte P, @, R sofort angeben kann mit 7' p(A\, 1) = Tp + AT g — T p) + (T r — Tp), \,u € R.
Dagegen ist die konkrete Ausfithrung fiir Beispiele reichlich langweilig (!). Wir geben ein prignantes weiteres
Beispiel, dazu das ungemein wichtige Prinzip des Koeffizientenvergleichs, das sich in unendlich vielen Aufgaben
nutzen lisst:

Die Aufgabe. Zu drei Punkten P, (@, R, welche nicht auf einer Geraden liegen, ist der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden des zugehorigen Dreiecks allgemein zu berechnen. Dieser Punkt ist von Bedeutung, weil
er der Schwerpunkt des Dreiecks ist bei homogener Massenverteilung. Dazu bilden wir zunichst die freien
Vektoren a = P—Cé und b = PR. Diese Vektoren sind linear unabhéngig nach unserer Voraussetzung eines nicht
ausgearteten Dreiecks. Das hat eine Konsequenz von allgemeiner Bedeutung: Man kann Koeffizientenvergleich
machen, d.h.

Aus a@ + ﬁ? = \a + ,u? folgt stets (,,Koeflizientenvergleich”)

a = A [B=pu, wenn a’b linear unabhéingig sind.

Das kénnen wir sehr leicht begriinden: Sei etwa o # A, aber aa’ + B? =\a + ,u?. Dann ist (a« — \)@ =

(u— ﬁ)?, also mit a # \ @ = ?(/L— B)/(a— ). Somit wire @ ein Vielfaches von 7, also @, b

unabhéingig.

nicht linear

Nunmehr nennen wir den Schwerpunkt S, arbeiten jedoch mit dem freien Vektor 5 = PS . Diesen

Vektor stellen wir auf zwei Arten dar, wir haben, wenn wir die seitenhalbierenden Geraden durch PQ und PR
betrachten:

1 1 1 1
?§E’+A(?§7>)§?+u(7—”>.

Schreiben wir beide Seiten als Linearkombinationen ordentlich hin:

N

Die eindeutige Losung ist A = = 1/3. Also haben wir die Losung des Problems, letztlich auch mittels der
urspriinglichen Ortsvektoren ausgedriickt:
1 1 1
?:§a’+§7, wd Fs=Tp+ 3 =2 (Tp+To+ Tr).

(Uberpriifen Sie, dass dies Resultat mittels Einfithrung von Koordinatendarstellungen bei weitem nicht so leicht
zu gewinnen wére.) Unser Resultat fiir den Schwerpunkt sollte auch intuitiv einleuchten: Der Schwerpunkt
ergibt sich einfach rechnerisch iiber arithmetische Mittelbildung. Wir werden die Verallgemeinerung erwarten,
dass der Schwerpunkt eines Systems von n Massenpunkten P;; 1 <1 < n, in denen jeweils dieselbe Masse sitzt,
ganz entsprechend zu bilden ist:

n
— 1 _
.’L‘S:—E T p;-.
n <
i=1
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5. Schnitte linearer Gebilde und lineare Gleichungssysteme

Im Titel sind die Zusétze ,linear” zu beachten - nur dafiir kann man ein so einfaches geschlossenes Bild
sowie vollig problemlose Losungsmethoden erhalten, nicht so im nichtlinearen Fall. Wir beginnen mit einer
Reihe konkreter Beispiele. Darin finden sich auch nichtlineare, die man in besonders einfachen Féllen durchaus
auch von Hand rechnend bewiltigt. Insbesondere soll hervorgehoben werden, dass die Logik der Schnittbildung
im linearen wie nichtlinearen Fall ganz dieselbe ist. Nur werden im allgemeinen Fall sowohl Rechnung als auch
theoretischer Uberblick iiber Losunsmengen extrem viel schwieriger. Vorab sei einmal klargestellt, was genau
unter dem Schnitt zweier geometrischer Figuren, also Punktmengen F' und G zu verstehen ist:

DEFINITION 3. Seien A, B beliebige Mengen. Dann ist der Durchschnitt (oder die Schnittmenge) von A
und B die folgende Menge (gelesen: ,A geschnitten mit B”): AN B := {x|x € Aund x € B}. Der Schnitt
zweier geometrischer Figuren ist einfach der Durchschnitt der Figuren als Punktmengen.

Beispiele: {1,2,3,4} N {-1,2,3,5,6} = {2,3}. Der Durchschnitt eines Kegelmantels und einer Ebene ist
einer der Kegelschnitte: Ellipse, Parabel, Hyperbel.

5.1. Beispiele (ausschliellich linear). Hier sollte man zunéichst die Logik wahrnehmen, die differenziert
ist je nach dem, ob beide Gebilde in Parameterdarstellung, beide in Form von Bestimmungsgleichungen (bzw.
bereits Systemen davon) oder das eine in der einen, das andere in der andern Form gegeben ist. Zu dieser Logik
gehort auch, wie man von der technischen Losung eines Gleichungssystems zur Darstellung der Schnittmenge
gelangt. Schliefllich ist das Versténdnis wichtig, dass der Schnitt zweier linearer Gebilde stets ein lineares
Gleichungssystem hervorbringt, dessen Dimensionierung (Zahl der Bedingungen und der Unbekannten) man aus
der Aufgabenstellung vorhersagen koénnen sollte. Gerade an der Dimensionierung sollte man feststellen, dass
Gleichungsform oder Mischform fiir Schnittaufgaben wesentlich giinstiger sind als Parameterformen. Der zweite
Hauptpunkt des Interesses ist dann natiirlich auch die Technik des Losens der resultierenden Gleichungssysteme.

5.1.1. Beide (linearen) Gebilde in Parameterform. (Vorbemerkung: Es handelt sich hier um eine sehr un-
praktische Art, zwei Ebenen miteinander zu schneiden, es geht jedoch um die Systematik des Losens linearer
Gleichungssysteme und um die Logik der Schnittaufgaben.) Wir schneiden die Ebenen E und F, beide in
Parameterform gegeben durch

Tela,pf) = (1,1,1)+a(l,2,-1)+3(2,1,3), a, 3R,
?F(/\a,u) = (2a1a2)+>\(717272)+ﬂ(27 72a3)7 )\,,LLGR.
Dabei ist zunédchst zu beachten, dass die Parameter beider Darstellungen getrennt sind. Andernfalls muss man
umbenennen. Nun zur Logik: Nehmen wir einen beliebigen Schnittpunkt S € E N F, so haben wir folgende
Aussagen:
1. Es gibt o, 3 € R, sodass T 5= 7
2.Esgibt \,u € R, sodass 5=

Das bedeutet zusammen, dass wir eine Losung der Gleichung

haben. Das besagt aber nichts etwa dariiber, dass z.b. a = X sein sollte. (Dies war der logische Grund fiir die
Parametertrennung.) Umgekehrt gehort zu jeder solchen Losung ein Schnittpunkt, den wir dann durch einen
der Rechenausdriicke dieser Gleichung darstellen konnen. Nun 16sen wir Gleichung (3) im Beispiel. Sie lautet
konkret

1 1 2 2 -1 2
1l +al 2|48 1 )=1)+x 2 |+p| -2
1 ~1 3 2 2 3
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Dies sollte man unmittelbar zu folgendem linearen Gleichungssystem ummiinzen konnen (gleiche Unbekannte
geordnet, untereinander, die Konstanten isoliert auf der anderen Seite):

() o 428 +x —2u =1
(II) 2a 48 -2\ +2u =0.
(II) —a +38 -2\ —3u =1

Dies System hat drei Bedingungen fiir vier Unbestimmte, es ist also im Normalfall eine unendliche Losungsmenge
mit einem freien Parameter zu erwarten. Strategisch verlduft die Losung so, dass man jeweils eine Unbekannte
hinauswirft und eine Gleichung weniger bekommt. Hinsichtlich unserer Aufgabenstellung geniigt es, auf eine
Gleichung zu kommen, in der nur noch A, u vorkommen. («, 5 wire ebenso gut, nicht etwa «a, \.) Wir werfen o
hinaus und erhalten:
(I"=2(I)—-(II) 38 +4x —6up =2
(I =)+ {UII) 58 -\ —bu =2~

Nunmehr (8 hinaus:
(I"y=5I")-3(II'") 23\ —15u =4

Der zweite Schritt im Losen eines solchen Gleichungssystems besteht nach dieser Arbeit darin, die Losungsmenge
aufzuschreiben. Wir beobachten: Zu jedem beliebig vorgegebenen Wert von A kénnen wir eindeutig u, 8, «
ausrechnen. Unsere Losungsmenge hat also hier einen freien Parameter. (Warum ist es giinstiger, A dafiir zu
withlen als ?) Wir haben also alle andern Unbestimmten durch A auszudriicken und erhalten aus (I"), (I'), (I)
der Reihe nach:
23 4 7 1 26 2
R T AU A TR TS
Die Losungsmenge in Parameterform aufgeschrieben lautet damit (unter Beibehaltung der Reihenfolge «, 5, A, p1):

1 7 26 23
LA = F (1,2,0,—4) + A < 3 15,1, 15) , AeER.
Dies kann man geometrisch interpretieren als eine Gerade im R*, und wir werden sehen, dass jede Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems entweder leer ist oder aber geometrisch als lineares Gebilde (Verallgemeinerung
von Punkt, Gerade, Ebene,...) zu deuten ist und eine entsprechende Parameterdarstellung besitzt. Aber man
verwechsle das in unserem Fall nicht mit der gesuchten Schnittmenge! Um diese zu erhalten, hitten wir mit (I”)
und der Beziehung 1 = (23X — 4)/15 aufhéren koénnen. Das haben wir einzusetzen (so stets der letzte Schritt
bei Schnittaufgaben mit Parameterformen) in den Ausdruck 7 p(\,p). Also ist die Schnittmenge, schon in
Parameterdarstellung:

- B 23 4
P = 2124122+ (Fr- ) @29

_ (226), (3 1633
o 15715’ 5 15 1575 J°

Es resultiert die geometrisch zu erwartende Schnittgerade gg der beiden Ebenen im dreidimensionalen Raum.
Man sollte noch daran denken, eine umparametrisierung vorzunehmen mit dem einfacheren Richtungsvektor
(31,-16,99), der ohne Briiche auskommt. Fassen wir das ganze Verfahren zusammen:

1. Parameter trennen

2. Aufstellen eines linearen Gleichungssystems nach Gleichsetzen der Terme (d.h. Rechenausdriicke) der

Parameterdarstellungen

Losen des Gleichungssystems

4. Einsetzen der Losungsmenge in der Parameterfolge nur einer der Parameterdarstellungen in die zugehd-
rige Parameterdarstellung ergibt eine Parameterdarstellung des Schnittgebildes. (Auf Endform achten.)

&
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5.1.2. Beide (linearen) Gebilde in Gleichungsform. Betrachten wir dieselbe Aufgabe, zwei Ebenen zu schnei-
den, die jedoch in Gleichungsform gegeben sind:

E: 2z —y 43z =1
F: z 43y -4z =1~

Viel giinstiger, nur zwei Gleichungen mit drei Parametern. Zur Logik: Sei 7's = (xs,ys,2s) der Ortsvektor
eines beliebigen Schnittpunktes. Dann bedeutet S € E gerade 2xgs — ys + 3zg = 1, analog bedeutet S € F
die Erfiillung der zweiten Gleichung, S € E N F bedeutet also, dass die Koordinaten des Schnittpunktes das
Gleichungssystem erfiillen. Somit ist die Losungsmenge des Gleichungssystems unmittelbar die Schnittmenge!
Das Gleichungssystem wird nun nach demselben Muster wie oben gelost: Hinauswerfen von x bringt

Ty —11z=1.

Wir erhalten den erwarteten einen freien Parameter, wihlen dazu z. Dasergibt y = 1/7+11/7z, 2 = 1442—3y =
14+42—3/7—33/7z = 4/7—5/7z (aus der zweiten Gleichung). Die Losungsmenge in ordentlicher Parameterform:

1 5 11
?QS(Z) = 7(4v170)+z<7a7,1>, ZGR.

Damit ist die Schnittgerade ausgerechnet. Spéter werden wir lernen, Parameterdarstellungen von Ebenen
systematisch in Gleichungsform zu bringen, im Zusammenhang mit Skalarprodukt und Vektorprodukt.
Das Verfahren zusammengefasst:

1. Die Gleichungen (oder auch schon Systeme) beider Gebilde zu einem Gleichungssystem zusammenfassen.
(Die Koordinaten-Unbestimmten miissen iiberall gleich benannt sein.)

2. Losen des entstehenden linearen Gleichunssystems (Unbekannte sind die Koordinaten!).

3. Die Losungsmenge in parametrisierter Form ist unmittelbar eine Parameterdarstellung des Schnittgebil-

des.

5.1.3. Mischform: Eine Parameterdarstellung und eine Gleichung, linearer Fall. Wir schneiden g mit F,
gegeben durch 7°,(\) = (1,2,2) + A(2,-1,3), A € R, E mit der Gleichung 22 — y — z = 0. Logik: Jeder
Punkt S € g N E muss auf der Geraden liegen, also mit einem Wert Ag muss Z's = @ 4(\s) gelten. Dessen
Koordinaten miissen nun auch die Ebenengleichung erfiillen. Dies ergibt folgende Gleichung fiir Ag:

244N —24+X—-2—-3X=0, also A=1.

Dies ist nun wieder in die Parameterdarstellung einzusetzen. Es gibt also genau einen Schnittpunkt S, und es
ist 7s = (3,1,5). Man sollte sich nun vorstellen kénnen, dass der Schnitt zweier Ebenen bei Mischform darauf
hinausléuft, eine lineare Parametergleichung mit zwei Parametern als Unbestimmten zu 1osen. Es bleibt ein
freier Parameter, Einsetzen funktioniert dann wie im ersten Beispiel (zwei Ebenen, beide in Parameterform).
Das Verfahren ist also:

1. Einsetzen der Koordinaten des Terms der Parameterdarstellung des einen Gebildes in die Gleichung(en)
des andern Gebildes.

2. Losen des entstehenden Gleichungssystems. (Die Unbekannten sind die freien Parameter.)

3. Einsetzen der Losungsmenge in den Term der Parameterdarstellung ergibt eine Parameterdarstellung
des Schnittgebildes.

5.2. Zwei nichtlineare Beispiele. Wir schneiden die Parabel, die durch 7'(¢) = #(1,1,2) + t3(1,2,1),
t € R, gegeben ist, mit der Ebene, deren Gleichung 2x — y + z = 1 lautet. Die Logik funktioniert offenbar
genau wie im vorigen Beispiel: Die Koordinaten von 7 (t) sind in die Ebenengleichung einzusetzen, das ergibt
die quadratische Gleichung 2t + 2t2 — t — 2t> + 2t +t> = 1, und man erhilt die Losungen t12 = —% + %\/ﬁ, die
wiederum in Z(t) einzusetzen sind. Entsprechend dem Losungsverhalten quadratischer Gleichungen verhalten
sich die geometrischen Moglichkeiten beim Schnitt einer Parabel mit einer Ebene: Kein Schnittpunkt, ein

Schnittpunkt (Berithrungspunkt) oder zwei. Dazu kommt noch der Fall, dass die Parabel ganz in der Ebene
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liegt, was sich beim beschriebenen Rechenvorgang darin dulern wiirde, dass die Gleichung 0 = 0 fiir ¢ entstiinde.
Dann ist jede Zahl t € R Losung, somit der Schnitt die gesamte Parabel.

Auch in den anderen Fillen bleibt die Logik dieselbe, das Unangenehme sind nur die entstehenden nichtli-
nearen Gleichungen. Aber in einfachen Fiillen geht das. Schneiden wir etwa das Paraboloid z = 22 + %2 mit der
Ebene x4y — 2z = 1, so erhalten wir fiir die Koordinaten der Schnittpunkte die Gleichung 22 +y? —2—y+1 = 0.
Fassen wir y als freien Parameter auf, so haben wir eine quadratische Gleichung mit den Losungen

1 3
r12(y) = o \Vy =y — T

wenn denn der Term unter der Wurzel positiv ist. Man sieht leicht, dass er stets < 0 ist, also gibt es keine Losung,
die Schnittmenge ist leer, Ebene und Paraboloid laufen knapp aneinander vorbei. An diesem Beispiel sollte
man auch erkennen, dass Unlosbarkeit einer Gleichung durchaus einen Sinn haben kann. Die Verfahren wiren
wie oben in den linearen Fillen zu nennen, allerdings mit dem gewaltigen Unterschied, dass die entstehenden
Gleichungen bzw. Gleichungssysteme nichtlinear sind, was das ezakte Losen im Normalfall sogar prinzipiell
unmoglich macht, nicht jedoch das Finden von Niherungslésungen.

5.2.1. Lineare Gleichungssysteme mit dufleren Parametern. Stellen wir uns die Aufgabe, etwa eine Schar
(oder Familie) von Geraden mit einer Ebene zu schneiden, sieht das etwa so aus: In der Parametrisierung der
Geraden kommt neben dem freien Parameter ein duflerer Parameter vor, sagen wir a. Zu jedem Wert von a
bekommen wir durch Einsetzen eine konkrete Parameterdarstellung einer speziellen Geraden, allgemein gehort
zu a die Gerade g,, das konnte so aussehen - entsprechend eine Schar von Parameterdarstellungen:

g (V) =(1,2,1) + X(a,2,3), A €R, fiir alle a € R.

Nun stellen wir uns die Aufgabe, allgemein jede dieser Geraden mit der Ebene 4+ y — z = 1 zu schneiden. Am
bisherigen Verfahren #ndert sich iiberhaupt nichts, und wie angekiindigt wird ein #uflerer Parameter einfach
,mitgeschleppt”, lediglich sind Fallunterscheidungen zu erwarten und gegebenenfalls zu behandeln. Einsetzen
des Ausdrucks der Parameterdarstellungsschar in die Ebenengleichung ergibt: A(a4+2—-3)+1+2—1=1, also
AMa) =1/(1 —a) fiir a # 1. Also ist in diesen Fillen der einzige Schnittpunkt ='s, = 7,4, (1/(1 — a)). Was ist
bei a =1 der Fall? Dies untersuchen wir, indem wir speziell diesen kritischen Wert in die Gleichung einsetzen.
Es entsteht die Gleichung 2 = 1, also ein Widerspruch. Es gibt also gar keinen Schnittpunkt. Das entspricht
wiederum vollig der Geometrie: Die Gerade g; hat den Richtungsvektor (1,2,3), und der ist parallel zur Ebene,
wie wir spiter eleganter mittels des Skalarproduktes ausrechnen kénnen, im Augenblick aber auch schon nach
Bilden etwa der Parameterdarstellung % g(z,y) = (z,y,2 +y — 1) = (0,0, —-1) + 2(1,0,1) + y(0,1,1), z,y € R
und mit Darstellung von (1,2,3) als (1,0,1) +2(0,1,1) (Linearkombination der Richtungsvektoren der Ebene)
belegen knnen. Dass es keinen Schnittpunkt im Falle a = 1 geben kann, folgt nun daraus, dass (1,2,1) nicht
auf der Ebene liegt. Das wissen wir aber alles schon nach unserer Behandlung des linearen Gleichungssystems
mit viel weniger Miihe!
Noch ein Beispiel zur Eliminationstechnik (zum Hinauswerfen von Unbestimmten also) bei Vorliegen duflerer
Parameter:
2azx -y = 1
3 +5ay = 0

Hinauswerfen von y: Man bildet 5a(I) + (I1) und erhilt (10a? + 3)x = 5a. Offenbar ist fiir jedes a die Logung
eindeutig auszurechnen, also keine verschiedenen Félle zu behandeln. Stiinde jedoch in der ersten Zeile 2ax+y =
1, so kiime man auf (10a® — 3)z = 5a, so zwei kritische Fille a; » = £+/30/10 resultieren (in allen andern Fiillen
eindeutige Losbarkeit). Man geht nun in der Rechnung zuriick bis unmittelbar vor den ersten in den kritischen
Fillen unerlaubten Schritt (Division) und findet die Gleichung (10a? — 3)z = 5a. Einsetzen von aj 2 ergibt
damit eine Gleichung 0 = 5a; 2, die in jedem Falle ein Widerspruch ist. Hétte dagegen in der ersten Zeile
2ax + y = 0 gestanden, so wire man in diesen Fillen (es sind dieselben!) auf unendliche Losungsmenen
gekommen. ,Kritischer Fall” bedeutet also nicht immer Unlosarkeit.
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5.3. Zur Systematik linearer Gleichungssysteme.

5.3.1. Vorbereitung: Grundbegriffe der linearen Algebra. Lineare Gleichungssysteme zeigen in ihrem Lo-
sungsverhalten eine einfache Systematik. Wir werden sehen, dass stets ein lineares Gebilde wie Punkt, Gerade,
Ebene, dreidimensionales Analogon,... als Losungsmenge herauskommt. Eine solche Menge nennt man einen
affinen Unterraum (eines Grundraums, in dem die Losungsmenge gesucht wird). Ein affiner Unterraum ist
einfach ein Unter-Vektorraum, der duch einen Aufpunktvektor vom Ursprung (der Null) abgestiitzt wird. Hier
die allgemeine

DEFINITION 4. Sei V ein Vektorraum beliebiger Definition. Dann ist ein affiner Unterraum eine solche
Teilmenge von V, die entweder nur einen einzigen Vektor o enthilt oder aber einer Parametrisierung folgender
Form fihig ist:

n
T (A1, M) = To+ Z)\i?i, mit festen Vektoren @i, 1 <i <n.
i=1

Diejenigen affinen Unterrdume, welche nur 0 enthalten oder eine Parametrisierung der angegebenen Form
=
mit 7o = 0 zulassen, sind genau die (Vektor-) Unterriume, die man wie folgt definiert:

DEFINITION 5. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V iber K heifit Unterraum (ausfihrlicher: Untervek-
torraum), wenn folgende Bedingungen gelten:

(1) M #0.

(2) Fiir alle T, € M ist T + 3 € M.

(3) Fiir alle N\ € K, @ € M ist \@ € M.

Man beachte: Diese Bedingungen sichern genau, dass M mit den von V'  geerbten” linearen Operationen
wieder ein Vektorraum ist. Dazu miissen nimlich nur die Operationen in M ausfiihrbar sein, d.h. stets wieder
Resultate in M liefern. Die Giiltigkeit der Vektorraum-Axiome ist dann klar, weil sie ja bereits fiir die groflerer
Menge V gelten. Zur Illustration beider Begriffe: Die affinen Unterriume von V3 bzw. R3 haben eine der
folgenden Gestalten: {Zo}, {0+ AT | A€ R}, mit @ # 0, {To+A@ +ub | \p € R}, mit @, b
linear unabhiingig, schliefilich der ganze Raum selbst. Es sind also die Mengen aus einem einzigen Punkt,
die Geraden und die Ebenen, dann der ganze Raum. Die Untervektorrdume sind dementsprechend {ﬁ}, alle
Ursprungsgeraden, alle Ursprungsebenen, der ganze Raum selbst.

Wir haben bereits gesehen, dass der Grund-Rechenausdruck der Vektorrechnung die Linearkombination ist.
Dementsprechend ranken sich auch die Grundbegriffe der Theorie der Vektorrdume (man nennt sie ,lineare
Algebra”) um die Analyse der Eigenschaften von Linearkombinationen. So insbesondere der folgende wichtigste
algebraische Grundbegriff, den wir speziell fiir einen Vektor oder zwei Vektoren fiir die Geraden und Ebenen
schon benutzt haben, den der linearen Unabhingigkeit eines Systems von endlich vielen Vektoren.

DEFINITION 6. Ein System @1,..., @n (n € N, n > 1) heifit linear unabhingig, wenn fir alle Zahlen
M, dn € K aus Yo N’ = 0 stets folgt, dass \; = 0 fiir alle i, 1 < i < n. Ein solches System heifst linear
abhdngig, wenn es nicht linear unabhdngig ist. Man nennt die Linearkombination 0@ 1 +0@ 2 +...+07a ,,, also
mit lauter Koeffizienten Null, die triviale Linearkombination. Sie ergibt stets den Nullvektor, trivialerweise.

Beispiel: (1,0,0) und (0,1,0) sind linear unabhéingig. Denn A;(1,0,0) + A2(0,1,0) = (A1, A2,0), und das
wird 0 nur dann, wenn A\; = A2 = 0. Eine wichtige Verallgemeinerung: Im R", n > 1, ist stets das System
e = (1,0,..,0), €2 = (0,1,0,...,0), ...¢, = (0,0,...,0,1) linear unabhingig. (7, hat also in der i—
ten Komponente eine Eins, sonst lauter Nullen.) Der Grund: >, A€ = (A, A2,...\,), und das ist 0
nur dann, wenn jede Komponente, also jeder Koeffizient A;, Null ist. Folgendes Beispiel sollte den typischen
Anfingerfehler vermeiden lassen: Das System (2,1), (1,3), (—4,3) im R? ist nicht linear unabhiingig. Denn es
ist z.B. —3(2,1) +2(1,3) + (—1)(—4,3) = (0,0). Aber die Vorfaktoren sind nicht alle Nulll Der unvorsichtige
Anfénger beobachtet, dass kein Vektor der drei ein Vielfaches des andern ist (wie im Beispiel) und schliefit
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filschlich auf lineare Unabhingigkeit. Man beachte, dass lineare Unabhéngigkeit eine Eigenschaft des ganzen
Systems ist, nicht eine, die sich in Eigenschaften der Paare bereits ausdriicken lieBe! Ubrigens besteht im R?
jedes linear unabhiingige System aus maximal zwei Vektoren. Dazu merken wir (ohne jede Begriindung) ein
wichtiges allgemeines Resultat und einen wichtigen weiteren Begriff an:

SATZ 2. Zu jedem Vektorraum V diber K gibt es stets eine eindeutig bestimmite maximal magliche Linge
von Systemen linear unabhdngiger Verktoren. Diese Linge heifit Dimension von V iber K. (Begriffsbildung und
Resultat gelingen iibrigens ausch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume.)

Beispiele: V2, V3 haben Dimensionen 2,3, allgemein hat R™ Dimension n.
Es gibt ein paar verschiedene Versionen der Begriffe der linearen Unabhingigkeit, die praktisch vielfach
niitzlich sind:

SATZ 3. Ein System @ 1, ..., @ n von Vektoren ist genau dann linear unabhdngig, wenn eine der folgenden
gleichwertigen Bedingungen erfillt ist:

(1) Jede Linearkombination der Vektoren ist eindeutig.

(2) Keiner der Vektoren ist als Linearkomination der anderen darstellbar.

Aus (1) folgt sicher die lineare Unabhéingigkeit, da diese definitionsgem#fl nur (1) speziell fiir den Nullvektor
fordert. Nun folgt aber (1) aus (2): Wenn > 1", \; @’ = > i, p; @'; und etwa A\ # py, dann ist (A —pq) @’y =
S (=)@, also @1 = /\1£u1 S o (;— i)@' Also folgt die Verneinung von (2) aus der Verneinung von
(1) und daher folgt (1) aus (2). Nun folgt wieder (2) aus der Definition. Denn wire etwa @1 =1 o \; @ i, S0
hitte man (—1)a@' 1+ o N @ = 0. Mit dem RingschluB aber ist die Gleichwertigkeit aller drei Bedingungen
gezeigt.

Vervollstéindigt wird das begriffliche Grundgeriist, indem wir betrachten, was man mit den Linearkombina-
tionen eines (nicht notwendig linear unabhéingigen) Systems von Vektoren alles darstellen kann:

DEFINITION 7. Sei V ein Vektorraum diber K, ferner @’;, 1 <1i < n, ein nicht notwendig linear unabhingi-
ges System von Vektoren. Dann heif$t die Menge aller Linearkombinationen ;- Nia; mit \; € K,1<i<n,
der von den @'; erzeugte Unterraum. Das System der @ ; heifit dann Erzeugendensystem fiir diesen Unterraum.
Wird der ganze Raum V erzeugt, so handelt es sich um ein Erzeugendensystem fiir V tber K.

Fassen wir nunmehr die Eigenschaften der lineare Unabhingigkeit und eines Erzeugendensystems zusammen:

DEFINITION 8. Wenn @', 1 < i < n ein linear unabhingiges Erzeugendensystem ist fiir V diber K, so nennt
man das System eine Basis fiir V iber K. (Stets existiert eine solche - sogar sehr viele, fiir jeden Vektorraum
% {6)} Die Linge einer beliebigen Basis ist stets die Dimension des Raums - der Nullraum hat Dimension
Null. Wieder gelingt die Verallgemeinerung auf unendliche Dimension.) Mit dem vorigen Satz folgt, dass jeder
Vektor eindeutig als Linearkombination einer solchen Basis darstellbar ist.

Beispiel: €'1,..., €, bildet eine Basis (sogenannte ,kanonische Basis”) des R™. Das System (1,2),(2,1)
bildet auch eine Basis fiir R?, dagegen ist (1,1),(2,3), (1,2) ein Erzeugendensystem fiir R?, aber keine Basis,
da nicht linear unabhingig.

Zur elementaren Rechentechnik:

Gegeben sei ein System @'y, 1 < i < k, von Vektoren eines R™. Wie stellt man fest, ob es linear unabhingig
ist? Wenn k£ > n, so ist nichts zu tun: Das System muss linear abhiingig sein, da der Raum nur Dimension n
besitzt. Wenn k& < n, so kann man gemif der Definition so vorgehen: Man bildet das lineare Gleichungssystem
SrEoAia = 0 und 1ost es. Hat die Losungsmenge einen freien Parameter, so ist das System linear abhingig,
sonst unabhingig. Hier ist ein praktischeres Verfahren: Man schreibt die Vektoren (sagen wir als Spaltenvekto-
ren) auf als Rechteckschema. Dann macht man Spaltenumformungen gerade so wie die Zeilenumformungen bei
linearen Gleichungssystemen: Eine Spalte (j) darf durch a(j) 4+ 6(k), mit einer andern Spalte (k) und o # 0 (!)
ersetzt werden. Man sorgt dabei systemantisch fiir Nullen, und zwar so, dass man von einer Spalte zur néichsten
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mindestens eine Null mehr hat. Wenn dann am Ende keine Nullspalte erzeugt wurde, so ist das System linear
unabhéngig, sonst nicht. (Hat man Zeilenvektoren, so lduft die Sache entsprechend mit Zeilenumformungen.)
Beispiel: Betrachten wir das System im R*

1 3 2
-3 2 —4
21’11 2
3 2 4

und nennen wir die Spalten (I), (I1), (III). Ersetzen von (IT) durch 2(IT)—(I) und von (III) durch (I17T)—(I)
ergibt

1 ) 1
-3 7 -1
21’10 )’ 0
3 1 4

Nun konnte man die neue letzte Spalte (I1I') ersetzen durch (I1I'") = (II11') — 4(II') und sehen, dass kein
Nullvektor entstanden ist. Das Verfahren ist beendet. Das System ist linear unabhéngig. Aber schon nach
dem ersten Schritt ist das klar: Die beiden Spalten rechts, (II’) und (III'), sind offenbar linear unabhingig
voneinander (keine Vielfachen voneinander), und (I') = (I) ist offenbar wegen der Nullen in der dritten Kom-
ponente aus (II'),(I1I") nicht erzeugbar. Also ist das ganze System linear unabhingig. (Diese Uberlegung
hitte man allgemein durchzufiihren, um das beschriebene Verfahren theoretisch zu rechtfertigen. Dazu wire zu
zeigen, dass sich durch die Spaltenumformungen nichts an der Eigenschaft der linearen Unabhingigkeit bzw.
Abhéngigkeit dndert. Beides ist nicht schwierig.)

Das Verfahren bringt noch etwas mehr: Sogar der von den Spaltenvektoren erzeugte Unterraum (im Beispiel
des R*) #ndert sich bei den beschriebenen Umformungen nicht. Auf diese Weise kann man etwa Richtungs-
vektoren durch einfachere (mit moglichst vielen Nullen) ersetzen, Beispiel: Fiir die Ebene E mit der Para-
meterdarstellung @ p(\, 1) = A(1,2,2) + 1(1,2,3), A\, v € R, kann sofort die einfachere Parameterdarstellung
Ve(a,B) = a(1,2,2) + £(0,0,1), a, 3 € R, gegeben werden, ersichtlich geht die Ebene durch die z— Achse.
Schliellich wiire noch der erste Richtungsvektor ersetzbar durch (1,2,0). Einfacher geht es dann wirklich nicht
mehr.

5.3.2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen. Wir analysieren theoretisch, was ein lineares Gleichungssy-
stem eigentlich mathematisch bedeutet. Daraus wird sich eine sehr niitzliche Ubersicht ergeben, die man immer
heranziehen sollte, wenn man ein lineares Gleichungssystem einiger Komplexitét vor sich hat. Betrachten wir
dazu ein konkretes Beispiel:

2t —3y+z = 1
—3r+y = 2
dr —3y+52z = 0

Das kénnen wir in drei Hauptstiicke zergliedern: den Vektor auf der rechten Seite (die drei Zahlen zum Vektor
zusammengefasst), den Vektor der Unbestimmten z,y, z und schliefllich die Matrix der Koeffizienten bei den
Unbestimmten, die wir im Beispiel entsprechend dem Schema des Gleichungssystems so aufschreiben:

2 -3 1
A=1 -3 10
4 -3 5

Nun produziert auf der linken Seite dies Koeffizientenschema drei Zahlen aus einem beliebigen Vektor, wenn
wir fiir x,y, z beliebige Zahlen einsetzen. Dies definieren wir als die abstrakte Operation ,,Matrix mal Vektor”,
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zunédchst im Beispiel:

2 -3 1 x 2 -3y + =
-3 1 0 y | =1 -3z+4+y
4 -3 5 z 4x — 3y + bz

Es entstehen also in den Komponenten gerade die linken Seiten des Gleichungssystems! Gewonnen werden sie,
indem man den Spaltenvektor nacheinander auf die Matrixzeilen legt, iibereinanderliegende Zahlen multipliziert
und diese Produkte addiert. Jede Matrixzeile liefert damit einen Eintrag in den Resultatvektor. Nun die
allgemeine Definition, dann ein paar Beispiele:

DEFINITION 9. Sei A eine (m X n)—Matriz (d.h. mit m Zeilen und n Spalten) mit reellen Koeffizienten.
Den Koeffizienten in der i— ten Zeile und j— ten Spalte nennen wir a;j. Wir schreiben dann auch A =
(@ij)1<icm 1<j<n oder kurz A = (aij). Sei ferner T ein beliebiger Spaltenvektor der Linge n mit reellen
Komponenten, also T € R™ mit den Komponenten zj, 1 < j < n. Dann ist definiert:

D1 05T

Az D j=1 02,

3 =1 Am;j
AT ist also ein Spaltenvektor der Linge m, und seine Komponenten lauten allgemein fir 1 < i < m :

Z?Zl aijx;. Wenn wir mitverstehen, dass die Vektoren hier stets Spaltenvektoren sind, ferner i der Zeilen-

index der Matriz, j der Spaltenindex, so konnen wir die Definition auch kurz so schreiben:

(aij) (z;) = Z ijT;

1 12 z+2y
<i§i’) 2 :(‘;), -2 3 ($>= —2z + 3y
3 3 4 y 3z + 4y

Was hat man von dieser Trennung der Bestandteile eines linearen Gleichungssystems, iiber die starke Verein-
fachung der symbolischen Schreibweise A7 = b hinaus? Der Vorteil liegt einfach darin, dass die Matrix als
Abbildung aufzufassen ist, und zwar als lineare mit schonen einfachen Eigenschaften. Aus diesen ergibt sich
gerade der angestrebte einfache Uberblick. Wir definieren:

Beispiele:

DEFINITION 10. Sei A eine reelle (mxn)— Matriz. Dann definiert A folgende (ebenfalls mit A bezeichnete)

Abbildung mit Definitionsbereich R™ und Wertebereich R™ :
A: R*— R™
T AT

Man liest die erste Zeile: Die Abbildung A geht von R™ (sog. Urbildraum) nach R™ (Werteraum). Die

zweite Zeile: Einem Vektor 7' (€ R") wird der Vektor A7 (definiert zuvor als Matrix mal Vektor) zugeordnet.
— —

Die Lésungsmenge von A7 = b ist also gerade die Menge aller Vektoren, welche durch A auf b abgebildet

werden. Man nennt diese Menge auch das Urbild von b unter der Abbildung A.
Die schone Eigenschaft dieser Abbildungen ist folgende:

SATZ 4. Die durch eine Matriz A definierte Abbildung ist stets linear, d.h. es gelten folgende Formeln:
AT +Y)=A7 + Ay

AOT) = MT } Linearitat von A.
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Einsetzen in die Summenformel der Definition von Matrix mal Vektor ergibt dies unmittelbar: Setzen wir
A= (aij); T = (@) Y = (45); > so lautet die i— te Komponente von A (7 + ) so:

D i (g +y) =Y ayz;+ Y aiy;.
J J J

Auf der rechten Seite steht aber die i— te Komponente von A% + A% . Die i— te Komponente von A (A7)

lautet
Z aij/\xj =\ Z Qi j,
J J

was wiederum die i— te Komponente von MAZ ist. Das ist schon der Beweis des Satzes, und dieser hat zwei
wichtigen Folgen fiir lineare Gleichungssysteme:

SATZ 5. Ein homogenes lineares Gleichungssystem, d.h. der Form AT = 0 mit einer (m x n) — Matrizx

A, hat einen Untervektorraum von R™ als Losungsmenge, den sogenannten Kern von A, kurz Kern(A).Kern(A)
—

ist nun entweder { 0} oder hat eine Basis @y, @, mit 1 < k < n. Im letsteren Fall ist der Kern also

folgendermafen zu parametrisieren: ?()\1, o AR) = Zle \i @i, A1, .. \x € R. Die Zahl k der freien Parameter
st eindeutig bestimmt.

SATZ 6. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem AT = ?, definitionsgemdfl mit b # 0, hat entweder
keine Losung (Losungsmenge leer), oder aber eine einzige Lisung T o - dies genau im Falle Kern(A) = {ﬁ},
oder aber seine Lésung lautet in parametrisierter Form ?()q, vy Ag) = Zo+ Zle Xi @i, M, € R, wobes
T eine spezielle Losung von AT = b ist und @1,..., @k eine Basis von Kern(A). Die Lésungsmenge hat
insbesondere fiir jeden Vektor b dieselbe Zahl von freien Parametern. Insbesondere ist die Losungsmenge leer
oder aber ein affiner Unterraum von R™. Man nennt im letzten der drei Faille gern den Ausdruck ?0+Zf:1 \i@;
die allgemeine Losung des Gleichungssystems. (Durch spezielle Werte der Koeffizienten erhalt man eine beliebige
spezielle Losung.) Entsprechend ist Zle \i@; die allgemeine Losung der zugehérigen homogenen Gleichung.

So wichtig diese Aussagen in praktischer Hinsicht sind, so einfach sind sie zu beweisen, sehen wir einmal

von der Existenz von Basen und der Eindeutigkeit der Dimension (k) vom Kern ab. Diese folgt aus Satz 2 und
dem in Definition 7 miterwihnten Resultat, die wir nicht zeigen.

Zu Satz 5: Wenn 7" und %" in Kern(A) sind, also A7 = Ay = H), SO A(T+Y)=AT+AY = 040 =
— — — —
0. Also ist @ + ¥y € Kern(A).Wenn 7= € Kern(A), also A7 = 0, dann ist AAZ) =AT =20 = 0.

Also A7 € Kern(A). Also ist Kern(A) Unterraum.

Zu Satz 6: Nur fiir nicht leere Losungsmengen ist etwas zu zeigen. Sei also T'¢ eine spezielle Lisung
von AT = b. Wenn nun % die einzige Losung ist, so behaupten wir: Kern(A) = {6)} Sei némlich
0 # 7y € Kern(A). Dann ist A(To+ ¥) = ATo+ AY = B +0 = b. Also wiire To+ Y # To
eine weitere Losung. Ist umgekehrt Kern(A) = {H)}, so kann keine Losung aufler 7' existieren. Sei nimlich
T # T eine weitere. Dann gilt A(T', — Tg) = AT — AT = D — B = 0. Also hitten wir 0 £
71— @9 € Kern(A). Nun argumentiert man fiir den dritten Fall ganz &hnlich: Zunichst hat jede Losung
71 von AZ = b hat eine Darstellung der Form 7o + ¥, wobei ¥ € K ern(A). Denn wir haben soeben
schon gezeigt, dass 71 — 7o € Kern(A) sein muss, setze nun 5 = 7’1 — = ¢. Wir setzen unbewiesen die
Existenz einer Basis @'1,... @, mit k > 1 voraus. Damit ist jedes Element vom Kern als Linearkombination
> \; @ ; davon eindeutig darstellbar. Insgesamt haben wir dann: Jede weitere Losung 7'y ist in der Form
T+ >, Aia; darstellbar. (Diese Darstellung ist dann auch zwangsldufig eindeutig). Es verbleibt noch zu
zeigen, dass umgekehrt jeder Vektor der Form @'g + > i, A; @’; eine Losung ist. Da Y 1, \;a’; € Kern(A),
haben wir A (?0 + Z;L:l Az?z) = A?O + A (Z;L:l /\z?z) = A?O + 6) = A?O = ?

Es sei bemerkt, dass dieselben Sitze allgemeiner fiir jede lineare Abbildung von einem Vektorraum in einen
anderen gelten, also nicht nur die Matrizen!
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Systematisch fragen wir nicht nur nach Urbildern, sondern auch nach dem Bild der Abbildung A : R™ — R™.
Das Bild eines einzelnen Vektors @ ist natiirlich uninteressant, es ist als A@ eindeutig auszurechnen. Aber
welche Teilmenge von R™ kommt heraus als Menge aller Bilder? Das ist sehr leicht zu sagen: Jeden Vektor
‘@ € R™ kénnen wir in der Form }77_, A;7¢’; darstellen, und wir beobachten: A7, A\;7€’; = >0 \jAE,
und A?j ist nichts anderes als der j— te Spaltenvektor von A! Jedes einzelne Bild ist eine Linearkombination
der Spaltenvektoren von A. Die Summe zweier solcher Linearkombinationen ist wieder eine, ein Vielfaches einer
solchen wieder eine. Also haben wir:

SATZ 7. Sei A eine (m x n) — Matriz. Das Bild von A (kurz: Bild(A)), d.h. die Menge {AT | T € R"},
ist ein Unterraum des R™, und es wird durch die Spaltenvektoren erzeugt. Daraus kann man mit Schaffen von
Nullen ein mazimales linear unabhdngiges Teilsystem auswdhlen, das dann eine Basis des Bildes ist.

Wir haben noch einen wichtigen Zusammenhang zwischen den Dimensionen, den wir nicht begriinden,
sondern nur in Beispielen illustrieren werden:

SATZ 8. Dimension von Kern(A) + Dimension von Bild(A) = Dimension des Urbildraums.

5.3.3. Die praktischen Folgerungen fiir lineare Gleichungssysteme. Fine erste ist bereits mit Satz 7 ausge-
sprochen: Jede Losungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssystems ldsst sich in linearer Parameterform
darstellen. Das lehrte auch bereits die praktische Erfahrung mit dem Loésen solcher Systeme. Man beachte
allerdings, dass noch so viele Beispiele keinen allgemeinen Beweis ersetzen! Dariiber hinaus wissen wir: Wenn
man ein System A7 = b schon gelost hat (gleichgiiltig, ob b =0 oder nicht) und dabei k freie Parameter
in der Losungsmenge hatte, dann hat irgendein weiteres System AZ = ¢ mit derselben Matrix, aber einem
neuen Bildvektor, entweder gar keine Losung oder aber dieselbe Zahl freier Parameter.

Wir fragen nunmehr danach, wie man einer Matrix schnell ansehen kann, ob die zugehé¢rigen Systeme
AT = b stets (d.h. fiir jede Wahl von ?) genau eine Losung / stets hochstens eine Losung / stets mindestens
eine Losung haben. Folgender Satz gibt Auskunft dariiber (beachten Sie zunéchst die Anwendung mehr als
einen Beweis):

SATZ 9.

(1) A2 = b hat fir jedes b mindestens eine Lisung genau dann,

wenn das System derZeilenvektoren von A linear unabhdngig ist.
(2) A7 = b hat fiir jedes b héchstens eine Lésung genau dann,

wenn das System der Spaltenvektoren von A linear unabhdngig ist.
(3) AT = b hat fiir jedes ?genau eine Liésung genau dann,

wenn das System der Zeilenvektoren und das System der

Spaltenvektoren von A linear unabhingig sind. Das ist jedoch

bei quadratischen Matrizen bereits der Fall, wenn nur eine

dieser Unabh.-Bedingungen erfillt ist - die andere folgt dann.

Dieser Satz hat ein paar besonders iibersichtliche Folgerungen (Eigenschaften, die unmittelbar an der blofien
Zahl der Zeilen und Spalten abzulesen sind):

1. Ist eine Matrix nicht quadratisch, so gibt es Vektoren ?o, so dass AT = ?o unlésbar ist und auch
solche, fiir die es mehr als eine Losung gibt.
— —
2. Ist m > n, die Zeilenzahl grofer als die Spaltenzahl, so gibt es Vektoren b g, fiir die A7 = b ( unlésbar
1st. . . . _
3. Ist n > m, so gibt es Vektoren b o, fiir die Ax

-
b mehr als eine Losung hat.
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Diese Folgerungen riihren einfach daher, dass es eben im R¥ keine lingeren linear unabhingigen Systeme als
von Linge k geben kann. Zum Satz selbst. Zur Bedingung dafiir, dass es stets hdchstens eine Losung gibt, brau-
chen wir nur zu wiederholen, dass AZ;LZI e = Z?Zl A\;A€; ist. Hitten wir zwei verschiedene Vektoren
T =3 N e # Y u €=y mit AT = A7y, so wiren die Linearkombinationen verschieden, also fiir
mindestens einen Index jo wire \j, # u;,, wihrend Z?Zl NAE; = Z?Zl ,ujA?j. Das bedeutet: Die Spalten-
vektoren wiren linear abhingig. Umgekehrt folgt aus deren linearer Abhéngigkeit, dass genau der beschriebene
Fall eintritt. Damit ist die zweite Aussage komplett begriindet. Zur ersten Aussage beobachten wir: Lineare

Abhiingigkeit der Zeilenvektoren bedeutet eine Beziehung der Form a’;, = Z:’;ZD X\ @ ; (die Zeilenvektoren mit

"a’; bezeichnet). Dann bilden wir folgenden speziellen Vektor b (Spaltenvektor): Komponente zum Index ¢ sei
1, alle anderen Komponenten Null. Das Gleichungssystem A7 = b ist damit unlosbar, weil mit einer Losung
A%, automatisch die links herauskommende Zahl in der Komponente iy Null sein miisste, auf der rechten
Seite aber eine Eins verlangt ist. Umgekehrt wollen wir nur kurz bemerken: Wenn die Zeilenvektoren linear
unabhéngig sind, dann kann das Additionsverfahren keine linke Seite Null hervorbringen, es entsteht niemals
ein Widerspruch im System, d.h. wir finden stets mindestens eine Losung. Die dritte Aussage des Satzes fiigt
nun lediglich beide ersten zusammen mit ,und”, ausgenommen die Zusatzbemerkung, dass bei quadratischen
Systemen aus der linearen Unabhéngigkeit der Spalten die der Zeilen folgt und umgekehrt. (Dasselbe gilt dann
natiirlich auch fiir die lineare Abhéngigkeit.) Aber auch diese Zusatzbemerkung lisst sich relativ leicht zeigen.

Beispiele:
1 2
w=(2 1)

ist quadratisch. Da die Zeilen linear unabhéngig sind, hat jedes Gleichungssystem mit dieser Matrix genau eine
Losung. Der Kern hat Dimension 0, das Bild Dimension 2.

12
(2 )

ist ebenfalls quadratisch, aber die Zeilenvektoren (und folglich auch die Spaltenvektoren) sind linear abhéingig.
Es gibt also zugehorige Systeme, die viele Losungen haben, und solche, welche gar keine haben. Das weifl man

ohne jede Rechnung! 4,7 = bo = hat keine Losung, 4; 7 = 0 hat eine Losungsmenge mit einem

0
3
freien Parameter, der Kern hat also Dimension 1, und das Bild hat entsprechend Dimension 1. Es wird vom
ersten Spaltenvektor erzeugt.
1 2 3
As = < -2 1 3 )

hat zwei linear unabhingige Zeilenvektoren. Also hat jedes zugehorige System mindestens eine Losung. Das
Bild muss zweidimensional sein, da etwa die ersten beiden Spalten linear unabhéngig sind, die drei Spalten aber
linear abhiingig sein miissen als Vektoren im R2. Daher wird das Bild etwa von den ersten beiden Spaltenvektoren
erzeugt. Weitere Folgerung mit Dimensionssatz: Jede Losungsmenge eines Systems der Form As3@ = D hat
genau einen freien Parameter. (Mit n > m war eindeutige Losbarkeit bereits ausgeschlossen.) Das alles ohne
jede Rechnung!

1 2
As=1| 1 2
4 8

hat linear abhingige Zeilenvektoren, aber auch Spaltenvektoren. Das Bild wird erzeugt vom ersten Spaltenvektor
und ist damit schmal im dreidimensionalen Werteraum. Also ist der Kern eindimensional. Fiir konkrete Systeme
haben wir Unlosbarkeit zu erwarten, im Falle der Losbarkeit gibt es jedoch eine unendliche eindimensionale
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Losungsmenge.
1 2 2
As=1 -2 3 1
-1 5 3

ist quadratisch. Aber die zugehorigen Systeme sind niemals eindeutig losbar, entweder gibt es eine einparamet-

rige Losungsmenge, oder aber die leere Losungsmenge. Das liegt daran, dass die Zeilenvektoren linear abhéingig

sind (bzw. die Spalten ebenfalls). Das Bild ist offenbar zweidimensional, daher der Kern und mit ihm jede

nicht leere Losungsmenge zugehoriger Systeme eindimensional. Der Spaltenvektor mit den Komponenten 0,0,1
ist jedenfalls nicht in Bild(A).

1 2 2

Ag=| -2 3 1

-1 5 6

dagegen ist nicht nur quadratisch, sondern mit Spaltenumformungen sieht man auch schnell, dass das System
der Spaltenvektoren (und damit der Zeilenvektoren) linear unabhéngig ist. Jedes mit dieser Matrix gebildete
lineare Gleichungssystem ist also eindeutig losbar.

Das praktische Fazit lautet: Hat man ein lineares Gleichungssystem vor sich, so achte man auf Zeilenzahl
und Spaltenzahl sowie die lineare Unabhéngigkeit bzw. Abhéngigkeit der Zeilen und Spalten. Dann weifl man
mit den angesprochenen Resultaten schon viel iiber das Losungsverhalten, was dabei moglich und unméglich ist,
und zwar ohne bzw. mit sehr wenig Rechnung. Das alles, wie auch das praktische Losungsverfahren selbst, ist
natiirlich nur bei recht kleinen Gleichungssystemen (wozu aber zweifellos (5 x 5) noch gehort) anwendbar. Fiir
mehr helfen Computeralgebraprogramme und numerische Verfahren (es gibt durchaus sehr praktische Probleme,
bei denen m = n = 10.000 ist!). Fiir deren Einsatz benotigt man jedoch auf jeden Fall die hier dargestellten
Grundkenntnisse, dazu einiges mehr.

6. Betrag, Skalarprodukt, Vektorprodukt, Spatprodukt

6.1. Einfiihrung von Betrag und Skalarprodukt. Wir haben die linearen Vektorraumoperationen
einigermaflen kennengelernt und einiges damit schon angefangen - warum geniigt das nicht? FEinfach: Wir
konnen noch fast gar nichts mit Lingen und Winkeln rechnen. Lediglich ,parallel - nicht parallel” kénnen wir
von Vektoren sagen, andere Winkel nicht einmal rechnerisch unterscheiden. Auch kénnen wir Léngen nur bei
parallelen Vektoren vergleichen: 27@ ist eben doppelt so lang wie @, aber wie viel mal so lang wie B st o,
wenn beide nicht parallel sind? Dazu miissen wir eine weitergehende Struktur auf unsere Standard-Vektorrdume
bringen, die eines Euklidischen Raumes. Dazu setzen wir zunéchst einmal voraus, dass alle Koordinatensysteme
in diesem Abschnitt kartesisch seien. Nur dann entsprechen unsere Koordinaten-Rechnungen mit Lingen und
Winkeln denen der geometrischen Wirklichkeit, die wir beschreiben wollen. Wir beginnen mit der Linge von
Vektoren, auch Betrag genannt. Das ist nicht nur das Einfachste, sondern wird das weitere auch begriinden
helfen.

DEFINITION 11. Folgende Betragsfunktion auf R™ wird definiert:

H . Rn — RZO
x1
i) n
N RYOE
: i=1
T

Motivierung: Die Lénge eines Vektors kann bei kartesischen Koordinaten offenbar iiber Pythagoras gerade
so ausgerechnet werden, wie man in Dimensionen 2,3 sieht. Fiir hohere Dimensionen geniigt es, folgenden
Eigenschaften, die man allgemein beweisen kann, anzusehen, dass sie offenbar das Wesentliche erfassen, was
man von einem Lingenbegriff erwartet:
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SATz 10. Die so definierte Betragsfunktion hat folgende Eigenschaften (allgemeingiiltige Formeln):
W @ =0
(2) || = 0 genau dann, wenn T = 0
( INZ| = |MI|Z|, |\l ist der bei den reellen Zahlen.

3)
4) |7+ Y| < |Z|+|Y]| (Dreiecksungleichung)

Die ersten drei sicht man sofort aus der Definition, die vierte beweist man zweckméflig erst iiber das
Skalarprodukt, das wir spéter einfiihren.

Praktische Beispiele:

Wie weit ist der Punkt P mit =5 = (1,2,3) (so in einem kartesischen System K dargestellt) vom Ko-
ordinatenursprung entfernt? Antwort: /12 +22 + 32 = V14. (Das schreiben wir ohne die unsiglichen ,LE”
oder ,Lingeneinheiten”! Haben die Koordinaten inhaltlich die Interpretation ,so viele Meter”, dann sind es
eben so viele Meter.) Wie weit ist derselbe Punkt von Q entfernt, @' = (2,3,1)? Antwort: Der Abstand ist
|7 g — @ p| = /5. Offenbar kann man jeden Vektor # 0 durch seinen Betrag dividieren, um geméf (3) einen
Vektor der Linge 1 von derselben Richtung zu produzieren.

Mit dem Betrag und dem anschaulichen Pythagorassatz kommt man sofort auf das nunmehr einzufithrende

2
Skalarprodukt: Genau dann, wenn a, b senkrecht aufeinander stehen, gilt die Gleichung ‘7 — E" = \E)|2 +

—2 . . . . — 2 —2 n . . . . .
‘ b ‘ . Die linke Seite ist aber |a’|" + ‘ b ‘ — 23", a;b;, wobei wir die Komponenten der Vektoren wie iiblich

bezeichnet haben. Also stehen @', b genau dann senkrecht aufeinander, wenn > aib; = 0, und die nihere
mathematische Analyse dieses Ausdrucks lohnt sich. Wir merken gleich noch an, dass wir sofort bemerken
konnen, dass der Ausdruck einen Wert > 0 hat, wenn die Vektoren einen spitzen Winkel bilden, einen Wert < 0,
wenn die Vektoren einen stumpfen Winkel bilden. Schliefllich wird uns die genaue Quantifikation von Winkeln
damit gelingen.

DEFINITION 12. Das Fuklidische Skalarprodukt auf R™ ist folgende Abbildung (dabei bezeichnet R™ x R™
die Menge aller Paare von Vektoren aus R™):

R?L X R’n — R
1 Y1
€2 Y2 n
; . =Y Ty
: i=1
Tn Yn

Das Skalarprodukt ist also eine Abbildung mit zwei Eingabeschlitzen: In beide kommt je ein Vektor (gleicher
Dimension!), heraus kommt ein Skalar, eine Zahl - man rechne also nur keinen Vektor aus, was héufig durch
Vergessen der Summenbildung vorkommt. Daher ,Skalarprodukt”! Das Resultat schreibt man gern ="y,
ohne Punkt. Auch 7’2 fiir 7 7. Auch von dieser Abbildung lassen sich leicht die wesentlichen algebraischen
Eigenschaften zusammenfassen:

SATZ 11. Das Euklidische Skalarprodukt hat folgende wesentlichen algebraischen Eigenschaften (wiederum
allgemeingiiltige Formeln):

T(Y+Z)=TY+T 7 o : :
(1) — = —s—5\ o Linearitdt im zweiten Schlitz
TAY)=A(TY)
(2) 7Y = YT (Symmetrie)
(3) x = 0 genau dann, wenn T =0 (positive Definitheit)

Die Symmetrie bewirkt mit (1) die Linearitiat auch im ersten Schlitz. Beide zusammen nennt man Bilinearitdt.
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Die Eigenschaften sind unmittelbar iiber die Definition zu sehen und beruhen auf den entsprechenden
Rechengesetzen (vor allem. Distributivgesetz) in den reellen Zahlen. Man beachte den Zusammenhang mit
dem Betrag: 772 = \7|2 Die Gesetze bewirken, dass man im wesentlichen auch mit den nunmehr mit allen
Operationen zu bildenden Rechenausdriicken im wesentlichen wie beim Zahlenrechnen umgehen kann. Aber
es gibt eine wesentliche Ausnahme davon - Quelle vieler Anfingerfehler: Ein Rechenausdruck wie T 3y z ist
véllig sinnlos. Hier braucht man die Klammern; denn (7' 3’) 2 ist im allgemeinen verschieden von z' (7% 2')!
Man beachte, dass hier schon kategorial ein ,,Assoziativgesetz” kein solches wiire - man hat es an einer Stelle mit
der Multiplikation einer Zahl mit einem Vektor, an der anderen mit dem Skalarprodukt zu tun. Und vor allem
wire eine solche Regel falsch. Aus diesem Grunde verwendet man auch iiberhaupt keine hsheren Exponenten
als 2 im Zusammenhang mit dem Skalarprodukt! Schliefllich vermeide man streng, durch Vektoren zu teilen
- Umgang mit Betriigen und Skalarprodukten verfithren dazu. Beispiele: Folgender Ausdruck ist fir @ # 0
sinnvoll und die anschlieBende Rechnung korrekt - man beachte, dass man nicht durch Vektoren teilen oder
kiirzen darf, wohl aber durch Betriige, die verschieden von Null sind!

T @

7 ‘7?‘

—2
|a’|

—
’H’b’

N
a —
@'l

@]

-
@]

Hier ist eine wichtige logische Falle fiir Anfinger zu erwiéihnen: Manche sagen hier so etwas wie: ,,Warum so
umstéindlich - wenn ich durch den Vektor kiirze, so kommt doch dasselbe heraus, nur viel einfacher!” Dazu
ist schlicht zu bemerken, dass das Unfug ist; denn selbstverstindlich kann man aus Falschem etwas Wahres
herleiten, man kann daraus sogar alles herleiten, jede falsche wie jede wahre Aussage. Es kommt daher sehr
wohl auf korrekte Begriindungen an. Machen wir das am selben Beispiel ganz klar: Sollte man mit dem
Kiirzungsvorschlag dann nicht konsequent zwei mal durch den Vektor kiirzen diirfen? Dann hétte man aber

als Vereinfachung den Ausdruck ‘7‘ . Und dies Resultat ist vollig falsch, da obenstehender Ausdruck mit @’

- . . - . . . N d 2 . . . —)2_)2
senkrecht zu b Null ergibt, auch mit ‘ b ‘ = 0. Noch ein Beispiel: ( a b ) ist nicht etwa dasselbe wie a* b <,

beide Ausdriicke sind aber offensichtlich sinnvoll. Zu Beginn sollte man alle Ausdriicke sehr bedéchtig lesen und
analysieren wie ,,Vektor mal Vektor gibt eine Zahl, diese mal Vektor einen Vektor, der Betrag davon wieder eine
Zahl” usw.
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6.2. Zwei grundlegende Anwendungen des Skalarproduktes.

6.2.1. Erste Anwendung: Senkrechte Projektion. Der Vektor b soll zerlegt werden in eine (Vektor-) Kom-
ponente parallel zu @ und eine senkrecht zu @ . Wir zeigen, dass dies stets eindeutig moglich ist und nennen die
Komponente von b parallel zu @ die senkrechte Projektion von b auf @ Sie kann durch das Skalarprodukt
folgendermaflen ausgedriickt werden:

. . - —
(Senkrechte Projektion von b auf a) = —
a

Diesen Ausdruck findet man durch den Ansatz Aa —+ T = ?, 7@ = 0. Skalares Anmultiplizieren an die erste
(Vektor-) Gleichung ergibt A = D /7a’2. Dies ist eine wichtige Rechentechnik, sie macht aus Vektorgleichungen
Zahlgleichungen, und insbesondere fallen unliebsame Unbekannte heraus, wenn man entsprechende Bedingungen
in Form von Beziehungen ... senkrecht auf ...” hat. In unserem Falle fiel daher T, der unbekannte Vektor,
heraus. Nunmehr ist es leicht, auch diesen auszurechnen:

—
@b

Lotvektor [ bei senkrechter Projektion von b auf a: | = b — —za'.
a

6.2.2. Cosinus des Winkels zwischen zwei Vektoren. Die zweite Anwendung ergibt sich als Folgerung der
Formel fiir die senkrechte Projektion:

N g

— ist der Cosinus des Winkels zwischen @, b # 0.
@ |7

Dies ergibt unmittelbar den Cosinussatz, vektoriell formuliert: Sei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren @, b #*
=
0 . Dann gilt:

2
Das ist ndmlich nur eine winzige Umformulierung des oben bereits festgestellten Sachverhaltes ‘7 - ‘ =

2
1@ + ‘?‘ — 27?, da cos(p) | @| ‘?‘ =7 gilt.

6.3. Weitere Anwendungen.

6.3.1. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die Dreiecksungleichung fiir Betrdge, dazu eine schine
Formel fiir den Flicheninhalt eines Parallelogramms. Wir beweisen zunichst folgende fundamentale Unglei-
chung:

Satz 12 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:).
(1) (5’3’( gm’\m.

Zusatz: Das Gleichheitszeichen trifft nur im dem Falle zu, dass beide Vektoren linear abhingig sind (wozu auch
der Fall gehort, dass mindestens einer der Nullvektor ist).

Beweis: Fiir @ = 0 die Ungleichung mit Gleichheitszeichen klar. Fiir @ # 0 haben wir die obenstehende
Zerlegung
— @b

—_ — —
b =—5a+ |, | senkrecht zu a"
a
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Das ergibt (auch fiir den Sonderfall T = 6)) die Pythagorasbeziehung - man erinnere sich, dass stets 72 =
2
7",

7? : — — —\ 2 — —
C T+ 12=2 also (2) (E’b) F 2Rt =

2
Danun [ 2@? > 0, haben wir (7?) < @21 2. Wurzelzichen ergibt die zu beweisende Ungleichung (1).

1\_/[)ehr noch: Das Gleichheitszeichen resulti_e)rt genau in dem Falle, dass T = 6), d.h. aber, dass @ parallel zu
b ist. Schlieflich beobachten wir, dass [ 27@? nichts anderes als das Quadrat des Flicheninhaltes von dem
durch @', b aufgespannten Parallelogramms ist. Damit bedeutet (2) zugleich:

(3)Das von @, Y aufgespannte Parallelogramm hat den Flicheninhalt

2252~ (7?’)2.

. . . . .. —)2_)2 . — 2 . . . . .
Beachten Sie hier noch einmal, wie falsch es wire, @’ b ° mit ( @ b ) zu identifizieren. Dann hétte jedes

Parallelogramm Flicheninhalt Null!

6.3.2. Die Normalenform fiir Ebenen im E® und Verallgemeinerungen. Im dreidimensionalen Raum kann
man offenbar eine Ebene F bestimmen durch folgende beiden Bedingungen: E steht senkrecht auf 7" # 6), und
P liegt auf E. Man nennt 7’ dann einen (nicht: den, weil er nicht eindeutig bestimmt ist) Normalenvektor fiir E.
Wir werden sehen, dass dies unmittelbar die uns schon bekannte Gleichungsform fiir Ebenen ergibt. Umgekehrt
konnen wir dann diese Gleichungsform unmittelbar geometrisch deuten, was wir bisher nicht konnten. Setzen
wir also voraus, dass E die oben formulierten Eigenschaften habe. Aus 7 L E folgt unmittelbar, dass jeder
Vektor ?Q — @' p genau dann senkrecht zu 7 steht, wenn @ € E. Das bedeutet aber, dass die Gleichung
nZ = N T p als Losungsmenge genau die Menge der Ortsvektoren von allen Punkten auf E besitzt. Somit
haben wir fir £ die Bestimmungsgleichung (noch einmal: 7" # W!): Eine Normalenform fiir die Ebene E
senkrecht zu 7, welche durch P geht, lautet

T = WTp.
n1 X
In Koordinatenform ergibt das | no Y = d, mitd=7"7p.
ns z
Ausgerechnete Form dazu ist nix + ney +ngz = d.

Umgekehrt kénnen wir nun bei vorgelegter Gleichungsform fiir eine Ebene wie etwa 2x — 3y + 4z = 2 sofort
sagen, dass der Vektor (2, —3,4) senkrecht auf E steht, also ein Normalenvektor dafiir ist.

Die angekiindigte Verallgemeinerung besteht nun darin: Eine Bestimmungsgleichung der Form (k > 2)
Zle n;x; = d mit Unbestimmten z; und Koeflizienten n;, die nicht alle Null sind, hat einen n — 1— dimen-
sionalen affinen Unterraum des R™ als Losungsmenge, und einen solchen nennt man Hyperebene des R¥. Der
Vektor 7’ = (nq,...,nx) steht dann wiederum senkrecht auf dieser Hyperebene und ist also Normale dazu, und
die Richtung der Hyperebene ist durch diesen Vektor eindeutig bestimmt. (Oder auch wieder in geometrischer
koordinatenfreier Form: 7' @ = d, mit k— dimensionalen Vektoren, die nun auch aus V* sein diirfen.) Illu-
strierende Beispiele: Im zweidimensionalen Raum haben wir die schon bekannte Normalenform fiir Geraden:
ax + by = d, a,b nicht beide Null. (a,b) steht dann senkrecht auf der betreffenden Geraden. Fiir den vierdi-
mensionalen Raum haben wir dreidimensionale Hyperebenen. Es wurde schon klar, dass man nicht etwa fiir
Geraden im Dreidimensionalen eine solche Form erwarten kann, sondern dann ein System von zwei solchen
Gleichungen braucht, was sich natiirlich in hoheren Dimensionen stark verallgemeinert.
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6.4. Das Vektorprodukt (nur im V3 bzw. R?). Wenn wir eine Ebene E etwa in Parameterform
erhalten haben und wollen (etwa fiir Schnittaufgaben) eine Normalenform daraus gewinnen, so benstigen wir
einen Vektor, der zu den gegebenen beiden Richtungsvektoren (welche parallel zu E liegen) senkrecht steht.
Das konnten wir als ein lineares Gleichungssystem formulieren und finden, dass die Losungsmenge einen freien
Parameter hat. Aus der Losungsmenge wire dann ein Element # 0 brauchbar. Viel bequemer ist es jedoch,
einen Normalenvektor als Vektorprodukt der Richtungsvektoren auszuwihlen. Aber das ist keineswegs der
einzige Nutzen des Vektorprodukts, viel grofiere Bedeutung hat es in der Physik fiir die Berechnung von Dreh-
momenten oder Lorentzkriften, Geschwindigkeitsvektoren bei starren rotierenden Korpern, usw. Bei diesen
Anwendungen benttigt man die weiteren Eigenschaften des Vektorproduktes, welche dies eindeutig machen (im
Gegensatz zu einem Normalenvektor einer Ebene.

DEFINITION 13 (geometrische Charakterisierung des Vektorprodukts). Das Vektorprodukt zweier Vektoren
— —
@, b € V3 ist der eindeutig bestimmte Vektor @ x b mit folgenden Eigenschaften:

(1) @ x b steht senkrecht auf @ und auf b
(2) ‘E’ X ?‘ ist der Fldcheninhalt des von beiden Vektoren
erzeugten Parallelogramms.

(3) Die Vektoren a, ?, Txb ergeben in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem.

DEFINITION 14 (algebraische Charakterisierung des Vektorprodukts). Das Vektorprodukt x ist eine Abbil-
dung auf V3 x V3 — V3 baw. R® x R® — R3 mit folgenden Eigenschaften (dabei sei e ;, 1 < i < 3, fiir V3
ein kartesisches System bzw. fiir R® die kanonische Basis von Finheitsvektoren, welche definitorisch als solches
bezeichnet wird, also paarweise senkrecht, alle gleich lang und in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bildend ):

ﬁx(?+?):7x?+7x?

(1) Linearitdt im 2. Schlitz
w X ()\?) :)\(E’x?)
(2) @ x D =-1 xa Antikommutativitit
(3) €1x €a=T¢3, €aXx €3=¢1, €3X €1= ¢ea. (Normierung.)

Aus der Eigenschaft (2) folgt mit (1), dass die Abbildung auch im 1. Schlitz linear ist, also bilinear wie
das Skalarprodukt. Aus der Eigenschaft (3) folgt mit (2), dass €2 x €1 = — e 3 usw. Ferner folgen diese
Eigenschaften aus den geometrischen elementargeometrisch (nicht formal zu beweisen, da E* hier nur anschau-
licher Raum ist). Nun werden wir aus den algebraischen Eigenschaften zeigen, wie das Vektorprodukt eindeutig
auszurechnen ist. Damit zeigen wir, dass die algebraischen Eigenschaften das Vektorprodukt eindeutig charak-
terisieren, wichtiger jedoch ist damit bewerkstelligte Herleitung der folgenden merkwiirdigen Rechenformel fiir
das Vektorprodukt: Jeder Vektor aus V3 (bzw. R3) lisst sich eindeutig als Linearkombination der ¢’; darstel-
len, da diese eine Basis bilden. Wir setzen also zwei Vektoren so an und rechnen allein mittels der algebraischen
Eigenschaften das Vektorprodukt aus:

(11 4 as @+ a5 T3) X (011 + by €+ by T5) —
b @1 X €a+aib3 €1 X €3+abi €ax €1+ab3ea x €3
+ashi @3 x €1 +asbs €3 X €9
= (a1bs — azb) €5 — (a1bs — azby) €2 + (azbs — aszbs) €'1.
Im ersten Schritt haben wir das aus (1) folgende Distributivgesetz verwandt sowie die Faktoren herausgezogen.

Ferner wurden dabei alle Glieder der Form ...¢"; x €; weggelassen, da aus (2) folgt: @ x @ = 0. Im
zweiten Schritt wurde dann (3) benutzt und mit linearen Operationen zusammengefasst. Die Endform gibt die
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Koordinatendarstellung fiir das Vektorprodukt aus denen der eingehenden Vektoren. Man beachte das Schema,
insbesondere das Minuszeichen fiir die zweite Komponente unter Beibehalten des Indexschemas. Man kann
als Koordinaten-Rechenregel auch so zusammenfassen: Man schreibe die beiden Koordinaten-Spaltenvektoren
nebeneinander. Nun rechne man die i— te Komponente aus als Determinante der (2 x 2) — Matrix, die durch
Streichen der i— ten Zeile entsteht. Allerdings bringe man bei der Berechnung der zweiten Komponente noch
einen Faktor —1 an. Beispiel:

-2 -1 27
3 | x| =3 | = 6
4 ) 9

Stets kontrolliere man ein ausgerechnetes Vektorprodukt daraufhin, ob es senkrecht zu den Ausgangsvektoren
steht. Ist das der Fall, so kann man sicher sein, dass das so ausgerechnete Resultat stimmt.

6.4.1. Konkrete Abstands- und Winkelprobleme. Wir stellen kurz das Praktische zusammen: Den Abstand
zwischen einem Punkt und einer Geraden kénnen wir durch Minimalisieren des Ausdrucks |zp — 7" 4())| oder
auch mittels eines geeigneten Lotvektors bekommen. Den Abstand zwischen zwei parallelen Ebenen berechnet
man leicht iiber Normalenformen 7' Z = di, W @ = dg (sollten die Normalenvektoren nicht gleich sein,
so bringe man zuvor einen geeigneten Faktor an einer oder beiden Gleichungen an) als |d; — da| /| 7|. Den
Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden (man braucht allerdings nur linear unabhéngige Richtungsvektoren
@, b fiir beide Geraden) kann man (mit Aufpunktvektoren 7, @¢ fitr die beiden Geraden) berechnen durch

— —
(Fp-TQ@x b|/[@x7?].

Winkelfragen: Entscheidend ist immer wieder, dass man eine solche Frage als Frage nach dem Winkel
zwischen zwei Vektoren umformuliert. Standardbeispiele: Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist als Winkel
zwischen ihren Normalenvektoren auszurechnen. Man beachte, dass es zwei Winkel gibt, die sich zu 180 Grad
erginzen. Der Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene ist als Arcussinus des Cosinuswertes (ja, so!)
vom Winkel zwischen Geraden-Richtungsvektor und Ebenen-Normalenvektor auszurechnen. Das kommt korrekt
heraus, gleichgiiltig, wie diese Vektoren gewidhlt wurden. Wiederum gibt es zwei Winkel, die einander zu 180
Grad ergéinzen.

6.5. Das Spatprodukt und die Determinante. Ein Spat ist eine Verallgemeinerung des Parallelo-
gramms auf drei oder mehr Dimensionen. Wir behandeln die Frage des orientrierten Volumens nicht allgemein
fiir jede Dimension (was allerdings mittels der Determinante gelingt, deren Rechenvorschrift wir auch allgemein
vorstellen), sondern konzentrieren uns auf den dreidimensionalen Fall. Es ist ein Korper, der mittels dreier
Vektoren zu parametrisieren ist durch 7 (a, 3,7) = a’@ + ﬁ? +a7c, a,B3,v € [0,1]. Im Falle, dass die drei
Vektoren kein linear unabhingiges System bilden, entsteht damit ein sog. ausgeartetes Spat, dessen (dreidi-
mensionales!) Volumen dann Null ist. Wir definieren nun die folgende Abbildung, welche in allen drei Schlitzen
linear ist:

DEFINITION 15 (Spatprodukt). [@’, ?, c)="a" (? X ?) (mit Skalarprodukt und Vektorprodukt gebildet,
daher nur im dreidimensionalen Fall!)

Bemerkung: Man kann es ruhig der Bezeichnung mit dem Rechenausdruck a - (? X ?) bewenden lassen.

SATZ 13. Das Spatprodukt ist in allen drei Eingabeschlitzen linear. Das Spatprodukt [@ ?, <’ liefert das

=
dreidimensionale Volumen des von @, b, ¢ aufgespannten Spates mit Orientierungsvorzeichen, d.h. fiir

ein Linkssystem steht ein negatives Vorzeichen vor dem Volumen. Insbesondere gilt [a’, ?, '] = 0 genau dann,

wenn das System der drei Vektoren linear unabhdingig ist. Bei zyklischer Vertauschung (jeweils kommt der Letzte
nach vorn) der Eingabevektoren bleibt das Spatprodukt unverindert, bei antizyklischer Vertauschung (antizyklisch
sind alle nicht zyklischen Vertauschungen) dndert es sein Vorzeichen. Ferner gilt fir eine kartesische Basis
— = — — = —

€1, €a, €3:[€1, €2, €3] =1.
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Die genannten algebraischen Eigenschaften allein bedeuten, dass es sich um eine alternierende Trilinearform
handelt. Die Linearitét in jedem Schlitz ergibt sich unmittelbar aus der Bilinearitit einerseits des Skalarproduk-
tes, andererseits des Vektorproduktes. Also praktisch: Distributives Rechnen und Herausziehen von Faktoren.
Das Alternieren (Verhalten bei Vertauschungen) schliefit insbesondere ein, dass stets z.B. [a@’, @, ?] = 0 usw.
immer, wenn zwei der drei Vektoren identisch sind. (Tatséchlich kann man dies zu Definition von ,alternierend”
machen und mittels der Trilinearitét auf die oben angegebenen Vertauschungseigenschaften schliefien.) Weiter

nutze man stets das Vertauschungsverhalten fiir zusammenfassende Rechnungen wie
E’(?x?)—&—Q?(?x?):E’(?x?)—27(7x?):—E’(?x?).

Zusammenhang mit der Determinante von (3 x 3)— Matrizen: Man hat in Komponenten ausgeschrieben:

ay by c1 ay bacsz — bzcy
ag b2 X C2 = ag *(blcg — b361)
as b3 3 as bica — bacy

= ay (bacg — bzca) + (—az) (bics — bzcy) + ag (bica — bacy) .

Das ist aber gerade die Berechnung der Determinante von

ap b a
ay by c
as b3 C3

durch sogenannte Entwicklung nach der ersten Spalte: Nach Vorzeichenschema kommt +ai, —as, +as, jeweils
mal Unterdeterminante, welche nach Streichen der zu aj gehorigen Spalte und Zeile entsteht. Eine (2 x 2)—
Determinante berechnet sich einfach als Produkt der Hauptdiagonalen minus produkt der Nebendiagonalen,

also
det< i Z > = ad — be.

In der Koordinatenform sind also Determinante von (3 x 3)— Matrizen und Spatprodukt dasselbe und haben
daher auch dieselbe Deutung. Das Wesentliche ist ,,multilinear alternierend”, und das kann man auf alle Dimen-
sionen iibertragen. Daher gibt es die Determinante in allen Dimensionen k, und sie hat stets die Eigenschaft,
das k— dimensionale Volumen von Spaten mit Orientierungsvorzeichen zu liefern.
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KAPITEL 3

Die komplexen Zahlen

Dies Kapitel ist weitaus kiirzer als die beiden anderen, gewichtigeren Hauptkapitel. Es bietet sich indessen
auch als Uberleitung von der Vektorrechnung zur Infinitesimalrechnung an, weil einerseits die komplexen Zahlen
auch und insbesondere Vektoren sind, gewisse Elemente der Vektorrechnung also das Verstédndnis befordern und
zugleich wiederholt werden. Andererseits kommen in natiirlicher Weise Elemente der reellen hinein, insbesondere
trigonometrische Funktionen, auch bereits die komplexe Exponentialfunktion. Die komplexen Zahlen bieten
daher willkommenen Anlass, mit diesen Funktionen elementar umzugehen und reichen damit in den ersten Teil
des Kapitels iiber die Funktionen hinein, der ein gewisses Grundverstindnis sowie Grundkenntnisse wichtiger
Fuunktionen bereitstellen soll, noch vor dem Differenzieren und Integrieren.

1. Der Korper C der komplexen Zahlen
2. Motivierung der komplexen Zahlen

Man geht von N zu Z, um stets zu eine Zahl die negative bilden und stets die Subtraktion zweier Zahlen
ausfithren zu konnen. Dann erweitert man Z zu Q,der Menge der rationalen Zahlen, um die analogen Eigen-
schaften fiir die Multiplikation zu bekommen, d.h. fiir eine von Null verschiedene Zahl a stets die Inverse
beziiglich der Multiplikation zu bekommen und jede Zahl durch a dividieren zu kénnen. Zwei Umsténde sind
verantwortlich fiir die Niitzlichkeit dieser Erweiterungen, einmal die praktische Anwendbarkeit der dadurch er-
moglichten Operationen, zum andern die Erhaltung der Rechenstrukturen bzw. Rechengesetze bei der jeweiligen
Erweiterung. Q erscheint nunmehr fiir das Rechnen irgendwie perfekt und ist es auch in seiner Weise. Was
man sinngeméf ,biirgerliches Rechnen” nennen kénnte, kommt damit vollstindig aus. Warum diese duBerst
schwierige Ubergang zu R? Das ist eine gewaltige Erweiterung, die motiviert wurde durch das Bestreben, einen
Grenzwert (Limes) fiir alle solche Zahlenfolgen zu finden, die sich zu einem Punkt zusammenziehen - und in
Q nur auf ein Loch stoflen wiirden. (Das gilt fiir fast alle!) Urspriinglich hatte man die Idee des Kontinuums,
eben ohne Locher, so dass man bei stetiger Verédnderung einer abhéngigen Verdnderlichen stets so etwas wie ein
Maximum bzw. Minimum finde, wenn man den Definitionsbereich auf ein endliches Intervall beschriinkt. Und
die (beweisbar!) skonomischste Weise, diese Eigenschaft herzustellen, ist die Einfiihrung der ganzen Menge R,
eine Entwicklung, die im 17. Jahrhundert begann und erst Ende des 19. Jahrhunderts vollendet war. Dass R
auch im algebraischen Sinne bereits recht ,vollstéindig” ist, erkennt man daran, dass jedes reelle Polynom sich
bereits (bis auf einen konstanten Faktor) iiber R in lauter Linearfaktoren der Form (x — a) und quadratische
Faktoren zerlegen lésst. Insbesondere besitzt jedes relle Polynom, das einen Vorzeichenwechsel bei seinen Wer-
ten hat, auch mindestens eine reelle Nullstelle. Z.B. weifl man das sofort fiir ' — 30210 + 528 — 323 + 222 + 1,
ohne eine solche exakt ausrechnen zu kénnen. Insbesondere kann man Wurzeln wie v/2,v/3 usw. bilden in R
bilden, nicht aber in Q, was ereits im Altertum bekannt und bewiesen(!) war. Aber R ist doch immer noch
nicht algebraisch vollstéindig in dem Sinne, dass Polynome alle Nullstellen haben, die sie haben sollten, so dass
man sie vollstindig in Linearfaktoren zerlegen kann. Z.B. hat 22 + 1 = 0 keine Losung in R, so dass man
darin nicht /=1 bilden kann. Lauter quadratische Gleichungen ohne reelle Nullstelle entstehen mit den qua-
dratischen Polynomen, bei denen man nur Werte > 0 oder nur solche < 0 hat. Diese Polynome gerade lassen
sich iiber R nicht mehr in Linearfaktoren zerlegen. Bewusst wurde das Bediirfnis beim formalen Rechnen mit
der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen, und man sprach von ,imaginiren” (blofi gedachten, denen
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nichts Wirkliches entsprach) Zahlen wie 2 + 3y/—1. Dabei merkte man schnell, dass allein /—1 nétig war:
Jede formale Losung einer quadratischen Gleichung ohne reelle Losung hat die Gestalt a 4= by/—1, Beispiel:
2+ 24/=5 =2+ 2\/-1. Fiihrt man die imaginéire Zahl j (sie heifit traditionell in der Mathematik 4, doch ist
dieser Buchstabe fiir die Stromstérke in der Technik verbraucht, so dass die Techniker ,j” vorziehen) ein mit
der Forderung j? = —1, so kann man wie gewohnlich mit diesen formalen Losungen rechnen, sie addieren und
multiplizieren, gerade so, wie man eben auch mit Ausdriicken wie 2 + V/3 exakt umgeht, nur eben beachtend,
dass wegen j? = —1 konsequent folgt: (a + jb)(c + jd) = ac — bd + j(ad + bc), Endform, wieder ein Ausdruck
der Gestalt a 4+ 3j, mit reellen Zahlen «, 3, wenn a, b, ¢, d reell waren. Zwei Fragen stellten sich mathematisch
konsequent: Kann man die reellen Zahlen so erweitern, dass eine solche Zahl j mit j? = —1 in der erweiterten
Menge ist, die Addition und Multiplikation (einschliefilich der Inversenbildungen) darin so durchfithrbar sind,
dass alle wesentlichen Rechengesetze (d.h. die Korperaxiome, sieche Kap. 1) weiter gelten? Die zweite Frage:
Kann man auf gesicherter Basis ein Modell widerspruchsfrei konstruieren, also die komplexen Zahlen ihres ,,blof3
formalen” oder gar nebults-,imaginéren” Charakters entheben? Beide Fragen wurden im 19. Jahrhundert po-
sitiv beantwortet, unter wesentlicher Mitwirkung von Gauf}. Mehr noch wurde auch schon bewiesen (Liouville),
dass der Korper der komplexen Zahlen wirklich algebraisch vollstéandig (man sagt: ,algebraisch abgeschlossen”)
ist in dem Sinne, dass jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen (!) Koeffizienten tatséichlich tiber C in
Linearfaktoren zerfillt. Mittlerweile kennt man dafiir mehrere #uflerst verschiedene Beweise, doch ist keiner
so einfach, dass wir ihn hier bringen kénnten. Hingegen ist die Konstruktion von C mit der Verifikation der
Rechengesetze fiir Korper sehr leicht (wenn einmal die Gaufische Idee da ist), sie folgt nun.

3. Konstruktion von C

Wir haben zuniichst die Menge zu definieren, anschlieend die algebraischen Operationen Addition und
Multiplikation, dann ist einzusehen, dass die Koérperaxiome folgen. Bei der Gelegenheit lernen wir die Bedeutung
der komplexen Konjugation fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen kennen. Hinzu kommt die sehr wichtige
geometrische Interpretation, die wir im Rahmen der Vektorrechnung leicht durchfiithren kénnen.

DEFINITION 16. Der Korper C der komplexen Zahlen ist die Menge R? der reellen Zahlenpaare versehen
mit folgender Addition und Multiplikation:

Bezeichnung. Das Element (a,b) € R? wird geschrieben: z = a + jb,

wenn man es als komplexe Zahl auffasst.

Dabei heisst a Realteil von z, a = Re(z), b Imagindrteil von z, b = Im(z).
Addition: (a+ jb) 4 (c+ jd) = (a+¢c)+j(b+d) , also wie im R
Multiplikation: (a + jb) (¢ + jd) = (ac — bd) + j (ad + bc) , neu!

Bemerkung: Die Multiplikation ist neu, sie ist weder das Skalarprodukt, noch hat sie das Geringste mit
dem Vektorprodukt zu tun (schon aus Dimensionsgriinden). Sie gehort nicht zur Vektorraumstruktur des R2,
sondern eben zur Korperstruktur C. Daher ist es giinstig, die Elemente in der Form a + jb und nicht (a,b)
zu schreiben: Wir rechnen dann, wie wir es von Ausdriicken wie a 4+ byv/2 gewshnt sind, beachten nur, dass
j2 = —1 - beachten Sie, dass dies durch Einsetzen in die Definition der Multiplikation folgt, dass aber auch
gerade in diesem Sinne die Multiplikation definiert ist. Insbesondere ist an der Schreibweise praktisch, dass man
naheliegend a + 0 - 7 = a schreibt, wihrend man bei Paarschreibweise eine Komponente Null mitzuschreiben

hitte. Nun gilt der grundlegende (und sehr einfach zu zeigende)

SATZ 14. Mit dieser Definition bilden die komplexen Zahlen einen Kdrper, erfiillen also die Kérperaziome
(vgl. Kap. 1). Sie bilden die gesuchte Erweiterung von R, weil man einerseits jede reelle Zahl a als a+j -0 in
C wiederfindet, andererseits offenbar mit den Zahlen 1 und j auch jede Zahl a + jb, a,b € R, in C sein muss.
C ist also minimale Erweiterung von R, so dass man eine Wurzel der Gleichung x® +1 =0 findet.
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Zusatz: Die komplexen Zahlen erlauben keine Anordnung mehr wie R, so dass die Rechengesetze fiir
angeordnete Korper gelten kénnten. Wohl aber kann man als Betrag einer komplexen Zahl z = a 4 jb gerade
den Betrag von R2iibernehmen - das ist stets eine reelle Zahl > 0:

DEFINITION 17 (Betrag einer komplexen Zahl). |a + jb| = Va? + b2.

Nun zur Begriindung des Satzes: Direkt mit den Definitionen fiir Addition und Multiplikation ist einzusehen,
dass sie in der Menge von C stets eindeutig ausfiihrbar sind und die Resultate wieder in dieser Menge liegen. Der
restliche Beweis ist bis auf eine Stelle durch simples Einsetzen der Definitionen und Nutzung der Rechengesetze
fiir R zu fiihren. Hier die interessante Stelle: Wir iibersehen sofort, dass 0+ j - 0 die Null und 1+ j - 0 die Eins
sind, und dass —(a+jb) = —a+5(—b) als Inverses beziiglich der Addition fungiert. (Bildung wie die von — 7 in
der Vektorrechnung.) Einzig die Existenz der Inversen beziiglich der Multiplikation bzw. die Ausfiihrbarkeit der
Division durch alle Zahlen # 0 ist nicht unmittelbar zu sehen. Wir iiberlegen dazu, wie 1/z aussehen miisste,
indem wir die Korper-Rechengesetze anwenden. Das liefert aber nur die Idee, ist kein Beweis. Fiir den miissen
wir den Spiefl umdrehen: Wir haben zu priifen, dass der gewonnene ausdruck das Verlangte leistet. Wir setzen
z = a + jb und rechnen:

1 a—7jb _a—jb  a + —
atjb (atjd)(a—jb) @@+ @+ Ta@rp
Das diente nur zum Auffinden: Wir diirfen nicht voraussetzen, dass 1/z iiberhaupt bildbar ist. Jetzt die
Argumentation: Wir behaupten, dass fiir a + jb = z € C mit z # 0 (d.h. minndestens eine der Zahlen a,b
verschieden von Null) stets die Zahl

_ 1. _a .
l/z=z '_a2+b2+ja2+b2

eindeutig definiert ist in C (das ist unmittelbar mit dieser Definition klar) und das fiir ein multiplikativ Inverses
Verlangte leistet. Das konnen wir sofort nachrechnen - und zwar setzen wir hier nur die Definition der komplexen
Multiplikation voraus und verdenden sonst nur die Gesetze des Rechnens mit reellen Zahlen (!):

a =b
7tz = (aQ R +ja2 +b2> (a+ jb)

a =b ) a —b
PN L (a2 Tt a2+b2a>
= 1+47-0, also die Eins wie verlangt.

Bemerkung: Mit dem Satz kann man stets wie iiblich rechnen, d.h. Klammer- und Vorzeichenregeln,
Distributivgesetze, Bruchrechnen etc. funktionieren alle wie gewohnt. Wendet man das fertige Resultat an, so
kann man die obenstehende Rechnung viel leichter ausfiihren (im Beweis ging das eben nicht, weil das Resultat
nicht anzuwenden, sondern erst zu beweisen war). Das sieht dann so aus:

a . —b . (a — jb) (a + jb)
b) = ———F——————=1
<a2+b2+‘]a2+b2>(a+]) 0?1 12
Fiir unsere Rechnung war es entscheidend, den Nenner mit (a — jb) zu erweitern, um j herauszubringen.

(Den Trick kannten wir schon, analog bringen wir Wurzeln aus Nennern wie a + by/2) Diese Bildung ist von
grofler Wichtigkeit fiir C, daher heben wir Definition und wesentliche Eigenschaften hervor:

DEFINITION 18 (komplexe Konjugation). Die Zahl Z = a — jb (a,b € R) (lies: ,z quer”) heifit die Konju-
gierte zu z = a + jb. Die Abbildung C — C, z — Z heifit (komplexe) Konjugation.

SATZ 15. Die Konjugation ist vertauschbar mit +,, d.h. z1 + 22 = Z1 + 22, und Z1 - 23 = 21 - 72, und sie ist
ihre eigene Umkehrabbildung, d.h. Z = z. Weiter ldsst die Konjugation reelle Zahlen fest, d.h. a + j - 0 = a+j-0.
Zusammengefasst: Die Konjugation ist ein Korperisomorphismus von C auf sich selbst, man sagt daher: ein
Korperautomorphismus von C, der R fest ldsst.
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Die Begriindung ist ganz leicht: Man rechnet einfach z.B. aus:

(a+4b) (c+jd) = (ac—0bd)+ j(bc+ ad) = (ac—bd) — j (bc+ ad)
= (a—jb)(c—jd)=a+jb-c+jd.
Analog fiir die Addition. Eine niitzliche Folgerung kann man sofort ziehen:

FOLGERUNG 1. Bei jedem Polynom mit reellen Koeffizienten treten die nicht reellen Nullstellen paarweise
konjugiert auf. (Damit auch alle, weil die Konjugierte einer reellen Zahl diese selbst ist.)

Der Beweis ist mit dem Satz sehr einfach (Voraussetzung: Die Koeffizienten «; sind reell!). Sei f(z) =
S gzt =0. Dann

n n n n
f(E) = E OéiEZ - E aiE = E aLZ‘: E aizi =0=0.
=0 =0 =0 =0

Also ist Z Nullstelle von f, wenn z es ist.

4. Das anschauliche Verstindnis von C

Das anschauliche Verstehen von C ist gut moglich und daher sehr hilfreich und wichtig. Klar ist zunéchst,
dass man C wie R? anschaulich besitzt: Man fasst die komplexen Zahlen als Ortsvektoren in der Ebene auf.
Dazu identifiziert man € ’; mit der Zahl 1 und €5 mit der Zahl j und lisst diese Vektoren ein kartesisches
Koordinatensystem bilden. Die Zahl z = a + jb hat dann als (reelle!/) kartesische Koordinaten ihren Realteil
und ihren Imaginirteil.

DEFINITION 19. Die kartesischen Koordinaten von z = a + jb sind Re(z) = a und Im(z) = b. Beide sind
reelle Zahlen! Die Koordinatenachsen nennt man reelle und imagindre Achse.

Vorsicht: Der Imaginérteil von z = a + jb ist Im(z) = b € R, nicht etwa jb, was fiir b # 0 in C ist, aber
gerade nicht in R. Entsprechend ist |a + jb| = Va2 + b2, also |2|> = Re?(2) +Im?(z) = z-Z. (Nicht etwa kommt
so etwas wie a® + ( jb)2 = a? — b?, was negativ sein kann und woraus dann gar keine reelle Quadratwurzel zu
ziehen ist.)

Entsprechend kann man auch die Addition und Subtraktion von komplexen Zahlen verstehen wie bei den
Vektorpfeilen im R2. Dasselbe gilt fiir die Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer reellen. So weit haben
wir natiirlich nur die Vektorraumstruktur von C anschaulich verstanden wie zuvor die von R%. Wie steht es mit
der Multiplikation und Division? Dazu miissen wir einen anderen anschaulichen Zugang nutzen. Offenbar kann
man eine komplexe Zahl auch charakterisieren durch ihre Linge und ihren Winkel, gemessen von der positiven
reellen Achse an entgegen dem Uhrzeigersinn. (Bei der Zahl 0 ist der Winkel beliebig, nicht eindeutig.) Diese
beiden Zahlen, Linge und Winkel, heissen die Polarkoordinaten von z. Wir wissen bereits, dass wir jeden
Vektor aus R? schreiben konnen als r(cos(), sin(y)), als komplexe Zahl also in der Form r(cos(¢) + j sin(p)).
Daher definieren wir:

DEFINITION 20. Die Polarkoordinaten der komplexen Zahl z = r(cos(p) + jsin(p)), r >0, r e R, 0 < p <
27, sind r und @. Wichtige systematisch berechtigte (s.u.) und abkiirzende Schreibweise:

el? := cos(p) + j sin(y).

Daher nennt man den Ausdruck re?? auch Polardarstellung von z = re’?. Dabei muss stets r > 0 sein, dagegen
erlaubt man sich auch negative Werte fiir ¢ - es ist dann entsprechend mit dem Uhrzeigersinn um den Betrag
des Winkels zu drehen.
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SATz 16 (Koordinatenumwandlung). Hat z die Polarkoordinaten r, p, so lauten die kartesischen Koordina-
ten von z : Re(z) = rcos(p), Im(z) = rsin(p). Ist z = a + jb mit kartesischen Koordinaten a,b € R gegeben, so
sind die Polarkoordinaten an folgender Darstellung jeweils abzulesen:

Va2 + b2ei arctan(b/a) - penn g > 0,
Va2 + b2ei(mtarctan(b/a)) - ypenn ¢ < 0,
bel™2 wenn a =0, b> 0,

bl e=97/2, wenn a =0, b < 0.

z =

(Hinzu kommt noch 0e?° 2. B. fiir z = 0, was nicht eindeutig und ziemlich uninteressant ist.)

Begriindung des zweiten Teils: Den Betrag kennen wir schon, lediglich der Winkel zu gegebenen kartesischen
Koordinaten ist fraglich. Fiir a # 0 ist offenbar tan(p) = b/a. Nun miissen wir ein wenig aufpassen: Die
Tangensfunktion ist nur im Bereich | — 7/2, 7/2[ umkehrbar. Mit der Setzung ¢ = arctan(b/a) erhalten wir
nur diese Winkel. Diese Berechnung taugt also gerade fiir den Fall @ > 0. Haben wir a < 0, so bilden wir zu
z = a + jb die negative Zahl —a — jb, deren Winkel korrekt arctan(b/a) ist. Dazu haben wir offenbar gerade 7
zu addieren, um auf den Winkel fiir z zu kommen.

Bemerkung iiber exakte Darstellungen: Fine exakte Darstellung mit einfachen kartesischen Koordi-
naten fiihrt im allgemeinen auf eine komplizierte in Polarkoordinaten, die nicht exakt ausrechenbar ist, wohl
angebbar im Sinne der obenstehenden Formeln. Umgekehrt gehort zu einer einfachen Polardarstellung im all-
gemeinen keine einfache kartesische. Man sollte jedoch fiir die einfachen Standardwinkel die exakten Sinus- und
Cosinuswerte kennen:

Winkel Sinuswert Cosinuswert

0 0 1
w6 E=iI 3
SN B
SRR :

Dazu achte man auf die Vorzeichen. Beispiel: —2—2j = 2/2e=37/4, Umgekehrt: 3e™/6 =3 (—1/2 —J- \/5/2) =
—3/2—j-V2/2.

Mittels der Polarkoordinaten gelingt folgende anschauliche Auffassung der Multiplikation: Eine Zahl z wird
graphisch mit zp multipliziert, indem man die Zahl z mit |zp| streckt und das Resultat um den Winkel von zg
weiterdreht entgegen dem Uhrzeigersinn. (Bei negativer Winkelangabe fiir zy bedeutet das eine Drehung um
den absoluten Winkel mit dem Uhrzeigersinn.) Die Begriindung folgt im néchsten Teil:

5. Multiplikation usw. in Polarkoordinaten

Grundlegend ist folgender

eIP eIV — ilete)
Beweis: Schreiben wir die Gleichung aus mit der Definition von e/®, so haben wir
(cos(p) + jsin(p)) (cos() + jsin(y)) = cos(p + 1) + jsin(p + ).
Andererseits ergibt Ausmultiplizieren der linken Seite

cos(p) cos(¢) — sin(ep) sin(y) + j (sin(p) cos(v)) + cos(p) sin(1))) .

Wegen der linearen Unabhingigkeit von 1,j iiber R koénnen wir Koeffizientenvergleich anstellen, haben also
gleichwertig:

cos(p+ 1) = cos(p)cos(v) — sin(p) sin(y)und
sin(p+1v) = sin(p)cos(v)) + cos(y) sin(v)).
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Das sind nun genau die Additionstheoreme von Cosinus und Sinus. Wir koénnen sie z.B. beweisen, indem wir
einfach das Matrizenprodukt der Drehmatrizen ausrechnen:

( cos(p)  —sin(p) ) ( cos(yp)  —sin(y) )

sin(p)  cos(ep) sin(y))  cos(¢)

_ ( cos(p) cos(¢) —sin(p) sin(y) = sin(p) cos(y) — cos(yp) sin(4)) )
sin(ip) cos(¢)) + cos(p) sin(y)  cos(p) cos(y) —sin(p) sin(y) /-

Andererseits wissen wir, dass die Hintereinanderschaltung der Drehungen mit den Winkeln v, ¢ die Drehung
mit ¢ + ¢ ergibt, also ist das Produkt der Matrizen auch gleich

< cos(p +1)  —sin(p +1) )
sin(p +1)  cos(p+1v) )°

Koeffizientenvergleich nur in der ersten Spalte der entstehenden Matrixgleichung ergibt die benotigten Additi-
onstheoreme.

FOLGERUNG 2. Seien re/?,sel¥ Polardarstellungen zweier komplexer Zahlen, dann gilt:

relPsed?  —  pgel(Pty)
rel® T e
= e g2
sed¥ s
3 n 3
(re“”) = "™, neN.

Ferner erhdlt man folgendermaflen alle n— ten Wurzeln von z = rel? :
. o otk-2m
Dien — ten Wurzeln von z = 1’ sind r/med (52 ), kE=0,1,....,n—1.

Mit den Additionstheoremen ist nicht mehr viel zu tun, nur die Betriige sind abzutrennen und der iiblichen
Rechnung in R zuzufiihren. Fiir die Wurzeln beachte man, dass die Ausdriicke

eI PTh2m) g k=0, ...,n— 1

verschiedene Rechenausdriicke derselben komplexen Zahl sind, dass jedoch Teilen des Winkels durch n lauter
verschiedene Winkel unterhalb eines Vollwinkels ergeben. Beispiel: Alle 5. Wurzeln von 1 lauten e2+i7/5
k =0,1,2,3,4. Anschaulich bilden alle n— ten Wurzeln einer Zahl z ein gleichméifliges Schiffssteuerrad mit n
Speichen.

6. Lésen von einfachen Gleichungen in C

Die einfachen Gleichungen, die wir 16sen konnen, sind lineare (auch Gleichungssysteme) und quadratische.
Dies ist auch in C wichtig. Zu den linearen Gleichungen und auch Gleichungssystemen bemerken wir nur kurz,
dass alles Systematische, was wir in Kapitel 1 dariiber sagten, voll und ganz erhalten bleibt, also alle Resultate
iiber Losungsverfahren, Struktur der Losungsmengen, Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Grundlegend
war dafiir die Vektorraumstruktur von R™ {iber R. Nun hat aber C" iiber C dieselbe Struktur. Fiir das
Losungsverfahren insbesondere benutzten wir lediglich die Grundrechenarten im Zahlenkorper. Die verhalten
sich jedoch in C ebenso. Lediglich wird es etwas miithsamer, die benotigten Multiplikationen auszufiihren, um
etwa zwei Zeilen eines Gleichungssystems miteinander zu kombinieren. Man merke sich nur: Alle Zahlen sind nun
komplexe, ebenso miissen die Parameter C statt R durchlaufen, wenn wir eine unendliche Lésungsmenge eines
linearen Gleichungssystems mit Koeffizienten in C bekommen. Auch die Matrixeintrége bei Matrizendarstellung
sind nunmehr komplex. Wir illustrieren das an einem Beispiel:

521+ 3z — (L+5)z3 =0
221 — (14 j)z2+jzs =0
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Gesucht ist die Losungsmenge in C? in den Unbestimmten zi, 23, z3. Zunichst bringen wir die erste Zeile in
ordentliche Form, indem wir sie mit 2 — j multiplizieren, das ergibt

21+B4+6j)22—3+4)zs = 0

221 —(1+j)za+jzz = 0

Hinauswerfen von z; ist nun das Einfachste, Resultat mit 2(1) — (IT) ist
(T4 13j)z2 — (6 +3j)z3 =0

Daraus erhalten wir mit freiem Parameter 2o :

P 1 7+13jz* 9+19‘ ;
P T3 g 2T\ T )™
17 2 . - .
z1 = 5% (Einsetzen in die erste Gleichung oben.)
Die Losungsmenge lautet also in parametrisierter Form

17 2 9 19
Liz)=z—=—=j,1,—+—J .
@ =2(f - 3515 +150) s 2eC
Parameterwerte in C, ebenso die Eintriige des konstanten Vektors. Sonst ist nichts veriindert!
Zwei wichtige Hinweise zum Rechnen mit komplexen Zahlen:

e Man vermeide unbedingt falsch lineares Rechnen mit Briichen - die Gefahr ist erfahrungsgeméfl grof3 bei
Anfiingern, die Gleichung 1/z41/u = 1/v mit komplexen z, u, v umzuformen in z 4+u = v, was natiirlich
genau so falsch ist wie im Reellen.

e Bei Multiplikationen und Divisionen klammere man unbedingt so viel rein Reelles aus wie moglich. Sonst
belastet man die komplexen Operationen noch unnétig mit dauerndem Hineinmultiplizieren eventuell
gewichtiger reeller Faktoren. (Ausbleiben der entsprechenden Vereinfachung fiihrt in aller Regel zum
»Versanden” der Rechnung.)

Ein Beispiel aus der komplexen Rechnung mit Widersténden (s.u.) - R, w, C, L sind dabei reellwertige dujfSere
Parameter: Schaltet man eine Reihe von Ohmschem Widerstand R und kapazitivem Widerstand 1/jwC (w =
Kreisfrequenz des Wechselstroms) parallel mit einem induktiven Widerstand jwL, so ergibt sich die Addition
der Leitwerte (Kehrwerte der Widerstandswerte, die hier komplex sind), man hat

1 1 1

Z jw_L + m, und das ergibt korrekt
(R+725) dw

zZ = JwC (Bruchrechnung!)

R+j(wL--2)’
Nun wird man jedenfalls den reellen Faktor vor das Ganze schreiben (Regel: ,Alles Reelle ausklammern, so

weit wie moglich!”) und den verbleibenden Bruch mit wC erweitern (Doppelbriiche zu beseitigen), dann den
Nenner j— frei machen:

" 1+ jRwC . (14 jRwC) (RwC +j (1 —w?LC))
RwC +j(w2CL—-1) R2w2C? + (w2CL — 1)?
LRw302L +j (R*w?C? +1 — w?CL)
R2,2C? + (w2CL —1)° ‘
Es ist nicht tunlich, das zweite Quadrat im Nenner auszumultiplizieren, das macht den Nenner nur uniibersicht-
licher. Ein wichtiges Hilfsmittel ist hier die Einheitenkontrolle: wL hat die Einheit eines Widerstandes, also
sollte der Bruch einheitenfrei sein bzw. Einheut Eins haben. Man priife nach: Jeder Summand im Zé#hler hat
Einheit Eins, ebenso jeder Summand des Nenners. Trife man Summanden verschiedener Einheiten an, so hitte

7 =

= W
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man vermutlich irgendeinen Faktor falsch, z.B. irgendwo eine falsche Potenz, wenn nicht Schlimmeres. Hat man
nun weitere Rechnungen mit Z auszufiihren, so ldsst man tunlich den hier ausgeklammerten reellen Faktor wlL
- auflen vor und multipliziert ihn niemals hinein. Dazu ein weiteres einfaches Beispiel: Seien a, b, ¢ reellwertige
Parameter, dann hat man folgende Berechnung einer kartesischen Endform:
147 _bzc—czb 1+j_b20—02b oy
T 2-3) o 2-8;  1Ba 1T

In C kénnen wir nicht nur quadratische Gleichungen mit reellen Koeffizienten lssen, sondern auch alle solchen
mit komplexen Koeffizienten. Das verspricht der oben angefiihrte Satz von der Vollstindigkeit des Korpers der
komplexen Zahlen. Wir wollen es aber konkret einsehen und die Rechnung kennenlernen. (Nebenbei haben wir
dann neben der Existenz von n verschiedenen Wurzeln der Gleichung 2" = 7y eine zweite konkrete Illustration
jenes Satzes durch einen Spezialfall.) Betrachten wir eine beliebige quadratische Gleichung az? + Bz +v = 0
mit a # 0, o, 3,7 € C, so konnen wir wie im Reellen zunichst auf Normalform 22 4+ pz + ¢ = 0 bringen und
haben dann dieselbe Losungsformel (das alles hing nur am Rechnen in einem beliebigen Zahlkorper!):

p P\?
o = —2 + (_) —q.
2 2 2

Da nun aber im allgemeinen unter der Wurzel eine komplexe Zahl ist, stellt sich die Frage nach einer ordentlichen
Berechnung einer Quadratwurzel einer komplexen Zahl. Bei einer in Polarform gegebenen Zahl ist das natiirlich
sehr leicht. Aber aus unserer Rechnung werden wir hier aber ein kartesische Form vorfinden und eine ebensolche
exakt berechnen wollen. Wir geben also eine beliebige Zahl z = a + jb vor (im Beispiel denken wir an die
ausgerechnete Zahl unter der Wurzel) und suchen eine komplexe Zahl u mit u? = 2. Wir setzen u = x + jy
kartesisch mit unbekannten Koordinaten an und haben die Bedingungen (die erste aus Berechnung von u? und
Gleichsetzen mit z, die zweite iiber |u|” = |z:

mQ—y2+2jazy = a+ jb,
2?2 +y? = Va2 +0b2.

Koeffizientenvergleich in der ersten Gleichung ergibt insbesondere 22 — y? = a, Addition zur zweiten Gleichung
bzw. Subtraktion von der zweiten Gleichung fithren zu

2 2
x = ig\/a+\/a2+b2,y:i%\/—a+\/a2+b2,

2xy = b kennzeichnet die erlaubten Vorzeichenverteilungen.

Man beachte, dass alle Zahlen hier reell sind, und dass die Wurzeln stets im Reellen existieren! Nunmehr
haben wir noch die Bedingung aus der ersten Gleichung zu erfiillen, dass 2zy = b. Also miissen in unseren
Losungsformeln fiir x, y die Vorzeichen so verteilt werden: Im Falle b < 0 verschieden, im Falle b > 0 gleich. Es
gibt damit auch nur zwei und nicht etwa vier Losungen, also Zahlen u € C,die Quadratwurzeln von z sind. Man
beachte, dass die Formeln auch korrekt sind fiir den Fall b = 0: Wenn zusitzlich @ > 0, so haben wir y = 0,
x = ++/a, und bei a < 0 ergibt sich x = 0,y = +/—a. Fiir a = b = 0 gibt es nur die Losung z = y = 0.



KAPITEL 4

Reelle Funktionen

Dies Kapitel besteht aus drei Abschnitten. Im ersten lernt man die wichtigsten speziellen Funktionen kennen
und miteinander verbinden, insbesondere elementare Uberlegungen zur Beziehung zwischen Rechenausdriicken
und Graphen herzustellen. Die andern Teile handeln dann vom Differenzieren und Integrieren, mit wichtigen
Anwendungen.

1. Reelle Funktionen und ihre Graphen

1.1. Grundbegriffe zur Beschreibung wichtiger Phinomene bei Funktionen und ihren Gra-
phen. Die einfachsten Funktionen sind die linearen mit Geraden als Funktionsgraphen, diese und quadratische
Funktionen haben wir bereits elementar kennengelernt. Die néchsten Verallgemeinerungen sind die Polynome.
Thre Graphen gehen glatt auf und ab, um dann ins Unendliche zu verschwinden. Es ist im allgemeinen dabei
nicht mehr moglich, Nullstellen und Extrema geschlossen auszurechnen, man bedient sich der Niherungslosun-
gen in komplizierten Fillen. Die nichste algebraische Klasse sind die gebrochen rationalen Funktionen, ihre
Ausdriicke (Funktionsterme) sind Briiche von Polynomen. Sie kénnen ein neue Phénomene zeigen: (Gerade)
Asymptoten parallel zur z—Achse sowie Pole - das sind (gerade) Asymptoten parallel zur y— Achse. Unter
einer Asymptote einer Kurve in einer bestimmten Umgebung versteht man generell eine andere Kurve, die
sich in dieser Umgebung beliebig der ersten nihert. Zum Beispiel ist der Graph von g(x) = 22 eine (relativ
einfache!) Asymptote des Graphen von f(z) = Va* + 1 fiir # — fo00. Nun zu den einfachsten Asymptoten, die
Geraden sind: Eine Asymptote fiir den Graphen von f parallel zur z— Achse entsteht, wenn f(z) fir x — oo
bzw. x — —oo gegen einen endlichen Grenzwert geht. Ein Pol (Asymptote parallel zur y— Achse) von f liegt
an der Stelle xg vor, wenn die Funktionswerte f(z) gegen oo oder —oo gehen, falls man sich mit den z— Werten
beliebig der Stelle o nihert (einseitig oder beidseitig). Zum Beispiel hat f(z) = 1/ einen Pol bei x¢ = 0, und
dies konnen wir sofort verallgemeinern: Wenn f(x) = g(z)/h(x) und h(z) — 0 fir  — zo, wihrend der Zéhler
gegen einen Wert verschieden von Null geht, so hat f an der Stelle 2o einen Pol. Noch allgemeiner: Wenn
Zahler und Nenner beide nach Null gehen fiir © — x¢, der Zéhler aber langsamer als der Nenner, so entsteht
ein Pol. Um zu quantifizieren, was ,langsamer” ist, wird man spiter die Ableitung heranziehen. Aber es sollte
zunichst klar sein, dass eine hohere Potenz bei Polynomen entscheidet: (22 + 222)/(z* 4+ ) hat sicher in xo = 0
einen Pol. Ebenso geht diese Funktion sicher nach Null fiir + — £oo. Der Graph einer gebrochen rationalen
Funktionen, welche Pole besitzen, zerfillt in mehrere Aste, die wiederum ganz glatt sind - man spreche dann
nicht von mehreren Graphen.

Weiter in der Klassifikation der Funktionen: Es gibt #uflerst wichtige Funktionen, welche als Grundbausteine
fiir die Naturbeschreibung fungieren, die aber komplizierter sind als Polynome und gebrochen-rationale Funk-
tionen. Das sind die im néichsten Abschnitt zu besprechenden trigonometrischen Funktionen sowie Exponential-
und Logarithmusfunktionen. Sie haben rechnerisch exakte Reihendarstellungen der Form f(z) = > o ai(z —
70)%, und sie kénnen schneller oder langsamer wachsen als jedes Polynom, auch unendlich viele Nullstellen haben
usw. Zunichst jedoch zu den Grundbegriffen. Zunichst sei betont:

DEFINITION 21. Eine reelle Funktion (im einfachsten Sinne) ist eine Abbildung A — B, mit A,B C R
(also Mengen reeller Zahlen) und einer eindeutigen Zuordnungsvorschrift x — f(x), meist als Gleichung f(x) =
...(Ausdruck in z) geschrieben. A heifit Definitionsbereich und B der Wertebereich der Funktion. Oft gibt man
nur die Gleichung und meint dann den mazximalen reellen Definitionsbereich und als Wertebereich R.
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Definitions- und Wertebereichsangaben werden wichtig, sobald man von der Umkehrbarkeit einer Funktion
spricht:

DEFINITION 22. f : A — B heifst umkehrbar, wenn es zu jedem b € B genau ein a € A gibt mit der
Eigenschaft f(a) = b. Dann definiert nimlich f=* : B — A, b — (dasjenige a € A, so dass f(a) = b), eine
Funktion, die sogenannte Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f.

Man beachte: f~! ist keineswegs dasselbe wie 1/f, die man reziproke Funktion von f nennt, d.h. f~!(z)
ist nicht etwa 1/f(z). Beipiel: f : [0,00[— [0,00], f(z) = 2?2, ist umkehrbar, mit der Quadratwurzelfunktion
auf [0, oo als Umkehrfunktion. Aber die Quadratfunktion g mit Definitionsbereich R ist nicht umkehrbar, da
man dann zwei Losungen in z der Gleichung g(z) = b mit b > 0 hat. Ebenso ist auch h : [0,00[— R, h(z) = 22,
nicht umkehrbar, weil es Zahlen b € R gibt, némlich alle negativen < 0, fiir welche die Gleichung h(x) = b gar
keine Losung hat. Es macht also gar keinen Sinn, die Umkehrbarkeit einer Funktion auch nur zu diskutieren,
wenn Definitions- und Wertebereich nicht genau angegeben sind. Wir merken uns noch, dass man den Graphen
von f~1 aus dem von f durch Spiegelung an der Geraden y = x erhiilt.

Wird eine Funktion nur durch einen Rechenausdruck angegeben, so mache man sich stets klar, an welchen
Stellen dieser Ausdruck undefiniert sein konnte, und betrachte den maximalen reellen Definitionsbereich. Die
typischen Quellen sind: Ein Nenner wird Null, eine Quadratwurzel wire aus einer negativen Zahl zu ziehen,
oder auch eingebaute Pole in einer Grundfunktion wie Logarithmus. Man beachte, dass ein Rechenausdruck
bereits dann nicht definiert ist, wenn nur einer seiner Teilausdriicke nicht definiert ist. Z.B. ist 1/sin(z)+1/(z+
1) + /10 — 22 undefiniert bei allen Nullstellen von Sinus sowie bei 2 = —1, schlieflich fiir alle z mit || > v/10.

Man beachte weiter, dass tiber das Verhalten einer Funktion in der Umgebung einer Stelle, an der sie nicht
definiert ist, oder auch an der Grenze eines Bereiches von Undefiniertheit, im allgemeinen etwas Genaueres
beobachtet und gesagt werden sollte. Es ist ein notorischer Anfingerfehler, zu verkennen, dass z.B. ,f hat
in g einen Pol” viel mehr sagt als ,,f ist an der Stelle z¢ nicht definiert”. Betrachten wir dazu ein Beispiel:
f(x) =sin(zx)/x ist fiir x = 0 nicht definiert. Aber sie hat dort keinen Pol, vielmehr 1uft der Graph glatt durch
diese Stelle mit y— Wert 1, man kann die ,Definitionsliicke” also problemlos schlieBen (s.u. im Abschnitt {iber
die trigonometrischen Funktionen) durch die Definition:

sin(x
g(m):{ , wenn x # 0

x
1 fiir x = 0.
Dagegen funktioniert so etwas nicht fiir h(z) = sin(z)/x2. h hat einen Pol bei z = 0. Wieder anders verhilt
sich f(z) = /z bei = 0, an der grenze ihres Definitionsbereiches.
Elementarste Grundphénomene sind weiter das qualitative Steigungsverhalten einer Funktion sowie die
Standard-Symmetrien:

DEFINITION 23. f heifit monoton wachsend in einem Bereich D, wenn fiir alle a,b € D gilt: Wenn a < b,
so f(a) < f(b). (,Streng monoton wachsend”: Statt < steht beide Male < in der Bedingung.) Monotones Fallen
einer Funktion f bedeutet entsprechend, dass stets f(a) > f(b), wenn a < b, in einem anzugebenden Bereich.

Beispiele: f(z) = 1/x ist streng monoton fallend im Bereich |0, co[, nicht aber im gesamten Definitions-
bereich aller Zahlen # 0. Die Sinusfunktion ist streng monoton steigend im Bereich [—7/2,7/2] und streng
monoton fallend im Bereich [r/2,37/2].

DEFINITION 24. f sei in einem Bereich D symmetrisch wm Null definiert. Dann heift f eine gerade
Funktion, wenn fir alle x € D gilt: f(x) = f(—=z). f heifit eine ungerade Funktion, wenn fir alle x € D

gilt: f(z) = —f(—x).

Beispiele: f(x) = a™ ist fiir gerades natiirliches n eine gerade Funktion, fiir ungerades eine ungerade
Funktion.

Wir werden uns bei der Diskussion von Funktionsgraphen zweckmiilig so verhalten, dass wir die Eigenschaf-
ten eines gewissen Katalogs von Grundfunktionen auswendig kennen und dann auf die Eigenschaften (einfacher)
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Zusammensetzungen schliefen, d.h. solcher Funktionen, die aus den Rechenausdriicken der Grundfunktionen
aufgebaut sind. Das genaue Versténdnis der Zusammensetzungen wird auch bei Ableitung und Integral eine
wichtige Hilfe sein. Stets wird der Aufbau sein: Zunéchst die Grundfunktionen, dann die Zusammensetzungen.
Wir werden die Zusammensetzungen systematisch nach den Grundfunktionen besprechen, jedoch bereits bei den
Grundfunktionen exemplarisch kennenlernen. Eine besonders einfache Art der Zusammensetzung besteht dar-
in, einen Grundausdruck einfach nur linear zu transformieren. Dann ist insbesondere das graphische Verhalten
sofort komplett ablesbar. Daher nehmen wir dies vorweg:

1.2. Lineare Transformationen von Funktionsgraphen, und die zugehérigen Veridnderungen
der Rechenausdriicke. Betrachten wir ein Beispiel: g(z) = (z — 1)?, z € R. Die zugehorige Grundfunktion
ist f(x) = 22. Wir haben g(3) = f(3 — 1) = f(2), usw., also entsteht der Graph von g aus dem Graphen von f
durch Verschieben parallel zu x— Achse um 1 nach rechts. (Nicht nach links, was oft aus dem Auftreten von
& — 17 geschlossen wird!) Entsprechend hat g sein Minimum bei # = 1. Oder h(z) = (2z)>. Der Faktor 2
bewirkt, dass h(5) = f(10) usw., die Entwicklung lauft also im Zeitraffer ab. Das bedeutet: Den Graphen von
h erhdlt man aus dem von f, indem man diesen um den Faktor 2 lings der x— Achse staucht (nicht: streckt,
swegen 2z”1). dabei bleibt die y— Achse fest, als Streckungszentrum. Nun kénnen wir die beiden Schritte auch
hintereinander ausfiihren, miissen dabei nur streng auf die Reihenfolge achten. Der Graph von k(x) = (22 — 1)
entsteht aus dem von f, indem man diesen zuerst um 1 nach rechts schiebt, dann lings der x— Achse staucht.
Uberpriifen wir das an der Nullstelle: Die Nullstelle von f sollte nach beiden Operationen um 1 nach rechts
gewandert und dann im Wert halbiert sein, also bei * = 1/2 liegen, und das ist auch so. Entsprechend den
Bemerkungen zu den einzelnen Operationen hiitten wir den Rechenausdruck z? zuerst so zu veriéindern, dass
wir fiir x einsetzen: x — 1, im zweiten Schritt hitten wir fiir  einzusetzen: 2x. Auf diese Weise entsteht gerade
k(x). Dagegen ist die Reihenfolge in der Berechnung von 2z — 1 aus x gerade umgekehrt! Man {iberpriife,
dass die umgekehrte Reihenfolge der Operationen zum Ausdruck (2(z — 1))2 gehort. Entsprechende graphische
Operationen sind hinsichtlich der y— Achse moglich, wobei die Deutung einfacher ist, da insbesondere keine
Reihenfolgenverinderung im Spiel ist: g(z) = 2f(z) bedeutet eine Streckung léings der y— Achse mit Faktor 2,
h(z) = 2f(xz) + 3 eine Verschiebung um 3 nach oben nach der Streckung. Das Naive ist hier also einmal das
Richtige. Bemerkt sein sollte noch, dass Einsetzen von —z fiir z eine Spiegelung an der y— Achse bedeutet,
die Bildung von g(x) = —f(z) eine Spiegelung an der z— Achse. Ferner bedeutet Streckung mit Faktor 1/2
dasselbe wie Stauchung mit 2, Stauchung mit 1/2 dasselbe wie Streckung mit 2. Fassen wir zusammen:

DEFINITION 25. g ist entsteht durch eine lineare Transformation aus f, wenn der Rechenausdruck von g
auf folgende Gestalt gebracht werden kann:

g(x) =af(yz+6)+ 5.
Resultat dazu: Wenn o,y # 0, so entsteht der Graph von g aus dem von f durch die angegebenen Operationen
von Strecken, Stauchen, Spiegeln. Beschriftet man die Achsen entsprechend den Koordinatentransformationen,
so sieht der Graph von g wie der von f aus (das wird man gern so machen, indem man eine Achse verschiebt
und die Finheiten richtig wdhlt, nicht so gern bei Spiegelungen die Achsenrichtungen umkehren). Ist einer der
Faktoren Null, so entsteht eine banale konstante Funktion, welche die Information von f nicht mehr enthdlt.

1.3. Die trigonometrischen FunktionenV. Aus den Definitionen von sin, cos am Einheitskreis folgen
sofort elementargeometrisch einige wichtige Formeln:

sin?(z) 4+ cos?(z) = 1 (Pythagorasbeziehung)
sin(—x) = —sin(z), cos(—z) = cos(z) (sin gerade, cos ungerade)
sin(r 4+ 27) = sin(x), cos(x + 2m) = cos(x) (periodisch, Periodendauer 27)
sin(fx +7) = —sin(z), cos(z+ m) = —cos(z) (Antiperiode 7)
sin(x +7/2) = cos(z), cos(x —7/2) =sin(x), Folgerungen:
sin(m/2 —x) = cos(x), cos(n/2— x) = sin(x).



58 4. REELLE FUNKTIONEN

Die Letzteren ergeben sich so aus den vorigen: cos(n/2 —x) = cos(x — 7/2), mit der Symmetrie. sin(r/2 —z) =
—sin(z —m/2) = —(—sin(x 4+ 7/2)) = cos(z). Hier sind noch einmal die Graphen im Bereich [0, 27], fett: Sinus,
diinn: Cosinus. Man erkennt, dass der Graph von Sinus durch Verschiebung des Cosinus-Graphen um 7/2 nach
rechts entsteht, d.h. sin(z) = cos(z — 7/2). Es ist so skaliert, dass die richtigen Steigungen graphisch entstehen:

Die Nullstellen von sin sind: kw, k € Z, von cos: 7/2 + kw, k € Z. Die Maxima von sin liegen an den
Stellen 7/2+2kn, k € Z, die Minima bei 37/2+2kn, k € Z. (Fiir cos hat man diese entsprechend um 7/2 nach
links zu schieben, also 7/2 abzuziehen.) Entsprechend hat z.B. die Funktion g(x) = —2sin(3z +2) ihre Maxima
bei (37/2 4+ 2kn —2) /3 = n/2 —2/3 + 2kn/3, k € Z. Das bekommt man ohne Rechnung so: Ausgehend von
den Minima bei Sinus (wegen des negativen Vorzeichens) hat man erst um zwei nach rechts zu schieben, dann
mit Faktor 3 zu stauchen (so entsteht der Graph zu — sin(3z + 2) aus dem Graphen zu —sin(z), also passiert
dasselbe mit der Lage der Extremwerte. Der Vorfaktor 2 éndert nichts daran.

Zu den Formeln gehoren die Additionstheoreme, die wir bereits bei den komplexen Zahlen kennengelernt
haben. Wegen der Periodizitdt sind sin, cos natiirlich nicht global umkehrbar, wohl aber bei geeigneter Ein-
schriinkung. Die Umkehrfunktionen heiflen Arcusfunktionen, weil sie die Bogenléinge zum entsprechenden tri-
gonometrischen Wert liefern; dazu hat die Tangensfunktion eine wichtige Bedeutung:

DEFINITION 26. : arcsin ist die Umkehrfunktion 2U
Sin|[(—r/2,7/2) [=7/2,7/2] — [=1,1], d.h. der Einschrinkung von sin auf [—r/2,7/2], mit Fizierung des Wer-
tebereichs auf die tatsichlich angenommenen Werte. arcsin gibt also Winkel zwischen —7/2 und w/2. Analog
schrinkt man fir arccos den Definitionsbereich von cos auf [0, 7| ein. Man definiert tan(z) = sin(z)/ cos(z), fir
alle Werte von x, die nicht Nullstellen von cos sind. Die Umkehrung der Einschrinkung von tan auf|—m/2/, 72|
nennt man arctan. Man hat arctan: R —] —w/2/,72].

Hier sind die Graphen: Arcussinus (fett) und Sinus (diinn):
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Arcuscosinus (fett) und Cosinus (diinn):
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Tangens: (korrekt mit mafistiblicher Steigung, daher so gestreckt):

1

Die wesentliche Eigenschaft von Tangens: Sie ist ungerade und periodisch mit Periodendauer 7. Nullstellen
sind die von Sinus. Arcustangens ist ebenfalls ungerade und hat horizontale Asymptoten bei y = +7/2.

Fiir Tangens gilt ebenfalls ein Additionstheorem, das man mit Bruchrechnung sofort herleitet aus denen fiir
Sinus und Cosinus:

tan(z) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)

Den Graphen fiir Tangens iiberlegt man elementar so fiir den Bereich [0,7/2[: Dort haben Zahlerfunktion sin
und Nennerfunktion cos positive Werte, also auch der Tangens-Bruch. Weiter steigt die Sinusfunktion streng
monoton, es fillt die Cosinusfunktion, auch streng monoton. Also steigt tan in diesem Bereich monoton.
SchlieBlich geht der Nenner cos(x) fiir x — 7/2, x < 7/2, nach Null, der Zdhler gegen 1. Das bedeutet einen
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Pol, Steigen der Funktionswerte nach 4+o0o. Nun ist tan offenbar ungerade und hat Periode 7 (wieso?). Damit
ist das ganze graphische Verhalten geklirt, natiirlich bis auf feinere Fragen der Steigung. Aber dazu benostigen
wir nur folgenden wesentlichen Baustein, mit dem das genaue Steigungsverhalten von Sinus an der Stelle x = 0
gekldrt ist - man beachte, dass gerade dies nur stimmt, wenn man mit dem Bogenmafl arbeitet - mit den
unverbesserlichen ,Grad” ist das vollig falsch:

SATZ 17. Ein wichtiger Grenzwert:

lim sin(x)

z—0 xX

=1

Diese Aussage ldsst sich tatsiichlich elementar begriinden. Zunichst wollen wir jedoch erkliren, was die
Aussage mit dem ,Limes” (Grenzwert) genau bedeutet. Sie sagt: Bilden wir irgendeine Folge (7;);y, alle
x; # 0, die gegen Null geht, so geht die Folge (sin(z;)/x;);eny nach 1. Dabei ist noch zu kliren, was es bedeutet,
dass eine Folge von Zahlen (x;); gegen einen Grenzwert a geht, welche Beziehung man analog lim; . (x;) = a
schreibt: Das ist definitionsgemdfi genau dann der Fall, wenn fiir jede noch so kleine Umgebung von a der Gestalt
la—e,a+c¢[, e > 0, gilt: Von einem Index iy ab, d.h. fiir alle i > i, gilt z; € Ja — ¢,a + €[ bzw. |z; —a| < e.
Insbesondere haben wir bei einer an der Stelle a stetigen Funktion definitionsgemdfs, dass lim,_., f(z) = f(a).
Fiir den behaupteten Grenzwert betrchten wir zuniichst im Einheitskreis den Fall © > 0, aber x < 7/2 - es
interessieren fiir die Grenzwertfrage nur kleine Werte von x, wir miissen allerdings dann noch den Fall z < 0
betrachten. Wir schéitzen wir ab, dass das rechtwinklige Dreieck mit den Kathetenldngen cos(x), sin(z) einen
Fécheninhalt hochstens so grofl hat wie das Kreisflichensegment mit Winkel x, dies wieder hochstens so grof3
ist wie das den Bogen von auflen erfassende Dreieck mit den Kathetenléingen 1, tan(z). Also (alle verglichenen
Zahlen > 0):

T 1
g < Zp<=
5 sin(x) cos(z) < 5T <5 tan(z), also
1 1
_— > = > Cos(z), es folgt
sin(x) cos(z) x ~ sin(x)
1 > sin(x) > cos(x)
cos(x) x

Fiir z < 0 gilt aber die letzte Ungleichung auch, wegen der Symmetrien der beteiligten Funktionen! Nun ist cos
eine stetige Funktion an der Stelle xy = 0, ebenso 1/ cos an dieser Stelle stetig. Also lim,_,o cos(x) = cos(0) =1,
lim,_0(1/ cos(z)) = 1. Da nun die Werte sin(z)/x zwischen zwei eingeschlossen sind, die beide gegen 1 gehen,
stimmt der behauptete Grenzwert.

1.4. Exponential- und Logarithmusfunktionen, Potenzfunktionen. Wir fiithren den zweiten wich-
tigen Typ von Grundfunktionen ein, die sich nicht als gebrochen rationale Funktionen und nicht einmal als
algebraische Funktionen darstellen (dabei ldsst man noch Wurzelfunktionen im allgemeinsten Sinne als Bau-
steine zu, nicht nur Ausdriicke 2™ mit ganzem Exponenten). Fiir sie benotigen wir den Rechenausdruck a® mit
beliebigen a > 0, x € R. Dazu stelle man sich vor, dass jede reelle Zahl Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen
ist. Fiir rationale Zahlen ¢, € Q, ¢ > 0, kennen wir bereits ¢", z.B. ist (2/3)73/°> = 1//(2/3)3 = {/27/8. Sei
nun (g;), alle ¢; > 0, eine Folge rationaler Zahlen, welche gegen ¢ konvergiert, also Grenzwert ¢ hat, ¢ > 0.
Sei weiter (r;) eine Folge rationaler Zahlen, die gegen r konvergiert. Dann hat die Folge (¢;*) einen Grenzwert
(der ist stets eindeutig, wenn er existiert), und dieser Grenzwert wird als Wert des Ausdrucks ¢" definiert. Wir
wollen hier nur diese Vorstellung erzeugen, ohne die Existenz des benttigten Grenzwerts zu zeigen. (Stattdessen
verweisen wir darauf, dass wir im Rahmen unseres Aufbaus auch spiiter die Integrale heranziehen kénnten, um
erst einmal In zu definieren, mit der Umkehrfunktion exp dann den Exponentialausdruck a®, a > 0 definieren
konnten.)
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DEFINITION 27. Die Exponentialfunktionen sind die folgenden Funktionen exp,, a € R, a >0, a # 1:

exp,: R —]0,00]

T +—a”

Speziell gibt es eine einzige Zahl, die Eulerzahl e, fiir welche die Funktion exp. die Figenschaft hat: exp, = exp,.
Diese Funktion nennt man exp ohne Index. Ihr Rechenausdruck ist e*.

Man hiite sich vor dem folgenschweren Anfiingerfehler, ® mit x® zu verwechseln (letzterer Ausdruck definiert
die Potenzfunktionen, s.u.) Hier sind die Graphen einiger Exponentialfunktionen, und zwar zu den Basen
e,2,1/e,1/2 - generell beachte man: a=* = (1/a)*:

2

1
X

Die wesentlichen Eigenschaften fiir Basen a > 1: Alle Werte sind > 0. Sie wachsen sehr schnell gegen
Unendlich fiir x — oo, entsprechend fallen sie schnell Null fir x — —oo; denn a™* = 1/a*. Entsprechend
symmetrische Aussagen hat man fiir 0 < a < 1. Stets ist a” = 1, @ > 0. Nur die Kurve zur (wegen dieser
Einfachheit natirlich genannten) Basis e =~ 2.71 hat Steigung 1 bei z = 0. e ist nicht rational und nicht
einmal Losung einer Polynomgleichung mit rationalen Koeffizienten (wie z.B. \/5) Man nennt daher e eine
transzendente Zahl. (7 ist auch eine solche Zahl.) Die strenge Monotonie der Exponentialfunktionen 14sst ihre
Umkehrfunktionen definieren, die Logarithmusfunktionen:

DEFINITION 28. Die Logarithmusfunktionen zu a > 0, a # 1 sind die Funktionen log, = (exp,)” " (nicht
mit 1/ exp, zu verwechseln!), konkret zu definieren durch

log, : ]0,00] —R
— die Losung y

;v der Gleichung a¥ = .

Speziell bezeichnet man loge kurz mit In. (In Computerprogrammen heifit diese Funktion allerdings meistens
log”.)
”»

Man mache sich zunfichst einmal ein paar einfachste Beispiele klar wie log,(32) = 5, logy(1/32) = —5,
log, /5(32) = -5, log, /5(1/32) = 5, log,(10000) = 4,
log,(0.0001) = —4. Wie bereits bekannt ergeben sich die Graphen der Umkehrfunktionen durch Spiegelung an
der Geraden y = x. Das macht sofort den Pol der Logarithmusfunktionen bei z = 0 und das sehr langsame
Wachsen nach Unendlich in den Fillen a > 1 klar (fiir 0 < a < 1 entsprechendes Fallen - es gilt log, Joa =" log,).
Dennoch seien die Graphen noch einmal gezeigt, und zwar fiir dieselben Exponenten e,2,1/e,1/2 der oben
gezeigten Exponentialfunktionen (bei den Logarithmusfunktionen bedeutet kleinerer Basisbetrag grofiere Stei-
gung):
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Es folgen die wichtigen Grundformel fiir Exponential- und Logarithmusfunktion - wir schreiben sie bequem
nur fiir die natiirliche Basis auf, sie gelten jedoch fiir alle Basen. Benétigt man einmal eine andere Basis, so
kann man die zugehorige Funktion mittels der letzten Formeln sofort auf natiirliche umschreiben:

Seien x,y € R, a > 0. Seien a,b>0, y € R.

eV =1 In(1) =0
e ==L In(1) = —In(a)
Tty = e . ¥ In(ab) = In(a) + In(d)
(e*)Y = erv In(a¥) =y - In(a)

a® = @) (a £ 1) log,(b) = g (a #1)

Es sollte beaobachtet werden, dass die einander gegeniiber stehenden Formeln jeweils dasselbe aussagen, nur
einmal mit exp und einmal mit In formuliert. Dazu ist lediglich die Umkehrfunktionseigenschaft heranzuziehen,
welche in Formeln besagt: In(e?) = z (z € R), e™® = z (x > 0). Betrachten wir als Beispiel das dritte
Formelpaar und setzen die linke Version voraus. Seien nun a,b > 0, dann setzen wir = In(a), y = In(d), also
haben wir In(a) + In(b) = = + y. Weiter gilt nach Setzung von x,y: a = e*,b = ¢, also In(ab) = In(e”e¥) =
In(e**¥) = z + y, mit Einsatz der linkseitigen Formel. Daher In(ab) = In(a + b), und die rechtsseitige ist
bewiesen. Die linksseitigen Formeln sind nichts anderes als die bekannten Rechengesetze fiir das Potenzieren,
wir miissen allerdings voraussetzen, dass sie tatsichlich beim Ubergang von rationalen Basen und Exponenten
auf beliebige reelle (Basen positiv) bestehenbleiben, also bei den oben beschriebenen Grenzprozessen. Nun
wollen wir allerdings hier - auch im Folgenden - generell ohne Beweis voraussetzen, dass die Grenzwertbildung
mit den Grundrechenarten vertauschbar ist. Andererseits sei verwiesen darauf, dass die Integraldefinition der
Logarithmusfunktion In ohne weiteres den Beweis der obenstehenden Logarithmusformeln (vgl. weiter unten die
Grundintegrale) erlaubt, aus denen man dann diejenigen fiir die Exponentialfunktion wie beschrieben herleiten
kann.

Eine unmittelbare Anwendung der Exponentialfunktionen in der Naturbeschreibung: Expo-
nentielles Wachstum. Das Charakteristikum der Exponentialfunktionen ist dies: Bei festen Differenzen der
Werte der unabhéingigen Variablen gibt es in der abhéingigen stets eine Vervielfachung mit einem festen Faktor
> 0,# 1. Das konnen wir sofort nachrechnen; sei a > 0,a # 1, dann gilt: f(t+A) = a2 =at-a® = f(t)-a®.
Addiert man also A zu beliebigem Wert von ¢, so multipliziert sich der Funktionswert mit a®, und zwar
unabhéingig davon, von welcher Stelle ¢ man ausgeht (!). Umgekehrt kann man stets zu vorgegebenem Verviel-
fachungsfaktor k fragen, wie gro§ A sein muss, damit Addition von A zur Vervielfachung mit k fiihrt: a® = k
ist aufzulésen nach A: A =In(k)/In(a). Fiir den Fall, dass @ > 1 und k& < 1 (oder umgekehrt), bedeutet dies
natiirlich einen negativen Wert von A. Schliefilich sollten wir noch sehen, wie man bei Vorgabe der Standard-
Daten fiir ein exponentielles Wachstum zu einer Funktionsbeschreibung kommt mittels linearer Transformation
einer Exponentialfunktion: Eine zeitabhiingige Grofie ¢(t) vervielfache sich mit Faktor k in der Zeitspanne d,
und zur Zeit ¢y habe sie den Wert ¢o. Wie sieht ¢(t) zu beliebiger Zeit ¢ aus (vorausgesetzt, es handle sich um
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eine ,ordentliche differenzierbare Funktion”)? Wir modifizieren den Grundausdruck k? (k ist offenbar passende
Basis fiir den Faktor der Vervielfachung) und schreiben dann auf natiirliche Basis um:

q(t) = qokt—10)/d = goen (k) (t—to)/d

Selbstversténdlich beschreibt dies fiir d > 0 und 0 < k < 1 ein exponentielles Fallen, das im Begriff ,expo-
nentielles Wachstum” mitgemeint sein sollte. Beispiele: Radioaktiver Teilchenzerfall, Amplitudenverhalten bei
geddampfter Schwingung, Aufladevorgang bei einem Kondensator.

Abschlielend erwihnen wir noch als dritten Block von komplizierteren Grundfunktionen die Potenzfunk-
tionen:

DEFINITION 29. Seia € R, a > 0. Die Potenzfunktion zur Basis a ist dann die Funktion

Pa: [0,00] — [0,00]
T — x?

(pa ist kein allgemein dblicher Name, einen solchen gibt es nicht.) Man beachte, dass die unabhdngige Variable

in der Basis steht und gerade nicht im Exponenten. Man beachte, dass jede Zahl a > 0 als Exponent in

Frage kommt, also nicht etwa nur die natirlichen. Insbesondere sind die Wurzelfunktionen mit Ausdricken wie
Yr = 23 usw. dabei.

Die Eigenschaften sind klar: Alle diese Funktionen sind streng monoton steigend, alle sind umkehrbar, p, /4

ist die Umkehrfunktion von p,, weil (ma)l/ ¢ = g@l/e = 21 = z. Beachtlich ist die unendliche Steigung in x =0
bei den Funktionen p, mit 0 < a < 1. Hier sind die Graphen fiir a = 1/4,1/2,1,2,4:

2]

0.5

o—

Es sollte klar sein, dass sich unter diesen Funktionen mit a = 1/4 die stiirkste Steigung nahe Null ergibt,
die schwichste im Bereich x > 1, mit a = 4 die schwiichste Steigung nahe Null, die stirkste fiir x > 1.

1.5. Der rekursive Aufbau eines geeigneten Vorrats von Funktionen aus Grundfunktionen.
Wir konnen bemerken, dass bereits einige wichtige Grundphénomene der Natur durch lineare Transformatio-
nen von unseren Grundfunktionen beschrieben werden konnen: Freier Fall durch s(t) = g¢?/2, harmonische
Schwingungen durch y(t) = « + @sin(wt + @), exponentielles Wachsen oder Fallen durch q(t) = goet=%0)/¢,
Aber damit kommt man nicht aus. Wichtige Vorginge wie geddmpfte Schwingung verlangen komplexere
Zusammensetzungen wie y(t) = e *3sin(wt + ). Die wichtigste Funktion der Statistik ist die Dichte der
Standard-Normalverteilung, die lautet o(z) = \/%e’%“"?. Wir werden uns daher zweckmiiflig klarmachen,
was die benstigen Funktionsbildungsprozesse bzw. Verkniipfungen von Funktionen zu neuen Funktionen sind.
Einen wichtigen Prozess werden wir hier nicht ausdriicklich besprechen, sondern nur auf seine Bedeutung hin-
weisen: Aus unendlich vielen Funktionen f;, i € N, kann man unter geeigneten Konvergenzbedingungen die
neue Funktion g(z) = Y .2, fi(z) (unendliche Reihe) machen, so gelingt beispielsweise die Darstellung einer
~Stigezahnfunktion” durch Bilden von Y7, sin(nz)/n. Weitere wichtige Funktionen lassen sich iiber Integrale
definieren. Bevor wir auf die Verkniipfungen von Funktionen zu sprechen kommen, wollen wir noch einmal
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zusammenstellen, was wir hier als Vorrat von Grundfunktionen betrachten wollen. (Es sei nur bemerkt, dass
man diesen Bereich bei Bedarf jederzeit aufstocken kann, zum Beispiel mittels spezieller in Formelsammlungen
aufgenommenen Funktionen).

1.5.1. Ein fiir unsere Zwecke ausreichender Vorrat von Grundfunktionen.

DEFINITION 30. Unsere Grundfunktionen sind im engeren Sinne nur: Die Funktion mit konstantem
Wert 1, also f(x) = 1,x € R, dazu die Identitit, id(x) = z, x € R, schliefilich sin und exp. Im weiteren
Sinne werden wir alle konstanten Funktionen, alle besprochenen trigonometrischen Funktionen (sin, cos, tan
und Arcusfunktionen), alle Potenzfunktionen sowie exp und In als Grundfunktionen betrachten.

Die praktische Nutzanwendung ist diese: Man kennt (d.h.: hat im Kopf!) die wesentlichen Eigenschaften der
Grundfunktionen im weiteren Sinne (Graphen, spéiter auch Ableitung und Integral). Weiter kennt man Regeln,
nach denen (fiir Aspekte des graphischen Verhaltens, fiir Ableitungen und Integrale) aus den Eigenschaften der
Bestandteil-Funktionen auf die einer zusammengesetzten Funktion zu schlieflen ist. Man produziert also aus
dem Wissen iiber die Grundfunktionen mit der Handhabung der Zusammensetzungsregeln all das, was man
schliefilich benotigt.

1.5.2. Die grundlegenden Operationen, welche aus Funktionen neue Funktionen machen.

DEFINITION 31. Die elementaren Verkniipfungen von Funktionen zu neuen sind die folgenden:

Multiplikation
) | af: D-—=R einer
Aus f: D —R, a €R: x— af(z) Funktion mit
einer Zahl
Addition

ftg: D—R

Aus f,g: D - R: xz— f(z) £g(x)

(Subtraktion) von
zwetr Funktionen

) Multiplikation
Aus f,g: D - R: f9: xl_)Df(;)R (@) zweier
g Funktionen

Sei E={x € D|g(x) #0} Quotient

Aus f,g: D - R: 5: E—R 2weier
‘ x— f(x)/g9(x) Funktionen
Aus f:D — ECR, gof: ELR Hintereinander-
E R v g(f(2)) schaltung von
g: ' Funktionen
_ Umkehrfunktion
Aus f: D — ECR f7E=D eir{er
) = z+— dasyeD
f umkehrbar mit f(y) = umkehrbaren
¥ = Funktion

Die schwierigste Verbindung ist die der Hintereinanderschaltung oder Verkettung g o f, lies ,,¢ hinter f”.
Der entsprechende Ausdruck wird gebildet, indem man den Rechenausdruck fiir f in den von g einsetzt, also
z.B. fiir f(z) =2+ 22, g(x) = 2 - cos(z) : g(f(x)) = (x + 2?) - cos(x + 2?). Insbesondere ist auf etwa benstigte
Klammern zu achten. Dagegen wire im Beispiel f(g(z)) = acos(z) + (zcos(z))®. Man beachte und nutze
Schreibweisen wie In?(z) = In(z) - In(z) = (In(z))? usw.

1.5.3. Das richtige strukturelle Lesen von Rechenausdriicken. Rechenausdriicke fiir Funktionen sollten nie-
mals ,von rechts nach links” gelesen werden, sondern stets im Sinne ihres rekursiven Aufbaus aus den Aus-
driicken von Grundfunktionen wie im folgenden Beispiel rekursiv abgebaut werden, bis man bei Ausdriicken von
Grundfunktionen angelangt ist. Es sei betont, dass es keinen Sinn macht, Rechenausdriicke mit o zu verkniip-
fen, gemeint ist im folgenden Beispiel an der entsprechenden Stelle, dass die Funktion sin hinter die Funktion f
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geschaltet wird, deren Rechenausdruck z? + 1 ist. Wir arbeiten lediglich mit den Rechenausdriicken allein, um
die Einftihrung einer langen Reihe von Namen fiir die zugehorigen Funktionen zu sparen.

e Tsin(z? +1)

/- (mal) X
e ® sin(z? + 1)
VAN VAT
e” — sin(z) 2?2 +1
/- (mal) N\ S+ N
-1 T x? 1

Wir haben im Beispiel Wert darauf gelegt, zu zeigen, dass man tatséichlich bis zu unseren Grundfunktionen
zuriickkommt. Man sollte bemerken, wie man im Beispiel auch is zu den Grundfunktionen im engeren Sinne
noch gelangen kann. In der Praxis wird man sich stets mit einem Abbau begniigen, der gerade so weit geht,
dass man von den Bestandteilen, auf die man reduziert hat, die gewiinschten Eigenschaften kennt, den Graphen
also oder die Ableitung etwa. Dann nutzt man die Zusammensetzungsregeln, um den Baum hochzuwandern.

1.5.4. Das Zusammensetzen von Graphen. Im vorigen Beispiel wiirde man sich den Graphen zu e~ sin(2%+
1) etwa so klarmachen: Aus den Graphen zu x2 41 und sin setzt man den zu sin(22 +1) zusammen: Das ist eine
gerade Funktion, die eine zu beiden Seiten immer schneller werdende Schwingung darstellt, zwischen Werten
—1,1. Nun setzt man aus diesem Graphen und dem zu e™*, den wir schon kennen, den Graphen zum gesamten
Ausdruck e~ sin(z%+1) zusammen, indem man sich die Werte multipliziert denkt: Da e~ stets positiv ist, wird
das Vorzeichen iiberall vom Anteil sin(2% 4 1) bestimmt. Der Faktor e~* moduliert offenbar die Amplitude: Sie
geht steil nach unendlich fiir x — —oo, schnell nach Null fiir x — co. Die Kurven zu +e~" treten als Hiillkurven
auf. Beim Ableiten werden wir gerade so rekursiv vorgehen: Aus den Ableitungen zu sin(z), 2% + 1 werden wir
die zu sin(2? 4+ 1) zusammenbasteln, aus dieser und der zu e~ dann die Ableitung von e~% sin(z? + 1).

Bemerkung: Man sollte die elementaren Eigenschaften von Funktionen wie Symmetrie, Monotonie usw.
so gut verstanden haben, dass man gewisse Schliisse direkt ziehen kann der Form: ,Wenn f auf D monoton
steigend und g auf f(D) = {f(z) | z € D} monoton fallend ist, so ist g o f auf D monoton fallend”. Dagegen
macht es keinen Sinn, hundert Regeln dieser Form auswendig zu lernen. Man ,sieht so etwas” routinemifig,
sobald man die Graphen einiger 50 nicht so banaler Rechenausdriicke einmal iiberlegt hat. Schon gar nicht
erwarte man, dass ein geschlossenes Schema anzugeben sei, das man nur schematisch befolgen miisse, um jeden
Funktionsgraphen zur Génze richtig zu erkennen. Ein solches Schema kann man nur fiir licherliche Klassen von
Funktionen geben, etwa ,alle Polynomfunktionen vom Grade hochstens drei”. Unter ,, Kurvendiskussion” wollen
wir daher sogleich korrigierend verstehen: Das intelligente Zusammensetzen komplexerer Funktionsgraphen aus
einfacheren. Damit kommt man bei flexiblem Einsatz von Beobachtungen mit der Konzentration auf folgende
Fragen, die man als leitende stets stelle, bereits sehr weit!

Leitende Fragen zur Kurvendiskussion:

Definitionsbereich? Standardsymmetrie? Welche Werte kommen vor?
Vorzeichen der Werte (stiickweise)?

Monotonie (stiickweise)?

Lokale Dominanz eines Teilausdrucks (lokal bei +o00 ist das die Frage
nach dem Verhalten fiir x — 0o, x — —o0, auch das Entwickeln eines
Pols fillt darunter).

Zur Dominanz kann man sich ein paar praktisch sehr niitzliche Regeln merken:
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Dominanzregeln:

Fiir x — oo dominiert:

die Exponentialfunktion iiber alle Potenzfunktionen,
alle Potenzfunktionen iiber In,

jede Potenzfunktion mit hoherem Exponenten iiber
eine solche mit niederem Exponenten, also:

a 1 a s d
(@>0): lim & =0, Tim B&) _g gy Toniedere b
#5000 T T—00 0 z=00 b 4+ niedere

Diese Regeln werden wir spéter im Rahmen eines wichtigen Typs von Anwendung der Ableitung (de L’Hospitalsche
Regeln) rechtfertigen kénnen. Man sieht bereits, dass sie nicht eben so selbstverstéindlich sind wie: ,,Wenn f(x)
und g(z) beide nach co gehen fiir # — oo, so geht f(x) - g(x) ebenfalls nach oo fiir z — c0”. Weiter sollte
man auch diese Regeln mit einer gewissen Flexibilitdt handhaben, die in ihnen steckt: Unmittelbar wort-
lich ist hier keine Aussage iiber z.B. das Verhalten von ze” fiir x+ — —oo gemacht, aber man schliefit leicht:
limg oo 2% = limg oo (—2)e™® = — lim,_,« (z/e%) = 0. Ahnlich folgt der Grenzwert von z In(z) fiir x — 0.

Bemerkung: Man kann nicht erwarten, dass man alle Fragen zu einem Funktionsgraphen mit dem bisher
Besprochenen beantworten kann. Dazu gehoren insbesondere quantitative Fragen nach der genauen Lage von
Extremwerten, aber auch feinere Fragen zum qualitativen Steigungsverhalten einer Funktion. Dazu werden
wir dann die Ableitung einsetzen konnen. Zum Beispiel steigt #2/? langsamer als eine Gerade nach Unendlich,
dagegen (xz/ 3)2 = 2*/3 schneller als eine Gerade. Wie steht es mit lnz(a:)? Die Ableitung gibt sofort Auskunft
dariiber: Langsamer als eine Gerade.

2. Ableitung (Differentiation) von Funktionen

2.1. Die Idee der Ableitung. Zwei verschiedene Ideen fiihren unmittelbar zu ein und demselben Begriff
der Ableitung, die geometrische Vorstellung einer Tangente an einen Funktionsgraphen in einem vorgesetzten
Punkte sowie die Absicht, in einem Punkt eine optimale Niherung einer nichtlinearen Funktion durch eine
lineare vorzunehmen. Erstere Idee ist allgemeiner bekannt als Vorwissen, letztere ist hingegen die systematisch
wichtigere.

e Die erstere Idee: Eine Funktion f sowie der Punkt (zo, f(z0)) seien vorgegeben, der Graph von f verlaufe
glatt in diesem Punkt. Dann sollte es eine Tangente an den Graphen von f im Punkt (zg, f(xg)) geben,
und wir fragen, wie man deren Steigung ausrechnen kann. Die geometrische Idee dazu ist es, einfach eine
Folge von Punkten (z;, f())ien {0} zu nehmen, wobei (z;); gegen x¢ konvergiert - sonst ist die Folge
beliebig, und dann eine Folge von Sekanten durch die zwei Punkte (zo, f(z0)), (s, f(x;)) zu bestimmen,
die geometrisch gegen die Tangente konvergieren sollte, so das sich deren Steigung demnach als Grenzwert
der Sekantensteigungen ergibt (zur Illustration vgl. die Abbildung, nachdem der Gebrauch von ,Az”
eingefiihrt ist.)

Damit man iiberhaupt solch beliebige Sekantenfolgen bilden kann, so setzen wir voraus, dass f in einer

beidseitigen Umgebung von xo definiert sei.

Da es auf die Folge (z;) nicht ankommt, so sagt man, man lasse = gegen x¢ gehen und betrachte dafiir den

Grenzwert der Sekantensteigungen, also:

i 1@ = £(@0)
Gi;’foo T — X9

Dies schreibt man lieber anders, da die Differenz x — xy gerade die systematisch wichtige Sache ist (nenne
sie Ax - man lese das auf keinen Fall ,Delta mal x”, sondern ,,Delta x”; das wird wie ein einziger Buchstabe
gebraucht, eine untrennbare Einheit, gerade so wie bei Indizes! Insbesondere bedeutet Az?, dass die Zahl Ax
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quadriert wird, es bedarf dazu keiner Klammer wie (Ax)?. Gemeint ist inhaltlich immer irgendeine kleine
Differenz von z-Werten):

@+ Az) — f(zo)
Az—0 (Az#£0) Ax

Dieser Grenzwert ergibt nicht nur im Falle, dass der Graph von f in xg glatt verlduft, die richtige Tangenten-
steigung, sondern zusitzlich bildet seine Existenz das adidquate Kriterium von Glattheit, also: Der Grenzwert
der Sekantensteigungen existiert genau dann, wenn der Graph von f in xg glatt ist. Hier siecht man, wie die
Tangente als Grenzsekante entsteht (man stelle sich Axy, Axy, Axg, Axy... als Folge vor, die gegen Null geht -
die Sekanten gehen dann gegen die Tangente):

~
:“ <’
— .
\

>

o+ Ars o+ Axsy T X0+ A3 20+ Ay

Insgesamt landen wir bei folgender Definition:

DEFINITION 32. Fine Funktion f sei in einer Umgebung von xo definiert. f heifit differenzierbar in xq
genau dann, wenn der Grenzwert

lim flxo + Az) — f(z0)
Az—0 (Az£0) Ax

eristiert. Dessen (eindeutig bestimmter) Wert heifit dann f'(xg), ,Ableitung von f an der Stelle zo”. Die
Ableitungsfunktion von f ist dann die Funktion x — f’(x), definiert an allen Stellen x, wo f differenzierbar ist.
Es sei noch einmal die Formel hervorgehoben:

flzo + Az) — f(x0)

I
Ax—»()l?ixyso) Ax

(2.1) f(zo) =

(wenn existent).
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Beispiel: Nehmen wir einmal fiir die Funktion f(z) = 22 an der Stelle o = 3 folgende konkrete Folge von
Az-Werten und geben dazu die Sekantensteigungen:

Az f(zoJrAAm?)aff(zo) _ (3+AA1:342732
0.1 6.1

0.01 6.01

0.001 6.001

0.0001 | 6.0001

0.00001 | 6.00001

Man wird hier empirisch bereits einsehen, dass f’(zp) in unserem Falle den Wert 6 haben wird. Mathe-
matisch freilich muss man beweisen, dass das wirklich der Grenzwert ist. Nun, im Beispiel ist das wirklich
leicht:

(3+Az)?—32  6Az+ (Ax)?
Ax - Ax

(Hier immer Az # 0 fiir die Folgenbildung!) Sogar allgemein fiir jedes xy anstelle von 3 ist das einfach:

=6+ Az (— 6 fir Az — 0, klar!)

(o +Ax)? —32  2zoAzx + (Ax)?
Ax B Ax
Wir sehen damit, dass fiir unsere Quadratfunktion f(z) = 2?2 gilt: f'(z) = 2z, fiir alle z € R.

=2z + Az ( — 2z fiir Az — 0)

e Die zweite Idee: Lokale lineare Approximation einer Funktion, Niherung 1. Ordnung

Diese Idee gibt mehr inhaltlichen Hintergrund, ihr Gesichtspunkt ist iiberhaupt ein sehr allgemeiner und
bedeutender, fiir theoretische sowie fiir Anwendungszwecke. Schliellich werden wir sehen, dass diese Idee
viel verallgemeinerungsfihiger ist, und zwar sowohl hinsichtlich der Dimensionen (— Funktionen mehrerer
unabhéngiger Variablen) als auch hinsichtlich der Fortsetzung im Grade der Ndherung, die bis hin zur exakten
Reihendarstellung komplizierter Funktionen fithrt. Um gerade diese letztere Fortsetzung zu verdeutlichen,
beginnen wir mit einer Vorstufe, die noch vor der Ableitung liegt, der Naherung 0. Ordnung.

Stellen wir uns vor, dass man eine komplizierte Funktion hat, sagen wir z.B. exp(xz) = e*, und dass man
an einer Stelle xg ihren Wert kenne, im Beispiel wiire das bei xg = 0 der Fall. Nun wollen wir wissen, was
exp(zo + Ax) fiir kleine |Az| ist, und es geniige uns eine gute Ndherung. Fiir eine in z( stetige Funktion (das
bedeutet ja gerade: Unterscheidet sich  nur wenig von ¢, so unterscheidet sich auch f(z) nur wenig von f(x¢))
liegt es nahe, zu sagen: f(xo+ Ax) = f(x¢). Tatsiichlich klappt das auch im Beispiel so ordentlich, wie man
das erwarten kann:

Az eAr absolute Differenz zum Niherungswert e” = 1
0.1 1.1052 | 0.1052

0.01 1.0101 | 0.0101

—0.01 | 0.99005 | 0.00995

Fassen wir zusammen:

Niherung 0. Ordnung einer in z( stetigen Funktion in einer Umgebung von x

flzo+ Az) = f(z0),
geschrieben als Gleichung mit Rest- oder Fehlerglied:

f(wo + Az) = f(20) + Ryzo(Ar).
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Die Niherung geschieht mit einem Polynom 0. Grades (d.h. einfach mit einer Konstanten), daher 0.
Naherung”. Wenn die Funktion f stetig in xg ist, so erfiillt das Restglied folgende Bedingung:
Restgliedbedingung (oder Fehlerbedingung) 0. Ordnung:

|R(Ax)| — 0 fiir Az — 0.

(Hier darf auch die konstante Nullfolge als Az-Folge genommen werden. (Konsequenz: R(0) = 0.) Gleich-
wertig konnte man auch Stetigkeit von R in 0 fordern (mit der Konsequenz R(0) = 0) und sich fiir die Az-Folgen
mit Az # 0 begniigen.)

Umgekehrt: Fordert man diese in sich verniinftige Bedingung fiir den auftretenden Rest R bei irgendeiner
N#herung 0. Ordnung um zq bei irgendeiner Funktion f,

f(zo + Az) = ¢+ R(Az),

so folgt daraus:

(1)  f ist stetig in g
(it) ¢ = f(xo)

Denn laut Restbedingung hat man fiir die konstante Folge 0,0,... als Az-Folge (oder gleich mit R(0) = 0):
f(zg) = ¢, da R(0) = 0, und fiir |Az| klein genug hat man |R(Ax)| so klein, wie man will, also f(xy + Az) so
nahe bei ¢, wie man will. Das bedeutet aber genau die Stetigkeit von f in xzg.

Eine verniinftige Ndherung (welche die entsprechende Restbedingung erfiillt) 0. Ordnung von f um zg
existiert also genau dann, wenn f in xq stetig ist. Zusitzlich ist die Niéherung eindeutig bestimmt, die Konstante
muss gerade f(zo) sein.

Wir kommen nunmehr zur Néherung 1. Ordnung. Nach unserer Vorbereitung sollte der Ansatz klar sein:
Wir wiihlen zur Nidherung ein Polynom 1. Grades, also:

flxo +Az) =a+0b- Az + R(Ax).

Das mag etwas befremden, da die unabhiingige Variable x (links als xg + Az geschrieben) auch als unab-
hiingige Variable der linearen Funktion rechts auftreten sollte, so dass man « + 5(zg + Ax) erwartet. Aber
a+ B(xg+ Az) = (a+ Bxp) + Az, also kann man das ohne weiteres als lineare Funktion in Az umschreiben.

Wir fragen uns zunichst, wie man die Restbedingung zu formulieren hitte. Man sollte erwarten, dass die
Bedingung 0. Ordnung zu verschérfen wiire: Mit einem Polynom 1. Grades sollte man eine bessere Nidherung
hinbekommen als mit einer Konstanten. Mit der Bedingung 0. Ordnung erhélt man sofort wie oben, dass
a = f(xo) werden muss, und das setzen wir sofort in unseren Ansatz ein:

flxo+ Az) = f(zo) +b- Az + R(Ax).

Nun sieht man, dass die Bedingung 0. Ordnung weiter nichts tiber b hergibt: Mit in ¢ stetigem f ist diese
Bedingung fiir jeden Wert von b erfiillt, da der Ausdruck bAxz nach Null geht fiir Az — 0. Man braucht also eine
schérfere Bedingung, um sinnvoll einen Wert von b zu bestimmen. Nun haben die Zahlen Az kleine Betrége,
wir denken an beliebig kleine Umgebungen von xy. Daher liegt es nahe, dass man fiir die (aufgeblasenen) Reste
R(Az)/Azx (Ax # 0) fordert, dass sie gegen 0 gehen fiir Ax — 0. Das liegt natiirlich auch geometrisch nahe;
denn fiir eine gute lokale Niaherung eines Funktionsgraphen durch eine Gerade wird man erwarten, dass sich bei
beliebiger Vergroflerung der Stelle immer stérker das Bild einer Geraden herauskristallisiert. Die Vergroflerung
bedeutet aber, dass man die Fehler entsprechend durch Division durch Ax vergréfiert. Daher formulieren wir
folgendermaflen:
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DEFINITION 33. Tangentenzerlegung einer Funktion um eine Stelle xy und Restbedingung 1.
Ordnung

f(zo + Ax) = f(zo) + b- Az + R(Ax)

heifit Tangentenzerlegung von f an der Stelle xy f(xzg + Azx) = f(xo) + b - Ax genau dann, wenn die folgende
Restbedingung 1. Ordnung erfullt ist:

lim R(Az)
Az—0,Az#0 Ax

=0.

Wir wollen nun sehen, dass damit die Zahl b eindeutig bestimmt ist, wenn diese Restbedingung tiberhaupt
erfiillbar ist durch irgendeine Wahl von b. Dafiir brauchen wir nur die obenstehende Gleichung gleichwertig fiir
Ax # 0 folgendermafien umzuformulieren:

f(xo + Az) — f(wo) bt R(Ax)
Az o Az

Lassen wir nun Az gegen Null gehen, so kommt mit der Restbedingung unsere alte Definition der 1.
Ableitung gemif der ersten Idee:

b—  lim L@+ A) — fzo)
Az—0,Az#0 Az

Also b = f'(x¢). Und ein Grenzwert ist eindeutig bestimmt, wenn er denn existiert. Denn in beliebig kleiner
vorgebbarer Umgebung dieses Wertes miissen von einem Index an alle Folgenglieder liegen, was offensichtlich
nicht fiir zwei verschiedene Werte gelten kann, da man um sie hinreichend kleine Kreise ziehen kann, die sich
nicht iiberschneiden.

Wir haben damit folgendes

Resultat: f besitzt eine Tangentenzerlegung an der Stelle g genau dann, wenn die erste Ableitung von f
an der Stelle z¢ existiert, und die Tangentenzerlegung lautet damit

(2.2) f(zo+ Az) = f(xo) + f'(x0) - Az + R(Ax).

Das Fehlerglied, der Rest R, erfiillt dann die Bedingung

lim R(Az) =0, oder M — 0 fir Ax — 0.
Az—0,Az#£0 Az Az Az£0
Die N#herung
(2.3) f(zo + Ax) = f(x0) + f'(20) - Az

heifit dann Ndherung 1. Ordnung. (Sie existiert also nur im Falle der Differenzierbarkeit von f an der
Stelle x¢.)
Hier ist eine graphische Illustration dieser Idee:
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g Funktionswert
I Fehler (Restglied)
lineare

Niherung durch
Tangente

~ X

o T + Az
Umgekehrt hat man auch: Wenn fiir eine Nédherung durch ein Polynom 1. Grades der Gestalt

flzo+Az) =a+b- Az + R(Ax), fiir alle Az in einer Umgebung von Null,

diese Restbedingung gilt und zusitzlich R(0) = 0, dann ist f in o differenzierbar und insbesondere auch
stetig, und es gilt a = f(xg),b = f'(xp). Denn mit der Gleichung fiir Az = 0 hat man f(zg) = a + R(0) = a
(nur dafiir brauchen wir R(0) = 0). Nun folgert man wie oben geschehen, dass f/(z) existiert und b = f/(zo).
Die Stetigkeit folgt sofort aus der Differenzierbarkeit (ohne weitere Zusatzvoraussetzungen), da mit

lim f(@o + Az) — f(20)
Az—0,Az#£0 Az

= f'(wo)

insbesondere gilt:
li Azx) — =0, od li Az) =
AJH%){IA#O(f(xo + Az) — f(20)) = 0, oder M_}(I)T?Iiwiof(xo + Az) = f(xo),
was eine der Formulierungen der Stetigkeit von f in x¢ ist.
Beispiel:
Wir wollen nun einmal wiederum am Beispiel der Exponentialfunktion mit g = 0 sehen, wie das funktioniert

- wir haben ja bereits in die Definition der Zahl e hineingesteckt, dass exp’(0) = exp(0) = 1:
Die Tangentenzerlegung fiir exp an der Stelle ¢ = 0 lautet:

AT — 0 4 OAz + R(AZ) = 1 + Az + R(Ax),

die Ndherung 1. Ordnung ist also (Weglassen des Restgliedes!):

A% ~ 1+ Ax.



72 4. REELLE FUNKTIONEN

Das ergibt:
Az eAr absolute Differenz zum Niherungswert 1 + Az
0.1 €01 : 1.1052 | 0.0052
0.01 e0-01 0.000050167
—0.01 | 7001 0.000049834

Vergleichen Sie mit den Ergebnissen der Niherung 0. Ordnung: Diese ist viel besser, man hat etwa die
doppelte Stellenzahl hinter dem Komma korrekt.

2.2. Rezept zum Auffinden der ersten Ableitung mittels Tangentenzerlegung. Aus den Ausfiih-
rungen der zweiten Idee zur Ableitung ergibt sich eine sehr praktische Methode, Rechenausdriicke fiir die erste
Ableitung von Funktionen herzuleiten, auch ohne sie zuvor zu kennen. Das beruht darauf:

SATZ 18. Hat man eine Zerlequng
f(zo + Az) = f(xo) + bAz + R(Ax)

und erfillt R die Restbedingung

I R(Ax)
Ax—»%)%w;éo Az

= ()7
so gilt stets:

b= f/<.’13‘0).

Das ist meist viel leichter als die Berechnung des Grenzwertes der Differenzenquotienten, Beispiele:

(x + Az)? = 2% + 423 Ax + 622 Ax? + daAx® + Az,

und der Restterm

62°Ax? + dxAz® + Ax?
hat offenbar die Eigenschaft, noch durch Ax geteilt gegen Null zu gehen, also kann man die Ableitung

f(x) = 423, fir f(z) = 24,

unmittelbar ablesen als den Faktor in der Zerlegung vor Az. Damit ist sowohl die Existenz der Ableitung
(fiir beliebiges x) als auch ihre Gestalt gezeigt!

Als néichstes Beispiel zeigen wir, dass die Exponentialfunktion iiberall differenzierbar ist und tiberall exp’(z) =
exp(z) gilt. Wir setzen dabei lediglich exp/(0) = 1 und die allgemeine Gleichung e®™¥ = e - €¥ voraus. Das
ergibt, wenn wir fiir e2* die Tangentenzerlegung von exp an der Stelle 2o = 0 einsetzen (s.0.):

ePHAT — o L AT — 0%(1 4 Az 4 R(Ax)) = e 4 e*Ax + R(Ax).
Nun ist der Restterm laut Definition der von der Tangentenzerlegung um Null, also in Ordnung, und wir

lesen einfach den Faktor bei Az ab:

exp’(x) = exp(z), fiir alle z € R.
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2.3. Der einfache Aufbau aller Ableitungen mittels des rekursiven Aufbaus aller Funktionen.
Tatsichlich braucht man auch 2.2 nur fiir kompliziertere theoretische Uberlegungen, wenn man es einmal auf
die Grundfunktionen angewandt und zur Herleitung der Regeln fiir das Zusammensetzen der Ableitungen der
Bestandteile zu den Ableitungen von Zusammensetzungen strapaziert hat. Aus letzterem ergeben sich dann
einfache Ableitungsregeln, mit denen man komplizierte Ableitungen zusammenbasteln kann.

2.3.1. Die Ableitungen der Grundfunktionen. Zunichst fithren wir eine Notation ein, die es erlaubt, von
Ableitungen von Rechenausdriicken zu reden, ohne immer ein Symbol wie f fiir die jeweilige Funktion einzu-
fithren:

d :
@) = @),

Das erinnert an den ,,Differentialquotienten” %, nur, dass wir statt ,y” stets ,,f(z)” schreiben und aulerdem

<L (lies: ,d nach dx”) als Operator vor den Ausdruck f(z) setzen.
Hier ist die praktische Tabelle mit den Ableitungen unserer Grundfunktionen:

(2.4) %xa = ax" ' acR
iex = ¢t
dx B
d 1

Die zweite Formel haben wir in 2.2 schon eingesehen. Die dritte werden wir mittels einer Regel (Ableitung
von Umkehrfunktionen, 2.4) aus der zweiten herleiten, und ebenso werden wir (Kettenregel, 2.4) die erste Formel
in voller Allgemeinheit aus der zweiten herleiten. Wir sollten nur noch herausstellen, wie allgemein die erste
Grundformel ist:

Insbesondere hat man

%LU =0

d n n—1

Ly = n (neN, n#0))
d d 1 1 _1 1
wVt T W T T T
Aoz _ 4 4 4 1
dx v dxz 5$

d s 3 o
%ZB 8 = *gl’ 8 .,

Natiirlich sollte man es als geometrisch selbstversténdlich ansehen, dass eine konstante Funktion Ableitung
Konstante Null hat. (Genau genommen wire der Rechenausdruck 0-2~! an der Stelle Null nicht definiert, aber
die Ableitung der Funktion f(z) = 2% = 1 existiert natiirlich auch bei x = 0, mit dem Wert 0.)

2.3.2. Die Ableitungsregeln fiir Zusammensetzungen. Fiir diese haben wir etwas mehr zu tun. Sie lauten
stets genauer: Wenn die Ableitungen der Bestandteile (an den jeweils betreffenden Stellen, die aus der For-
mel ersichtlich sind) existieren, so auch die Ableitung der Zusammensetzungen, und letztere hat dann den
angegebenen Wert.

Linearitit des Ableitungsoperators:
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(2.5) %(cf(x)) = c%f(;v), kiirzer (cf) = cf’
(@) +9) = o f(@)+ g(e), Kirser (F+9) = f'+ ¢
Produkt- und Quotientenregel:
(2.6) (f-9) = flgt+df

<i>/ _ fl9—df
g P

Kettenregel (fiir Hintereinanderschaltungen):

27) L g(f@) = (/@) J'(x), Kuxzer: (g f) = (o' o f)- f"
Regel fiir Umkehrfunktionen:

_ /
(2.8) (FY) (f(@) = m—, werm f'(x) # 0.
Bevor wir die komplizierteren der benotigten Herleitungen geben (nur diese ohnehin), wollen wir zunéchst
einige Anwendungsbeispiele anschauen, insbesondere zuerst auch den Rest zu den Grundfunktionen erledigen:
Beispiele:

e Die Grundregel

— % = aza—l

dz
sieht man so: Zun#ichst hat man fiir z > 0 (so dass man In(z) bilden kann):

d d

%xa _ %(eln(m))a _ %ea-ln(z) _ %ewln(z) _ Exa _ azafl'

Nur Umformungen und einmal die Kettenregel waren beteiligt.

Tatséichlich bilden £ = 0 und x < 0 Sonderfille: Fiir allgemeine Exponenten a ist x® iiberhaupt nicht
definiert fiir x < 0, und dafiir macht dann auch die Ableitung keinen Sinn. Fiir x = 0 ist zwar z® mit 1 > a > 0
definiert, aber das hat bei x = 0 unendliche Steigung und somit keine Ableitung. Genau dies gibt der hergeleitete
Ausdruck auch wieder. Mit a > 1 hat man 0% = 0, die Ableitung existiert als einseitige mit dem richtigen Wert
Null, den der Ausdruck wiederum angibt. Natiirlich ist £ zuweilen auch fiir negative Werte von = definiert,
aber dann ergibt sich wiederum der richtige Wert, weil es sich um eine (positive oder negative) ungerade ganze
Zahl a handeln muss. Kein Problem: Die Funktion x — x® ist dann ungerade, die Ableitung also gerade (kann
man leicht herleiten!), und somit stimmt die Formel wieder, da x +— az®~! mit ungeradem a tatsichlich eine
gerade Funktion ist, also ist die Ableitung iiberall korrekt, wenn sie es auf der positiven Seite war.

e Die Ableitung der Logarithmusfunktion
Die Umkehrfunktions-Regel gibt her:

1 1

(exp™') (exp(z)) = In'(e”) = py g R

Dabei ist = beliebig, somit e eine beliebige Zahl > 0. Folglich gilt:
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In'(z) = i fiir alle x > 0.

(Verwenden Sie zunéchst einen Buchstaben a fiir e* aus der dariiber stehenden Formel, das gilt dann fiir
alle @ > 0, und nun denken Sie daran, dass der Buchstabe in Ausdriicken fiir alle...”, .es gibt...” keine Rolle
spielt.)

e Einfache Beispiele zur Anwendung der Kettenregel:

d
(@ + 1) = 1402 (® + I
d 9 2z

d T _ d z-In(a) __ z-In(a) __ x
Y = e =1In(a) -e =1In(a) - a*, a > 0.

d d In(z) 1 p 1
— 1 = — 7 = 1 = —, > 0.
dx 084(7) dzIn(a) 1In(a) n () x - In(a) “
(Man beachte, dass man fiir den konstanten (!) Nenner In(a) nicht die Quotientenregel benotigt (obgleich

sie selbstverstéindlich auch das richtige Resultat bréchte, nur viel zu umsténdlich), sondern einfach das Stehen-
bleiben eines konstanten Faktors - hier ﬁ - beim Ableiten (gemé#f Linearitéit) benutzen kann.

e Ein Beispiel zur iterierten Verwendung der Kettenregel fiir Mehrfachschachtelungen:

%em = exp’( ;v2+1)

d 2
\/;v2+1:exp( ;v2+1)~ <

dx 2vx?+1
= Ve
x2 41

Man sieht also, wie das logisch funktioniert: Man wendet einmal die Kettenregel an, dabei sieht man, dass
die innere Funktion wiederum eine Schachtelung ist, und hat die Kettenregel erneut zur Ableitung dieser inneren
Funktion anzuwenden. Mit etwas Ubung wiirde man den Ausdruck %\/ 22 + 1 nicht mehr erst hinschreiben,
sondern gleich dessen Ergebnis.

Die Herleitung zweier ausgewihlter Regeln: Kettenregel und Quotientenregel

Zur Herleitung der Kettenregel braucht man lediglich die Voraussetzungen, dass f an der Stelle xg, g an
der Stelle f(x¢) differenzierbar seien, in die Existenz von Tangentenzerlegungen umzusetzen und anschliefiend
das Rezept von 2.2 zu befolgen, d.h. den Ausdruck (g o f)(xo + Az) fiir die zu differenzierende Funktion zu
schlachten. Man beachte, dass wir die komische Kettenregel-Formel auf diese Weise finden werden (nicht eine
uns von Autoritdten eingeflofite Aussage bestétigen).

Die Voraussetzungen lauten:

(1) flxo+ Ax) = f(zo) + f'(x0)Ax + R(Ax), mit erfiillter Restbed. fiir R.
(i1)  g(f(xo) + Ay) = g(f(wo)) + ¢ (f(x0))Ay + S(Ay), mit erfiillter Restbed. fiir S.

Es ist kein prinzipieller Unterschied zwischen Az und Ay, die Gleichungen gelten fiir jeweils alle diese
Zahlen, wobei die Restbedingungen etwas Interessantes nur fiir kleine derartige Zahlen aussagen. Jetzt zerlegen
wir:
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9(f(xo+Az)[ = (go f)(xo+ Azx), also das Gewiinschte)]
= g(f(xo) + f'(z0)Azx + R(Az)) (fiir inneren Ausdruck (i) benutzt)

Ay nennen wir das

= 9(f(z0) + Ay)

= g(f(20)) + g'(f(20)) Ay + S(Ay) (benutze (ii))

= g(f(20)) + 9'(f(20))(f'(x0) Ax + R(Ax)) + S(Ay) (Ay eingesetzt)

= 9(f(x0)) + g'(f (x0)) f'(x0) Az +g'(f(x0)) R(Az) + S(Ay)
———

Faktor bei Az, gesuchte Ableitung! Das sollte der Restterm sein.

Wir lesen die Ableitung als Faktor bei Az ab, nachdem wir uns iiberzeugt haben, dass der Restterm in
Ordnung ist. Er lautet

T(Az) = g'(f(x0))R(Az) + S(Ay)

Zu zeigen ist, dass

T(Ax)
Az
Nun ist T(Az) eine Summe, und es geniigt, wenn wir von beiden Summanden diese Eigenschaft zeigen,
erstens:

— 0 fiir Az — 0.

g U @)RAT) e ne o
Ax '

Nach Voraussetzung (i) gilt

R(Ax)
Az
Dann gilt aber dasselbe auch, wenn mit der konstanten (endlichen) Zahl ¢'(f(zo)) multipliziert wird, dass
das noch gegen Null geht.
Zweitens ist zu zeigen, dass:

— 0 fir Az — 0.

MHOfﬁrAa:HO.
Ax

Das ist nun nicht direkt in den Voraussetzungen enthalten, sondern wir haben geméf (i¢) nur erst:

S(Ay)
Ay
Wir haben jedoch einen konkreten Ausdruck von Ay als Funktion von Az. Setzen wir voraus, dass fiir
alle hinreichend kleinen |Az| mit Az # 0 gilt, dass Ay # 0 ist, so haben wir fiir alle interessierenden (némlich
hinreichend kleinen) Awx:

— 0 fiir Ay — 0.

S(Ay) _ S(Ay) Ay
Ar Ay Br (Erweitern mit Ay # 0)

A A A
= S(Ayy) I(xo) z; R(Az) (Fiir Ay Ausdruck eingesetzt im Zghler).
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Von diesem Ausdruck ist nun einzusehen, dass er gegen Null geht, wenn nur Az gegen Null geht. Nun, der
erste Faktor geht nach Null, weil mit Az auch Ay nach Null geht (definition von Ay), und weil mit Ay auch
ﬂAATyl nach Null geht, gemifl Voraussetzung (i7). Was ist mit dem zweiten Faktor? Er geht gegen den endlichen
festen Wert f/(z); denn

[(xo)Az 4+ R(Ax)  f'(zo)Ax = R(Az)
Az - Az + Az F(wo) +

und ﬂAAsz — 0 fiir Az — 0 nach Voraussetzung (7).

Damit ist der ganze Restterm in Ordnung und die Kettenregel bewiesen, lediglich verbleibt zu iiberlegen,
dass die Voraussetzung, dass Ay # 0 fiir hinreichend kleine |Az|, Az # 0, gilt, keinen Verlust bedeutet. Kurzum:
Getrennt zu behandeln ist noch:

Der Fall Ay = 0 fiir beliebig kleine |Ax|.

Daraus folgt (zusammen mit unserer Voraussetzung, dass f'(xo) existiert): f’(z¢) = 0. Wir haben also zu
zeigen, dass (go f)'(xo) existiert und den Wert 0 = ¢'(f(x0)) - f'(x0) hat. Wir nehmen eine beliebige Az-Folge,
die nach Null geht, sagen wir (Ax;),y, und haben einzusehen, dass dafiir die Folge

(9(f (w0 + Azi)) — g(f (20)) «
s (*)
v ieN

ebenfalls gegen Null geht. Das ist aber leicht zu sehen: Betrachten wir die zur Folge (Az;); gehorige Folge
(Ayi)i, Ay; = f(xo + Ax;) — f(x0). Nehmen wir davon nur diejenigen Folgenglieder, die verschieden von Null
sind, so kénnen wir wie im ersten Fall schlieBen und erhalten, dass die zugehorige Teilfolge von (*) gegen Null
geht. Durch die Ay;, die Null sind, werden in (*) noch zusétzlich Nullen ,eingeschossen”, und es bleibt dabei,
dass (*) gegen Null geht. Also stimmt auch im betrachteten Fall die Kettenregel-Formel: Mit f'(xq) = 0 ergibt
auch ¢'(f(xg)) - f'(x¢) den richtigen Ableitungswert fiir g o f an der Stelle xg, nimlich Null.

Herleitung der Quotientenregel: Zunichst geniigt es, die Regel speziell nur fiir Funktionen der Form

zu zeigen. (Den Rest besorge man mit der Produktregel, die man sich leicht bei Bedarf herleiten kann.)
AuBerdem konnen wir (ohne Verlust) noch weiter spezialisieren auf den Fall, dass g(x) > 0 im relevanten
Intervall. - Sonst gehe man iiber zu —¢g und benutze die Linearitit der Ableitung. Wir bilden nun

h(z) = In(f(x)) = —In(g(z))

und leiten dies mittels der schon bereitliegenden Kettenregel ab:

W(x) = = -
=T g
Das ergibt
oy H@)S@) @)
g(x) 9%(x)
Damit ist gezeigt, dass %ﬁ = 754;(%, und mit einer Anwendung der Produktregel kommt man nun auf

die Formel d(—i%)l = f/(x)g(f]ézf)/(x)f(x).
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2.4. Anwendung der Ableitung auf die quantitative Bestimmung lokaler Extrema. Eine Funk-
tion wie f(x) = #® (mit Definitionsbereich R verstanden) hat keine globalen Extrema, d.h. keinen minimalen
und keinen maximalen Wert bezogen auf den gesamten Definitionsbereich. Denn es kommen beliebig grofie und
beliebig kleine Werte heraus. Auch g(x) = 2% —z hat keine globalen Extrema, wohl aber lokale, d.h. auf beliebig
kleine Umgebungen bezogen. (f dagegen besitzt auch keine lokalen Extrema.) Das wissen wir von der groben
Skizze des Graphen von g. Nunmehr stellen wir das Problem, die betreffenden Stellen genau zu lokalisieren. FEs
geniigt fiir alle Zwecke, die zugehorigen Abszissenwerte (x— Werte) bestimmen zu koénnen, dann lassen sich die
zugehorigen (minimalen oder maximalen) Funktionswerte, an denen man interessiert ist, ohne weiteres finden.
Das lokale Versténdnis erweist sich als recht fruchtbar, da es mittels der Ableitung bewéltigt werden kann und
zu fiir sich interessanten lokalen Extrema fithrt oder auch gegebenenfalls zu globalen. Daher definieren wir noch
einmal ausfiihrlicher:

DEFINITION 34. f hat an der Stelle xy ein lokales Minimum [bzw. lokales Mazimum], wenn es ein (beliebig
kleines!) Intervall Jxo—e,xo+ef, € > 0, um xo herum gibt, so dass fir alle x €Jrg—e,xo+¢/, d.h. |x—x0| < e,
qgilt:

f(@) = f(zo) = 0 [bzw. f(z)— f(zo) <0].
Es ist leicht auszurechnen, aber anschaulich noch einfacher zu sehen, dass im Falle der Differenzierbarkeit

von f an der Stelle ¢ die Tangente an den Graphen von f im Punkte (zo, f(x0)) die Steigung Null besitzen
muss, wenn f an dieser Stelle ein lokales Extremum hat. Also:

SATZ 19. Wenn f'(xo) existiert und f an der Stelle ¢ ein lokales Extremum hat, dann gilt f'(z) = 0.
(Existenz von f'(xq) setzt insbesondere voraus, dass f in einer (beidseitigen!) Umgebung von xqy definiert ist!)

Zur Anwendung dieser Aussage achte man unbedingt auf die Richtung des ,;wenn-so”-Pfeiles: Aus f(zg) # 0
kann man (bei Existenz der Ableitung) schliefen, dass f an der Stelle zg keinen Extremwert haben kann. (Nicht
aber folgt etwa aus f'(xg) = 0, dass dort ein Extremwert vorliegt. Man merke sich dazu das Gegenbeispiel
f(x) = 2®: An der Stelle zg = 0 verschwindet die Ableitung, aber es handelt sich um keinen Extremwert,
sondern um einen Sattel. Fiir den Fall, dass f nicht differenzierbar ist oder eine ansonsten differenzierbare
Funktion auf ein Intervall eingeschrinkt wird, macht der Satz keinerlei Aussage! Beispiele: f : [0,1] — [0, 1],
f(x) = 22, hat ein absolutes Maximum in # = 1, und das findet man nicht iiber ,Ableitung Nullsetzen”.
Die Aufgabe, die Punkte eines Quadrats zu finden, die maximalen Abstand von einem Punkt im Innern des
Quadrats haben, lisst sich nicht iiber Ableitung losen, da die zugehorige Funktion gerade an den Stellen nicht
differenzierbar ist, wo diese Maxima liegen.

f'(zg) = 0 ist nur eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lokalen
Extremwertes - und das auch nur unter Voraussetzung der Existenz einer (beidseitigen) Ableitung. Das bedeutet:
Die Nullstellen der ersten Ableitung bilden nur erst Kandidaten fiir Extremstellen. Man mache sich jedoch den
Wert dieser Aussage klar: Nachdem zunéchst einmal jede reelle Zahl in Frage kam, zumindest jedoch ein
Kontinuum, so hat man in aller Regel nunmehr endlich viele Kandidaten (allenfalls abzihlbar viele). Wie
kommt man zur endgiiltigen Entscheidung? Hier sind zwei Moglichkeiten, zu denen man eher greifen sollte als
zur zweiten Ableitung:

e Man hat bereits eine grobe Skizze und weif}, dass es mindestens k lokale Extremstellen geben muss, und
findet nun genau k& Nullstellen der ersten Ableitung: Dann miissen diese Nullstellen die Abszissenwerte
dieser Extremstellen sein!

e Man betrachtet die Ableitung - und zwar nur ihr Vorzeichen - in einer Umgebung von einer fraglichen
Stelle 2o mit der Eigenschaft f'(xo) = 0: Wenn f’ an dieser Stelle einen Vorzeichenwechsel erleidet, dann
handelt es sich um ein FExtremum, sonst nicht! Man kann sogar sagen, ob es sich im ersteren Falle um
ein Minimum oder Maximum handelt: Bei Wechsel des Vorzeichens von negativ auf positiv (von links
nach rechts gesehen) handelt es sich um ein Minimum, wie man sich veranschauliche. Bei umgekehrter
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Reihenfolge ist es ein Maximum. (Man beachte, dass bei einer in einem Intervall konstanten Funktion
Minimum und Maximum dasselbe sind und die Ableitung konstant Null ist, diesen Fall wollten wir
hier als trivialen nicht besonders betrachten. Daher interessieren hier nur echt positive oder negative
Ableitungen abseits von x.)

Beispiel:

f(z) = 2® — z; die Ableitung wird Null fiir 322 — 1 = 0, also 1 = —1/v/3, 2o = 1/4/3. Bereits aus der
groben Skizze erkennt man sofort, dass an der ersten Stelle ein lokales Maximum liegt, an der zweiten ein
lokales Mimimum. Alternativ kénnten wir auch rein rechnerisch (iiber das Vorzeichen der Ableitung) bequem
zu diesem Resultat gelangen: An der Stelle 23 = —1/4/3 beobachtet man den Wechsel 4|—. Offensichtlich ist
némlich f/(z) > 0 fiir < x1, und offensichtlich gilt f'(x) < 0 fiir Werte z, die ein wenig groBer sind als x;
(ndmlich noch kleiner als z2). Klar liegt bei x2 der Wechsel —|+ vor.

2.5. Ein fundamentales Resultat der Analysis: Mittelwertsatz bzw. Satz vom endlichen Zu-
wachs. Die angesprochenen Sitze handeln davon, wichtigste globale Eigenschaften einer Funktion (also solche,
die sich auf ein ganzes Intervall beziehen), durch das lokale Ableitungsverhalten auszudriicken. Sie haben eine
Fiille von interessanten Anwendungen.

SaTz 20 (Mittelwertsatz). Sei f auf [a,b] stetig, auf ]a,b] differenzierbar, a < b. Dann gibt es eine Zahl
¢ €la, b] mit der Eigenschaft

pio= 1010

Der Satz besagt also, dass die mittlere Steigung von f auf [a, b], welche durch den Differenzenquotienten
auf der rechten Seite ausgedriickt wird, an mindestens einer Stelle £ im Innern des Intervalls als lokale Stei-
gung (Ableitung an dieser Stelle) angenommen wird. Wir beweisen den Satz nicht, fithren ihn aber auf ein
noch grundlegenderes Resultat {iber stetige Funktionen zuriick: Zunéchst betrachtet man den Fall f(a) = f(b).
Wenn f konstant ist, so hat f {iberall im Innern den Ableitungswert Null. Damit ist die Aussage des Satzes in
diesem Fall klar. Ist f nicht konstant, so nehme f etwa Werte > f(a) im Innern an. Da f stetig ist, nimmt f
auf [a,b] an irgendeiner Stelle ein absolutes Maximum an (fundamentales Resultat zu stetigen Funktionen, das
wir voraussetzen - dafiir muss man einiges tun). (Im andern Fall, dass f Werte < f(a) im Innern annimmt,
erhéilt man derart ein absolutes Minimum.) Nennen wir diese Stelle . Nach dem vorigen Satz gilt mit der
Voraussetzung, dass f auf |a, b[ differenzierbar sei: f’(§) = 0, und das ist gerade der Wert des Differenzenquo-
tienten mit der Zusatzvoraussetzung f(a) = f(b) = 0. (Dieser Spezialfall des Mittelwertsatzes heifit Satz von
Rolle.) Nun verallgemeinert man fiir eine beliebige Funktion f, welche die Voraussetzungen des Satzes erfiillt,
indem man definiert:

)= ) - (@ + L= ).

Dann erfiillt g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, insbesondere g(a) = ¢(b) = 0. (Stetigkeits- und
Differenzierbarkeitseigenschaften von g sind dieselben wie von f!) Also mit der Folgerung des Satzes von Rolle:
Es gibt £ €]a, b, so dass ¢’(§) = 0. Aber mit den Ableitungsregeln:

g =re-10-10

was mit ¢’'(£) = 0 sofort die Aussage des Mittelwertsatzes ergibt.

FOLGERUNG 3 (Satz vom endlichen Zuwachs). Sei f auf [a,b] stetig und auf |a, b[ differenzierbar ist, a < b.
Dann gilt:

Wenn f'(z)

f(x) = f(a)

g'(x) fir alle x €la,b|, dann

<
< g(x) — g(a) fir alle x € [a,b].
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Die Herleitung aus dem Mittelwertsatz ist leicht: Wenn es eine Zahl xg, a < xg < b, giibe, welche dem
Satz widerspriiche, so hiitten wir mit der Funktion h(z) = f(z) — f(a) — (g(z) — g(a)) die Voraussetzungen
des Mittelwertsatzes erfiillt, also wegen h(zg) > 0 und h(a) = 0 eine Zahl & €]a, x|, so dass h'(£) > 0. Aber
(&) = f'(€)—g'(€),sodass f'(£) > ¢’ (§) im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes vom endlichen Zuwachs,
daa <& <b.

Anwendungen der Sitze:

SATZ 21.
Wenn f'(x) > 0 fir alle x € [a,b], dann ist f auf [a,b] streng monoton steigend.
Wenn f'(x) < 0 fiir alle x € [a,b], dann ist f auf [a,b] streng monoton fallend.
Wenn f'(x) = 0 fiir alle x € [a,b], dann ist f auf [a,b] konstant. Insbesondere
folgt aus f' = ¢ auf[a,b], dass f = g+ c, mit einer Konstanten ¢, auf [a,b] gilt.

Dies folgt unmittelbar aus dem Satz vom endlichen Zuwachs. Man beachte: Aus dem streng monotonen
Steigen einer in einem Intervall differenzierbaren Funktion folgt nicht, dass f’ > 0 iiberall im Intervall gelten
muss: f(z) = 23 ist ein Beispiel dafiir; es ist f/(0) = 0, aber f ist global streng monoton wachsend.

Der Satz vom endlichen Zuwachs eignet sich auch dafiir, konkrete wichtige Ungleichungen zu beweisen, dazu
ein Beispiel:

1 1
Beh ;s <z ——2® 4+ —2° fir x > 0.
ehauptung: sin(z) <z 6;v + 12033 iirz >0
Beweis: Da die Ungleichung fiir = 0 gilt, gentigt nach dem Satz vom endlichen Zuwachs die Ungleichung fiir

die Ableitung auf beiden Seiten:
1 1
<1— =224+ —z fir x > 0.
cos(z) <1 2:c +24a: firz >0

Diese gilt wieder fiir z = 0, also geniigt mit demselben Argument die Ungleichung
—sin(x) < —z + %xS fiir z > 0,
dafiir reicht nun offenbar
—cos(z) < -1+ %xz fir x > 0,
und dafiir geniigt
sin(x) < z fiir z > 0.

Diese wiederum folgt direkt aus cos(z) < 1, was klar ist. Also gelten (riickwérts bis oben hinauf) alle diese
Ungleichungen. Verallgemeinert man auf héhere Potenzen, so erreicht man auf diese Weise sogar die Reihen-
darstellung fiir Sinus!

2.6. Die de L’Hospitalschen Regeln. Eine niitzliche Anwendung der ersten Ableitung besteht darin,
die Frage der Existenz von lim,_,, ;ﬂ(%l gerade in den kritischen Féllen lim, ., f(z) = 0, limy_q g(z) = 0 (oder
beide c0) beantworten zu konnen. Dabei darf auch a = co sein. Man hat den

SATz 22 (de L'Hospitalsche Regeln). Es  sei  a € RU {oo}. Weiter  gelte
lim, ., f(z) = limg—,q g(z) = 0 oder aber lim,_, f(x) = lim,_,, g(x) = 00. Dann gilt:
/
Wenn lim f/(x) existiert, so existiert auch lim M,
z—a g'(x) z—a g(x)

f@) L P

und es gilt @ lim im .
e g(z) e g(2)
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Man mache sich  klar: Der Satz hat  Voraussetzungen. Zum  Beispiel st
limx_,0,£>0% = o0, aber limx_,o7m>0% = 0. In diesem Falle ist die Voraussetzung nicht erfiillt, dass Zihler
und Nenner beide gegen Null gehen miissen. Aber in solchen Féllen ist die Antwort direkt klar. Dagegen
konnen wir die Regeln heranziehen, um etwa zu zeigen: lim,_ ., x/e* = 0; denn lim,_., 1/e* = 0. Ebenso:
limg oo In(z)/z = 0, da limy o0 (1/2)/1 = 0. In manchen Féllen braucht man mehrfache Anwendung, z.B. fiir
x%/e® — 0 fiir # — oco. Entsprechend weiter muss man induktiv fiir 2™ /e® gehen. Man beachte, dass in all
diesen Fillen die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind.

2.7. Zur Bedeutung der zweiten Ableitung. Man kann eine Funktion zwei man differenzieren, wenn
denn die erste Ableitung existiert und diese wiederum differenzierbar ist. Damit f”(xg) existiert, muss selbst-
versténdlich f’ in einer ganzen Umgebung von x( existieren und eine Tangentenzerlegung in x( besitzen. Rech-
nerisch ist das natiirlich mit den {iblich auftretenden Ausdriicken ganz leicht, z.B. ist fiir f(z) = 23 + sin(2x):
f"(z) = 6x—4cos(2x). Auch diese zweite Ableitung hat dann klare geometrische Deutungen: Man kann sie zum
Beispiel fiir Wendepunkte heranziehen. f hat definitionsgem&fl in xo einen Wendepunkt, wenn f’ in 2 einen
lokalen Extremwert annimmt. Kandidaten sind also die Stellen, an denen die zweite Ableitung verschwindet.
Wie oben besprochen hat man dann noch zu priifen, ob ein Extremwert der ersten Ableitung wirklich vorliegt.
Indessen kann man auch die zweite Ableitung manchmal (nicht immer ist das rechnerisch giinstig, schon gar
nicht immer hat es Erfolg) heranziehen, um zu priifen, ob eine Funktion einen Extremwert hat: Wenn f’(z¢) =0
und f"(xg) > 0, so hat f in x( ein lokales Minimum. Wenn f’(z¢) = 0 und f”(x9) < 0, so hat f in zq ein
lokales Maximum. Das sieht man schnell ein: Sei also f/(zg) = 0 und z.B. f”(xg) > 0. Aus f"(x¢) > 0 folgt,
dass fiir hinreichend kleine Betrige von Ax gilt:

['(wo + Az) — f'(w0)
Ax

> 0.

Das bedeutet mit f’(xo) = 0:

f'(zo+Az) > 0 fiir Az >0,
f'(zo+ Az) < 0 fiir Az < 0.

Es folgt also, dass die erste Ableitung bei z( einen Vorzeichenwechsel —/4 macht, also die Funktion f selbst
vom Fallen ins Steigen iibergeht, d.h. in zg ein lokales Minimum vorliegen muss. Klar geht der Schluss fiir den
Fall f”(xp) < 0 analog.

Allgemeiner gibt f Auskunft iiber das Kriimmungsverhalten von f: Ist f”(x¢) > 0 [bzw. < 0], so befindet
man sich im Punkte (xo, f(x0)) in einer Linkskurve [bzw. Rechtskurve] des Graphen von f, so verstanden:
Sie durchfahren in Richtung anwachsender x— Werte den Graphen von f, dann ist klar, was eine Linkskurve
und eine Rechtskurve ist. Entsprechend liegt ein lokales Minimum in einer Linkskurve, ein lokales Maximum
in einer Rechtskurve (damit wird der obenstehende Satz iiber Extremwerte von f anschaulich klar), und ein
Wendepunkt bedeutet den Ubergang einer Linkskurve in eine Rechtskurve bzw. umgekehrt. Dort muss also die
zweite Ableitung verschwinden.

Zur geometrischen Bedeutung kommt eine weitere fiir die lokale Nédherung einer Funktion durch eine ein-
facherere, diesmal nicht mehr lineare, sondern quadratische: Man geht zur Niherung von f um zg zweiter
Ordnung iiber, indem man bildet: f(zo+Axz) = f(z0) + f'(x0) Az + 3 f (20) Az?, Voraussetzung: Existenz von
f"(x0). Dann hat man einen Fehler, der noch durch Az? geteilt gegen Null geht fiir Az — 0.

2.8. Ableitung von Kurven. Erinnerung: Eine Kurve im R? ist eine Abbildung ' : D — R3, mit einem
Definitionsbereich D C R, D ist gewshnlich ein reelles Intervall, beschrinkt oder unbeschrinkt. Das einfachste
Beispiel war Z(t) = Zo+td, t € R. Physikalisch wird man die unabhéngige Variable gern t schreiben und als Zeit
deuten. Dann beschreibt eine Kurve nicht nur eine Spur, eine Bahn, das eindimensionale Gebilde von Punkten -
die Bahn ist einfach nur Bild(Z), sondern auch, wie eine solche Bahn in der Zeit durchlaufen wird - im Beispiel:
mit konstanter Geschwindigkeit. Ein interessanteres Beispiel ist die Flugparabel: Z(t) = Zo + t0o + %tQ g, t € R.
Das ist eine Orts-Zeit-Funktion, und man sollte erwarten, dass die Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢ einfach
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die Ableitung nach der Zeit an der Stelle ¢ ist. Aber wie wiire die Ableitung einer vektorwertigen Abbildung
wie & zu bilden? Im Beispiel der Flugparabel wird man - richtig - vermuten, dass man einfach die konstanten
Vektorfaktoren stehenzulassen und die von ¢ abhiingigen Zahl-Vorfaktoren abzuleiten hat, also Z'(t) = i +tg. ¥y
kommt als Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢ = 0 heraus. Die zweite Ableitung sollte den Beschleunigungsvektor
ergeben, und das tut sie auch: 7”(t) = g. Aber einmal wire dies zu rechtfertigen, zum andern wére die Frage
zu stellen, wie man allgemeinere Kurven abzuleiten hétte, etwa Z(t) = (cos(t), sin(t),t) (Schraubenbewegung).
Hervorragende Dienste leistet das sinngemiifie Bilden einer Tangentenzerlegung;:

Sei Z(t) = y(t) |, t€la,b], a<b.

Dann setzen wir Z(to + At) an mit einer Stelle tg €]a,b] und kommen auf entsprechende Ausdriicke in den
Komponentenfunktionen von #, die wir mit z,y, 2 bezeichnet haben. Setzen wir nun einmal voraus, dass
diese Komponentenfunktionen an der Stelle ¢y differenzierbar seien, dann haben wir mit Einsetzen von deren
Tangentenzerlegungen an der Stelle to:

x(tg + At) x(to) + 2’ (to) At + R(At)
T(to + At) = ylto+At) | = | ylto) + ¢ (to) At + S(AL)
2(to + At) 2(to) + 2/ (to) At + T(At)

x(to) ' (to) R(At)

= y(to) | +| ¥'(to) | At+ | S(At)

z(to) Z'(to) T(At)

Bezeichnen wir nun den Vektor bei At als @ und den dritten, den ,Restvektor” mit @(At), so haben wir eine
Zerlegung vollig analog zur Tangentenzerlegung bei einfachen Funktionen geschafft:

(2.9) F(to + At) = T(to) + AL + W(At).

Wir haben nur noch die Restbedingung fiir die Ndherung 1. Ordnung fiir unsern allgemeineren Fall sinnvoll
zu formulieren, sie lautet: @(At)/At — 0 fiir At — 0, At # 0. Vektor geteilt durch Zahl # 0 ist ja sinnvoll,
und es kommt ein Vektor heraus! Weiter wird klar, dass diese Bedingung nach unserer Voraussetzung iiber
die Reste R, S, T erfiillt ist, welche den Tangentenzerlegungen der Komponentenfunktionen entstammten: Alle
Komponenten von @(At) gehen nach 0 fir At — 0, also geht @(At) nach 0. Drehen wir nun die Sache um,
setzen also voraus, dass wir obenstehende Zerlegung von Z(tg + At) haben mit einem festen Vektor @ und
einem Restvektor @(At), welcher die gerade formulierte Bedingung erfiillt. Dann behaupten wir, dass die
Komponentenfunktionen x,y, z alle eine Tangentenzerlegung an der Stelle ¢y besitzen und der Vektor @ gerade
deren Ableitungen an der Stelle ty als Komponenten hat. Dies einzusehen, miissen wir lediglich die friihere
Einsicht beachten, dass eine Vektorgleichung in Komponentenform entsprechende Zahlgleichungen ergibt, also
mit Bezeichnung der Komponenten a; von @ und u; von u:

x(to + At) x(to) ay w1 (At)
Z(to + At) = y(to + At) = y(to) + as At + U9 (At)
Z(to + At) Z(to) as U3(At)

Nun geht der Vektor @(At)/At fiir At — 0 nach 0 genau dann, wenn jede seiner Komponenten nach 0 geht.
Das ergibt x(tg + At) = z(tg) + a1 At + u1 (At), und uq(At)/At — 0 fiir At — 0. Also haben wir mit Lesen der
ersten Kompenentengleichung eine Tangentenzerlegung von x an der Stelle tg, so dass a; = '(tg) sein muss.
Entsprechendes fiihren wir fiir die andern Komponenten durch.

Damit haben wir folgende Definition und das wichtige Resultat dazu gewonnen:
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DEFINITION 35. Sei die Kurve T in einer beidseitigen Umgebung von to definiert. Dann heifit ¥ ableitbar
(differenzierbar) an der Stelle ty genau dann, wenn eine Tangentenzerlegung der Form

T(to + At) = Z(to) + AAL + T(AL)

existiert, mit einem festen Vektor @ und einem Restvektor @(At), welcher die Restbedingung erfiillt: @(At) — 0
fiir At — 0. Dann ist @ eindeutig bestimmt und heifst Ableitung von T an der Stelle ty, Bezeichnung: &' (tg), bei

Zeitdeutung in der Physik gern f’(to).

SATZ 23. Eine Kurve T ist genau dann differenzierbar in to, wenn jede ihrer Komponentenfunktionen es
ist. Der Ableitungsvektor besteht dann genau aus den Ableitungen der Komponentenfunktionen. (Das gilt fir
jede Dimension.) Geometrisch ist der Ableitungsvektor tangential zur Bahn der Kurve im Punkt Z(to). Er gibt
allerdings nur dann einen Richtungsvektor fiir die Tangente, wenn er nicht Null wird.

Beispiele: Fiir #(t) = (cost,sint) hat man #'(t) = (—sint, cost), und dieser Vektor steht tangential zur
Kreiskurve im Punkt (cost,sint). Er steht in diesem Beispiel senkrecht auf Z(t), und wir wissen, dass die Tan-
genten an den Kreis senkrecht zu den zugehorigen Radiusvektoren stehen. Betrachten wir noch die Beschleu-
nigung: Z”(t) = (—cost, —sin(t)). Auch das ist hochst plausibel: Beschleunigung in Richtung des Kreisinnern
ist vonnoten, soll die Bewegung auf einer Kreisbahn erzwungen werden. Es ist auch instruktiv, mit einer
schnelleren Bewegung wie (t) = (cos2t,sin2t) zu vergleichen: Dann ist §'(t) = (—2sin2¢,2cos2t), die Ge-
schwindigkeitsvektoren haben also doppelten Betrag, die Beschleunigungsvektoren 4" (t) = (—4 cos 2t, —4 sin 2t)
sogar vierfachen. Zweites Beispiel: Z(t) = (cost,sint,t) hat Z'(t) = (—sint, cost, 1), die Geschwindigkeit in z—
Richtung ist also konstant, die Beschleunigung in dieser Richtung Null. Kommen wir zuriick zur Flugparabel:
In Komponentenform haben wir daftir Z(t) = (xo, yo, 20) +t(v1, v2, v3) + %tQ (91, g2, g3). Die erste Komponenten-
funktion lautet z(t) = xo +tv1 + %t291, deren Ableitung also vy +tg1, analog fiir die anderen, so dass wir unsere
anfingliche Uberlegung voll bestiitigt sehen, dass man beim Ableiten mit konstanten Vektoren wie mit Zahlkon-
stanten korrekt umgeht. Wir konnen auch ohne weiteres folgende substantielle Anwendung auf Flugparabeln
machen: Zur gegebenen Flugparabel bestimme man den Scheitelpunkt. Das wirkt auf den ersten Blick nicht
einfach, es wird jedoch einfach, sobald man den Scheitelpunkt charakterisiert als den Punkt der Parabel, in
dem Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor senkrecht aufeinander stehen. Also geniigt es, die Gleichung
Z'(t)Z"(t) = 0 (Skalarprodukt!) fiir die Unbekannte ¢ anzusetzen und zu 16sen. Mit der Losung ¢y gilt dann, dass
Z(to) der gesuchte Scheitelpunkt ist. Ein weiteres Beispiel: Eine Kurve in C der Form z(¢) = a(t) 4 jb(t) ist wie
eine Kurve im R? abzuleiten, daher 2/(t) = a’(t) + jV'(t), vorausgesetzt natiirlich, dass a(t) und b(t) ableitbar
sind. Man priife auf diese Weise nach, dass man tatsichlich £e/t = je/* = e/(*+7/2) hekommt, wie man auch
bei naiver Anwendung der Kettenregel erwarten sollte. (Man verwechsle die Ableitung von Abbildungen R — C
allerdings nicht mit der Ableitung einer Funktion C — C, das ist etwas ganz Anderes!)

Wir kénnen natiirlich die Ableitung von Kurvenparametrisierungen ausnutzen, um das Problem zu be-
wiiltigen, eine Tangente an eine Kurvenbahn durch einen bestimmten Punkt zu legen. Zum Beispiel wollen
wir an die Ellipse #(t) = (acost,bsint), a,b # 0, im Punkt Z(¢y) eine Tangente legen und eine Parame-
terdarstellung fiir diese Tangente gewinnen. Dafiir benétigen wir einen Aufpunktvektor, der mit Z(¢p) so-
fort gefunden ist, und einen Richtungsvektor, der mit @ (t9) = (—asin(to),bcos(to)) sofort bereitsteht, da
dieser Vektor nicht 0 ist (warum?). Also lautet eine Parameterdarstellung fiir die gewiinschte Tangente:
Jg(A) = (acosty,bsinty) + A(—sintg,bcosty), A € R. Es wiire viel aufwendiger gewesen, eine Gerade so zu
bestimmen, dass sie durch den Punkt Z(¢g) geht und die Ellipse nur beriihrt, d.h. nicht zwei mal schneidet!

2.9. Ein kleiner Ausblick auf die Ableitung von Funktionen R" — R: Gradienten und Niveau-
flichen. Man beachte: Der Wertebereich ist hier eindimensional, der Definitionsbereich mehrdimensional, also
gerade umgekehrt wie bei den Kurven. Dies Problem ist theoretisch schwieriger zu bewiiltigen, man hat dafiir
allerdings auch reichere Anwendungen. Aber wieder kommt man mit sinngeméiier Ubertragung der Tangenten-
zerlegung aus, wihrend Differenzenquotienten in diesem Falle vollig unpassend sind. Die groflere theoretische
Schwierigkeit bedeutet jedoch keinerlei rechnerische: Um etwa f(z,y, 2) = 2 + %2 + 22 abzuleiten, braucht man
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nur getrennt nach den verschiedenen unabhéingigen Variablen abzuleiten, dabei die andern jeweils wie duflere
Parameter zu behandeln. Diese Ableitungen nennt man dann partielle und schreibt dafiir: %(mo, Yo, 20) = 2,
%(mo,yo,zo) = 2o, %(mo,yo,zo) = 22y im Beispiel. Wenn nun diese partiellen Ableitungen existieren, so
reicht das noch nicht fiir die Existenz der ,totalen” Ableitung von f. Aber wenn diese existiert, so lisst sie
sich jedenfalls aus diesen partiellen Ableitungen zusammensetzen. Interessant ist nun der Vektor der partiel-
len Ableitungen. Man nennt ihn den Gradienten und schreibt dafiir gradf(zo, yo, 20) oder auch gradf(Zy) in
komponentenfreier Schreibweise. Im Beispiel also gradf(xo, yo, z0) = (220, 2y0, 220). Er hat die interessante geo-
metrische Bedeutung, senkrecht auf der Niveaufléiche des Skalarfeldes f im Punkt (zo,yo,20) zu stehen. Diese
Niveaufliche wird durch die Gleichung f(z,y, z) = f(xo, Yo, 20) definiert, Bestimmungsgleichung mit z,y, z als
Unbestimmten! Im Beispiel ist das die Kugelschale durch den Punkt (zg, 4o, 20). Insbesondere kann man damit
also das Problem losen, eine Normale zu einer gekriimmten Fliche zu bekommen: Man definiert ein Skalarfeld,
von dem die gegebene Fliche eine Niveaufliiche ist. Dann bildet man im gewiinschten Punkt den Gradienten
dieses Skalarfeldes. Ist er nicht Null, so hat man einen Normalenvektor zur Fliche in diesem Punkt. Im Bei-
spiel war das besonders einfach und auch direkt zu sehen, aber bereits bei der Fliche (Bestimmungsgleichung!)
222 + 3y? + 422 = 4 (das ist eine Ellipsoidoberfliche) wire das nicht so direkt zu sehen, doch fiir einen Punkt
dieser Fliche (g, yo, 20) bildet man nur den Gradienten (4xg, 6yo,820) und ist fertig. Mittels des Gradienten
kann man entsprechend auch etwa Fragen der Art beantworten, in welchem Winkel eine Gerade auf eine ge-
kriitmmte Fliche auftrifft usw. Eine weitere wichtige Anwendung des Gradienten fufit auf seiner Eigenschaft,
in die Richtung des grofiten Anstieges der Feldwerte zu zeigen (wenn er nicht Null ist). Das nutzt man in
numerischer Mathematik dahingehend aus, dass man experimentell ein Maximum einer mehrstelligen Funktion
sucht, indem man an irgendeinem Punkt beginnt und dann jeweils ein geeignetes kleines Stiick in Richtung des
Gradienten wandert, immer iterativ so fort, mit immer kleineren Vielfachen des jeweiligen Gradientenvektors.
(,,Gradienten-Suchmethode”). Sucht man ein Minimum, so geht man jeweils genau entgegengesetzt zum Gra-
dienten fort. Das ist zwar keine ganz sichere Methode, liefert aber vielfach brauchbare Ergebnisse gerade bei
solchen Funktionen, die eine uniibersehbare Fiille von lokalen Extremwerten besitzt, die man unmoglich be-
rechnen konnte, da man die zugehorigen nichtlinearen Gleichungssysteme nicht 16sen kann. Solch ein Verfahren
benutzt man iibrigens beim Trainieren neuronaler Netzwerke.

Alles Gesagte gilt auch in hoheren Dimensionen als 3, nur werden aus den Flichen eben Hyperflichen: Die
Mengen der Punkte mit bestimmtem konstantem Feldwert eines Skalarfeldes f : R™ — R, also die Niveaugebilde
zu f, sind n — 1— dimensionale Hyperflichen. Speziell fiir n = 2 hat man Niveaukurven - man vergleiche die
Hohenlinien auf Landkarten, Kurven gleicher Temperatur oder gleichen Luftdrucks auf einer solchen Karte
(Isothermen bzw. Isobaren genannt).

3. Integrale

3.1. Die Idee des Integrals. Zuriick zu den eindimensionalen gewshnlichen reellen Funktionen. Es sollte
einleuchten, dass es nicht nur wichtige lokale Merkmale gibt, wie sie durch Ableitungen, eventuell hohere, be-
schrieben werden, sondern auch wichtige globale. Ein Beispiel war Monotonie in einem ganzen Intervall. Zentrale
Bedeutung hat immer wieder die Frage nach dem Mittelwert einer Funktion in einem Bereich. Kennt man etwa
die mittlere Geschwindigkeit (vektoriell) einer Zeitspanne und den Anfangsort zu Beginn dieser Zeitspanne, so
weifl man, wo man gelandet ist: Anfangs-Ortsvektor plus Zeitspanne mal mittlerer Geschwindigkeitsvektor. Ein
Mittelwert ist offenbar abhiéingig von allen Werten einer bestimmten Menge. Zum Beispiel ist der Mittelwert des
Einkommens in einem Jahr das arithmetische Mittel der einzelnen Einkommen in den einzelnen Monaten dieses
Jahres. Ebenso ermittelt man Messwerte als arithmetische Mittel einer endlichen Reihe von Einzelmessungen.
Aber was ist der Mittelwert aller Zahlen 22, fiir € [0,1]? Das sind iiberabzihlbar viele Werte, die hier zu
mitteln wiiren. Der Rechenausdruck des arithmetischen Mittels hilft hier nichts; dennoch hat man den Eindruck,
dass es nicht vollig abwegig wiire, etwa die Werte 02,0.12,0.22...bis 12 zu bilden und davon das arithmetische
Mittel auszurechnen: Das ergibt (0 +0.1% +...0.9% + 1%) /11 = 0.35 und ist tatséchlich nicht so schlecht - 1/3
wire korrekt, wie wir sehen werden. Die Idee besteht nun darin, den genauen Mittelwert einer Funktion auf
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einem Intervall geometrisch zu verstehen, ndmlich einen Zusammenhang mit den Flidcheninhalten der
Fléchen zwischen dem Graphen der Funktion und der x — Achse herzustellen. Intuitiv erkennt man
némlich bei einem Funktionsgraphen wie im folgenden Beispiel, wo der Mittelwert - fiir das gezeichnete Intervall
- liegen sollte, angedeutet durch die horizontale Gerade:

Es sollten die Flicheninhalte, die zwischen dem Graphen und der Mittelwertslinie liegen, oberhalb und
unterhalb dieser Linie einander die Waage halten. Mittelwert 0 wire im Beispiel deutlich zu hoch! Das bedeutet
aber: Der Flicheninhalt zwischen dem Graphen und der x— Achse, wobei die Flichen oberhalb der x— Achse
positiv gezihlt werden und die Fliche unterhalb der z— Achse negativ, muss gleich dem Flicheninhalt zwischen
der z— Achse und der Mittelwertslinie sein, wobei auch diese Rechteckfliche positiv gezihlt wird, wenn sie
oberhalb der x— Achse liegt und negativ, wenn sie unterhalb liegt wie im Beispiel. Wir definieren und bezeichnen
nunmehr die wesentlichen Bestandteile dieser Beobachtung:

DEFINITION 36. Fiir eine stickweise stetige Funktion f auf dem Intervall [a,b], a < b, mit allenfalls endlich
vielen Spriingen definieren wir anschaulich:

b
/ f(x)de = der Flicheninhalt mit Orientierungsvorzeichen
a

zwischen dem Graphen von f auf [a,b] und der x — Achse
(,bestimmtes Integral von a nach b iber die Funktion f”).
T[GM = Mittelwert von f auf [a,b].

Nach unseren Beobachtungen sollte folgende Beziehung bestehen:

_ 1 b
Jlap = m/a f(x)dz.

Damit sollte von vornherein klar sein: Mittelwerte und folglich auch Integrale sollten negativ sein kénnen. Es
ist kein Defekt des Integrals, sondern gerade seine Tugend, so eng mit dem Mittelwertbegriff zusammenzuhingen,
dass es nicht so direkt geeignet ist, den absoluten Flicheninhalt zwischen dem Graphen und der x— Achse zu
berechnen (dafir diirfte man in der Tat bei Vorzeichenwechseln immer nur von einer Nullstelle zur andern
integrieren!). Fiir diesen Zusammenhang ist es gerade richtig, dass das Integral die Flichen oberhalb der z—
Achse positiv und die andern negativ zéihlt. Zur Erliuterung des Wortes ,,Orientierungsvorzeichen” denke man
daran, dass bei Sicht lings der z— Achse von a, der unteren Integralgrenze, nach b, der oberen, die positiv
gezdhlten Flichen links erscheinen. Schaut man dagegen von b nach a, so erscheinen die Flichen oberhalb der
x— Achse rechts, die andern links. Zihlen wir also dabei wieder positiv, was links erscheint, so erhalten wir
- ff f(z)dz. Daher definieren wir sofort:
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DEFINITION 37. Fiir eine Funktion mit denselben Voraussetzungen wie in der vorigen Definition und a < b

definieren wir:
a b
/b f(z)dx = —/u f(z)dz.

Bemerkung: Der Zusammenhang mit dem Mittelwert bleibt genau erhalten, es gilt auch

Flap = ﬁ/b f(z)dz.

Der Grund fiir die Bemerkung: Auch der Bruch vor dem Integral hat sein Vorzeichen gewechselt.
Folgende Skizze zeigt nun, wie man naheliegend ndherungsweise ein bestimmtes Integral berechnen kann:

mz s 05 0ls

Man teilt also das ganze Integrationsintervall durch n (nicht notwendig gleich breite) Streifen der Breiten
Ax; ein und wihlt in jedem Teilintervall einen Punkt x;, dann hat man:

b n
[ f@de =Y f(w)aa
a i=n
Das stimmt auch fiir b < a, wenn man allgemein setzt: a = ag, b = an, ag, a1, ..., a, monoton, Ax; = a; — a;—1,
i > 1. Offensichtlich wird die Niherung besser bei immer feinerer Einteilung. Auf diese Weise wird auch die
merkwiirdige Integralschreibweise motiviert - seit der Erfindung durch Leibniz (Ende 17. Jahrhundert) hat
sie sich gehalten - das Integralzeichen ist ein stilisiertes Summenzeichen, und der Summenindex verschwindet,
mit der Idee, iiber das Kontinuum zu summieren bei infinitesimal kleiner Streifenbreite dz (fiir Az, das nicht
infinitesimal klein ist). Mit der Summenapproximation des Integrals kénnen wir nun auch das zuerst anvisierte
Verfahren rechtfertigen, den Mittelwert 7[(17 p] durch ein endliches arithmetisches Mittel zu ndhern: Bei Az; = Az
konstant haben wir Az = (b — a)/n, also

S =2 ) = Y et = 2 [ i =T

Wir kennen nun bereits Moglichkeiten, Integral und Mittelwert ndherungsweise auszurechnen. Aber dieser
Zusammenhang wird uns unmittelbar auch zu einer Moglichkeit exakter Berechnung fiihren, die allerdings nur
fiir gewisse Funktionen praktisch gangbar sein wird, vgl. den nichsten Abschnitt. Daher behalten Ndherungs-
methoden eine iiberragende Bedeutung! Hier wollen wir zuniichst noch die Idee verallgemeinern und zeigen,
wie typisch Integrale aus inhaltlichen Aufgabenstellungen resultieren: Man hat eine Grofle, die ndherungsweise
durch Summation iiber kleine Stiicke eines Kontinuums (das kann eindimensional sein, wie hier zunéchst aus-
schliefilich betrachtet, aber auch zwei- , drei- oder noch hsher dimensional) berechnet werden kann. Dann ist
diese Grofle durch ein Integral zu berechnen. Dazu Beispiele: Fihrt man mit ungleichméfiger Geschwindigkeit
v(t), so hat man fiir den zuriickgelegten Weg kleine v(¢)At aufzusummieren, also ftzl v(t)dt zu berechnen. Oder
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gleichwertig: Man multipliziert die mittlere Geschwindigkeit ; L i v(t)dt mit der Zeitspanne t; — to. Hat
man einen inhomogenen Korper mit einer koninuierlichen Massenverteilung p(Z), so errechnet sich die Gesamt-
masse durch Integration tiber das dreidimensionale Gebiet des Korpers der Funktion p(Z). Ebenso errechnet
man eine Geamtladung durch Integration der Ladungsdichte, eine Wahrscheinlichkeit durch Integration iiber
eine Verteilungsdichte bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte. Dazu das wichtigste Beispiel: Die Dichte der Standard-
Normalverteilung lautet

1 1,0
900,1(‘/13) = \/ﬁe 27 ) r€R.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine so verteilte Grofle einen Wert < a annimmt, ist dann

a
1
/ ey (nur n&herungsweise zu berechnen!)

V2T

Hier taucht —oco als Integrationsgrenze auf. Das bedeutet einfach: ffoo #e’%mzdz = limy_,_ #e’%mzdaz,
und man wird mit der Existenz dieses Grenzwertes rechnen, weil der Integrand fiir £ — —oo sehr schnell nach
Null geht. Daraus ergeben sich weitere Beispiele: Hat man eine zuféllige Grofle mit endlich vielen Werten z;, die
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p; angenommen werden, so ist der Erwartungswert p auszurechnen als » . z;p;.
Der Erwartungswert, auch einfach Mittelwert genannt, hat die Bedeutung: Fiihrt man das Experiment sehr
oft durch und bildet das arithmetische Mittel aller beobachteten Werte, so landet man nach Wahrscheinlichkeit
nahe beim Erwartungswert. (Man kann sogar ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit wie nahe). Der
Erwartungswert einer Grofle, die auf einem Kontinuum ihre Werte hat und deren Wahrscheinlichkeitsverteilung
durch eine Dichtefunktion f gegeben ist, berechnet man folgerichtig als [z - f(z)dx - zu integrieren {iber den
Bereich aller Werte, in der Regel ein endliches oder unendliches Intervall. Man stelle sich unter f(z)dz die
infinitesimale Wahrscheinlichkeit vor, mit der genau der Wert x zu beobachten ist. So ist der Erwartungswert
einer standardnormalverteilten Grofle f 2o 1 (7)dr = 0. Ebenso wichtig bei Wahrscheinlichkeitsverteilungen
ist die Varianz o2, die mittlere quadrlerte Abweichung der Einzelwerte vom Mittelwert p. Bei einer Dichte f
lautet sie. 0? = [(z — p)?f(x)dx. Fir die Standard-Normalverteilung ergibt sich 02 = [*_a%p | (z)dx = 1.
Sie heiBt Standard-Normalverteilung, weil sie auf die einfachsten Parameter-Werte p = 0,02 = 1 normiert
ist. Machen wir dazu ein praktisches Beispiel: Messwertfehler sind im allgemeinen recht genau normalverteilt.
Wiederholen wir eine Messung vielfach (n mal) unabhéngig, so kénnen wir nidherungsweise die Varianz der
Messwerte ermitteln, o2. Dazu rechnet man das arithmetische Mittel aller Messwerte T aus und dann s? =
— > (i — T)? als Schétzwert fiir 02. s2 ist dann eine Schétzung fiir die Varianz der Messfehler. Sind diese
nun normalverteilt mit Erwartungswert Null (d.h. wir haben keinen systematischen Fehler, stets zu hohe
oder zu tiefe Werte zu messen - so etwas kommt natiirlich ungliicklicherweise auch vor), dann kann man die
Wahrscheinlichkeit ausrechnen, mit welcher der absolute Messfehler unter einer Schwelle § > 0 bleibt: Das ist

J° %js —+ —e” 3°°dx | mit s = V/s2. (s heifit auch Standardabweichung.) Zum Beispiel ergibt sich mit § = 1/1000
mm be1 emer Langenmebbung und beobachtetem s = 1/1000 mm eine Wahrscheinlichkeit von etwa 0.68 oder
68% dafiir, dass eine Einzelmessung einen Fehler von hochstens 1/1000 mm aufweist. Das kann man verbessern,
wenn man statt einzelner Messungen mehrere - sagen wir n unabhingige Messwerte mittelt; dann reduziert sich
die Varianz mit Faktor 1/n. Bei 25 gemittelten Messungen erhalten wir im Beispiel s’ = 1/5000 mm, also ist

die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit der Messung durch Mittelwertbildung von 25 Einzelmessungen unter 1/1000

mm Messfehler zu bleiben: fi,) \/%e_%ﬁ dzx, und das ist so gut wie 1. Man kann also sicher sein. Es ist sogar

noch die Wahrscheinlichkeit dafiir, unter 1/2000 mm Messfehler zu bleiben: f3255 \/%efézzdz = .98758, also
fast 99% sicher.

3.2. Grundlage der exakten Berechnung von bestimmten Integralen. Wie angekiindigt, fiihrt der
schone Zusammenhang
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b
Toot = 5= [ fl@to

zum Ziel. Dazu nehmen wir an, wir hétten eine Funktion F' mit der Eigenschaft F” = f. An jeder Stelle = gibt
f also die Steigung von F. Wir betrachten nunmehr die mittlere Steigung von F' auf [a,b]. Das ist einerseits
der bekannte Differenzenquotient:
F)-F
mittlere Steigung von F' auf [a,b] = M.
—a
Andererseits haben wir
mittlere Steigung von F' auf [a,b] = fq-

Das ergibt zusammen:

) — Fla)

f[u,b] =

Daraus folgt mit

b
_— 1
= 5= [ f@)te

dass gilt:

SATZ 24 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Wenn f auf [a,b] stetig (,stiickweise” geniigt)
ist und F eine Stammfunktion von f auf [a,b] (d.h. F' = f auf [a,b]), dann gilt:

b
(3.1) /f(:v)dm F(b) — F(a), und entsprechend

f[a,b] w

Weiter gilt auch noch, dass unter der genannten Voraussetzung fiir f stets eine Stammfunktion F zu f existiert.
(Allerdings ist es vielfach unmaglich, einen tiblichen Rechenausdruck fir F zu berechnen, einfach, weil ein solcher
nicht existiert!)

Es sei bemerkt, dass wir das nicht streng bewiesen haben, wohl aber eine sehr gute und prézisierbare
intuitive Argumentation dafiir anfiihrten. Die systematische Anwendung geschieht im n#chsten Abschnitt.

3.3. Praktische Berechnung von bestimmten und unbestimmten Integralen: Formeln und
Beispiele. Grundlage ist der Hauptsatz. Seine Anwendung besteht natiirlicherweise in zwei Schritten: Zuerst
sucht man eine Stammfunktion F' zu f, dann setzt man die Grenzen des Integrals ein und bildet die Differenz.
Zu diesem Zweck ist es niitzlich, folgende (iibliche!) Notation einzufiihren:

[F(2)], = F(b) - F(a),

und nun rechnet man z.B. fiir das Eingangsbeispiel zur Integration:

1
cap— 2] B0 1
13, 3 3 3%
0
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Das ist also auch der Mittelwert von 22 auf dem Intervall, da seine Breite 1 ist. Hier sind zwei Formeln zum Um-
gang mit den Grenzen bei bestimmten Integralen. Die erste versteht sich unmittelbar aus der Flichendeutung,
die zweite aus der Bedeutung der Orientierung:

b c c
(3.2) [f(;v)derb/f(az)dz _ [f(x)d;r,

/bf(:v)dm —/af(:c)d:c.
a b

Ansonsten geht es im wesentlichen um das Auffinden von Stammfunktionen zu einer gegebenen Funktion.
Dabei beachten wir, dass mit F' auch stets F' + ¢, ¢ eine Konstante (sogenannte ,Integrationskonstante”), eine
Stammfunktion von f ist, dass man damit aber auch alle Stammfunktionen von f beschrieben hat, wie wir nach
Satz wissen. Im folgenden Text wollen wir das ewige Wiederholen von ,+c¢” vermeiden und miissen dann nur
daran denken, dass wir stets nur eine Stammfunktion beschreiben. Dazu ist folgende Notation in Gebrauch:

/f(a:)d:v = F(z) (4 ¢), mit F' = f. (Unbestimmtes Integral)

Der Vorgang verlduft wie bei den Ableitungsformeln: Formeln fiir Grundintegrale und fiir zusammengesetzte
Funktionen, fiir letztere aber wesentlich unvollstindiger bzw. gestorter.

3.3.1. Grundintegrale. Durch Umkehren der zugehorigen Ableitungsregeln erhalten wir unmittelbar - man
denke daran, dass Addition einer Integrationskonstanten ¢ ebenfalls zu einer Stammfunktion fiihrt:

a+1
(3.3) /zadaz = §+1, fiir a # —1,
1
(3.4) /Edaz = In|z|,
1
(3.5) /mdx = arctan(z),

(3.6) /e”d:v = ¢,
(3.7) /sin(x)d:c = —cos(z),
(3.8) /cos(:v)daz = sin(z),

Wir fiigen noch hinzu (zum Auffinden s. u., aber Nachpriifen durch Ableiten von z In(z) — x ist sofort moglich):

(3.9) /ln(az)dz =zn(z) — .

3.3.2. Integrationsregeln fiir Zusammensetzungen von Funktionen. Linearitit des Integrals:

(3.10) Ju@+ganiz = [ s@as [ g,
/cf(x)dx = c/f(x)dx

3+ 2z 4 5e - d$:3$+27+56 —41n|z|.

Damit hat man z.B.
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Man integriert also in Summen mit konstanten Faktoren einfach gliedweise, dhnlich wie beim Ableiten.
(Nur sehr eingeschréinkt taugliche) Produktregel: ,Partielle Integration”:

(3.11) / Fz)g(z)dz = F(z)G(z) — / F(@)G(x)da.

Es bleibt also ein Integral iibrig, das nur hoffentlich 1osbar ist. Typisch ist das anzuwenden, wenn ein
Faktor ein Polynom, der andere Exponential- oder Logarithmusfunktion (beide allenfalls leicht veréindert) ist,
Anwendungsbeispiel:

/ln(x)d:ﬁ = /(ln(x) -1)dz =In(z) - = — / éxdz =zln(z) — .

Es ist sehr einfach, die Regel aus der Produktregel des Differenzierens herzuleiten, sie ist einfach die Umkehrung
davon:

(FG) = fG+ Fg, also
/ (F(2)G(x) + F(2)g(x))da

/f(m)G(a:)da: + /F(:U)g(m)dzc = F(x)G(z), nun erstes Integral hiniiber.

F(z)G(x), daher

é-Regel fiir lineare Transformationen von Funktionen, zu denen man schon Stammfunktionen kennt:

1
(3.12) /f(aa: + B)dx = EF(aa: + 3), wobei @ # 0 und F’ = f sind.
Anwendungsbeispiele:
1 (2z+3)101
100 .
/(QLE +3)"dx 5 TR
1 1
= —In|2
/2$+3daz 2n\;v+3|,

1 1
x — z In(2) — zln(2) _ Loz
/2 dx /e dx ln(Z)e ) 27,

Auch diese Regel bestéitigt man unmittelbar durch Bildung von

%éF(az +8) = éaf(aaz +8) = flaz + B).

Umkehrung der Kettenregel (oder Substitutionsregel) - wir schreiben das dzx hier links, das ist oft
niitzlich, insbesondere auch bei mehrfachen Integralen:

(3.13) / dr ' (2)g(f(z)) = / dug(u) = G(f(x)), mit G = g.

Wieder erhilt man durch Ableiten unmittelbar die Bestéitigung:

La(7(@) = o7 @) f @)

Der eingefiigte Zwischenschritt ist sehr niitzlich: Fiir f(z) wird die neue Integrationsvariable u eingefiihrt, und
man hat die Ersetzungszeilen:

du = f'(z)dx, gemiB 2—; = f'(z).
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Nun kann man formal ersetzen:

/dfvf’(x)g(f(w)) = /dug(U) =G =  G(f(=)).
du g(u) Riickeinsetzen
Anwendungsbeispiel:
Inz w2 1,
wie man folgendermaflen sieht:
v = In(z), g(u) =u,
1
du = —=dx
x

Weiteres Anwendungsbeispiel:

/d 1 1,2 /d (—2) 1 1,2 /d 1,
X - e 2 = — r(—x e 2% = — u e
V2T V2T \2r

mit der Substitution

1 ,
u = —§$2, g(u) = e,
du = —x
Damit hat man
[e%S) b
]. 1.,.2 1 1,.2 1 112
x e 2 dr=lim [z e 2% dr = lim — e 3 =0,
O/ \/ﬁ b—oo ] \/ﬁ b—oo \/%

ebenso ergibt sich

]. 1,.2 1 1.2
T e 2 dr= lim - e 2% =0,
/ V2T a——0co /21

daher ist der Erwartungswert einer standard-normalverteilten Grofle

o 1 0 1 ] 1
1.2 1.2 1.2
T e 2V dx = rT—=e 2% dm—i—/x—e_?x dz = 0.
/ V2T / V2T J V2m

Wir haben die Gelegenheit benutzt, nebenbei zu zeigen, wie man ein Integral mit unendlicher Grenze als
Grenzwert von Integralen mit endlichen Grenzen berechnet. Aber das Integral, das man hauptsichlich bei der
Standard-Normalverteilung benstigt, ndmlich

— 00

gerade das kann man nicht ausrechnen, sondern nur die Werte nihern wie in Beispielen weiter oben geschehen!
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