Ubungen Hohere Mathematik I1I Nr.7. / 28.11.03
Anwesenheitsiibung: 1) und I'=Funktion

B 1) Zum Mittelwertbegriff: Gegeben ein Ursprungskreis mit Radius R. In dessen Innerem liege ein
Punkt P mit Abstand a zum Ursprung. (Wie sollte man daher das Koordinatensystem legen?)

a) Es sollen zwei Formeln fiir den mittleren Abstand des Punktes P zum Kreisrand aufgestellt werden. Die
erste gehort zu folgender Interpretation

o Auf dem Kreis lduft eine zweiter Punkt mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um: Bestimmen Sie den
Mittelwert des Punktabstandes fiir einen Umlauf. Endform?

Die zweite Formel gehort zu folgender Interpretation

e In P drehe sich ein Radargeriit mit konstanter Winkelgeschwindigkeit: Bestimmen Sie den Mittelwert des
Abstandes fiir einen Umlauf. Endform?

b) Wie 148t sich der Integrationsbereich mit Hilfe der Additivitit verkleinern? (Das sollte man tun.)

¢) Berechnen Sie den Wert des Integrales fiir zwei naheliegende Extremfille von a.

d) In P befinde sich jetzt ein Massenpunkt der Masse M. Auf dem Kreisrand sei eine zweite Masse mit
konstanter Liniendichte o verteilt. Wie grof} ist die Gravitationskraft, die auf P ausgeiibt wird? (Integralformel).
Was ist, wenn o nicht konstant ist?

f) In P rotiert ein Massenspriihgerit mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Das Gerét spriiht jeweils nur in
eine Richtung, aber eine konstante Menge pro Zeiteinheit. Welche Massenliniendichte entsteht auf dem Kreis?

B 2) Wie steht es mit der Konvergenz bzw. Divergenz der folgenden Integrale im Sinne von Lebesgue.
Dabei sind a, 3, ...reelle duflere Parameter. Ebenso m>0. Meist sind die Integrale fiir gewisse dieser Parameter
konvergent, fiir andere divergent. U.U. bleibt ein unklarer Rest. Analysieren Sie die Integrabilitit mit der im
Skriptum beschriebenen Stategie bzw. durch explizite Berechnung des Integrales

Antwortbeispiel. Iy («) = fol dxxz® Antwort: |[x*| = z®. Direkte Berechnung zeigt: I (a) existiert
fiir & > —1. Divergent fiir o < —1.

11(04) = .. IQ(O{) = f]oo d$:caw ] J(Oé,ﬁ) :1f01 dzz® ln/i(lz)
K(a) = fo (m2:l-—mg;2)a K(a,8) = 0 % I(z) = f() dt (ln(%)
L:fol dﬁr;m S, B) = f01 dxx® sinﬁ(x)

B Setze £, (z) — nsin(nz) fir0 <z <X
0 sonst
a) Berechnen Sie I, = [, dz fn(x).
b) Diskutieren Sie das Konvergenzverhalten der Funktionsfolge n— f,, (Punktweise Konvergenz? Wogegen?
Gleichmiiflige Konvergenz? L!—Konvergenz?)
c) Wofiir liefert das ein Beispiel bzw. Gegenbeipiel? Wieso sind das monotone und das dominierte Konver-

genztheorem nicht anwendbar?
1

d) Dieselben Fragen fiir g, (z) = { 3 frnszsn

0 sonst

W 4) Welche Stelle der folgenden Rechnung ist zu rechtfertigen? Damit ist nicht die Auswertung der Reihe
gemeint!

1 dzln(z 1 00 0o 1 n 50 _1)k =2
o Tt = Jy delnaXpe ((-1)Fak = B2 ((—1)F [ dea™ Ine = -2 i = Iz

Wieso ist dieser Schritt zuldssig?

B 5) Zur I'—Funktion. Eine Vielzahl von Integralproblemen fiihrt auf die I'-Funktion von Euler. Einige
wichtige Definitionen und zugehorige Resultate seien nachfolgende zusammengestellt:



a) Der Einstieg kann iiber die folgende Integraldarstellung erfolgen

I‘(z):/ dte't*1
0

Fiir welche z€ C konvergiert das Integral?

b) Zeigen Sie I'(n) = (n — 1)! fiir n=1,2,.

c) T(z+1)=2I(z)

d) Wieso kann man das Resultat aus C zur Fortsetzung der Funktion"verwenden? Was folgt?

¢) Beweisen Sie I'(1) = /7 (Hinweis: [° d*z ¢ ¥ auf zwei Weisen berechnen!). Was ist T'(—3) und I'(3)?

f) Wiihlen Sie z=x€ R. Bringen Sie den Integranden in die Form e~/(:®): Bestimmen Sie das Maximum
to von t— f(¢, ) und ersetzen Sie dann f(t,x) durch das Taylorpolynom 2. Ordnung um tq. Vergrofern Sie
den Integrationsbereich von fooo dt auf ffooo dt... Berechnen Sie das entstehende Integral und gewinnen Sie so
Stirlings Formel

I(z) =V 2mat e "

Machen Sie einige zugehérige numerische Tests. Begriinden Sie (heuristisch) die Giiltigkeit der gemachten N-
herungen



