Klausur Hohere Mathematik III  6.1.2004

W 1) Ein Massepunkt bewegt sich unter dem Einfluss einer rdumlichen Oszillatorkraft.
a) Wie lautet die zugehorige Lagrangefunktion? (Korrekte Schreibweise)

b) Wieso ist "die" Lagrangefunktion keine ganz korrekte Formulierung?

c¢) Welche der iiblichen Erhaltungssiitze gelten und wieso? (Inspektion)

d) Wie lauten die zugehorigen Energiefelder H und H?

B 2) Fiir ein eindimensionales System sei | L(t,x,v)=23% ( a duBerer Parameter).
a) Bestimmen Sie die zugehorigen Beschreibungsgréfien p und H sowie die Euler-Lagrange-Gleichung des
Systems

Zur Rechenkompetenz: Rechnen Sie eines der beiden nachfolgenden Probleme durch:

bl) Bestimmen Sie die Extremalen des Problems und darunter alle, die (tg, o) mit (t;21) verbinden,
wobei tg # t1 ist. Hinweis: Nicht iiber den Energiesatz. Inspektion der ELG legt eine Substitution nahe, die
direkt zu einer anderen Erhaltungsgrofle fithrt! Man erhélt elementar losbare Differentialgleichungen

b2) Bestimmen Sie das Energiefeld H(t,x,p). Bestimmen Sie dann die Extremalen iiber die kanonischen
Gleichungen und alle die (t;21) mit (tex2) verbinden.

H 3) Das Ende eines ebenen Pendels werde auf einer horizontalen Stange unter dem Einfluss der Schw-
erkraft sinusférmig hin und herbewegt. Fiihren Sie eine geeignete verallgemeinerte Koordinate ein und
bestimmen Sie eine zugehorige Lagrangefunktion und die ELG. Hinweise: Ein Beitrag ist eine reine Zeit-

funktion. Was bedeutet das? Versuchen Sie es mit ‘ 7(t)=€1 Asin wt+L (e} cos a(t)-e sin a(t)) ‘ Skizze dazu!

B 4) Es sei (E,2, ) ein Mafiraum, wobei 2 Algebra iiber E und p Maf auf 2 ist. Es gelte u(E) = 5.
Weiter sei A,Be 2 mit AUB = F.

a) Was ld8t sich dann iiber die beiden Zahlen p(A) und u(B) ausagen? (Also: Welche mathe-
matische Beziehung mufl zwischen ihnen bestehen? Beweis?)

b) Was liBt sich aussagen, wenn p(E)=o0 ist?

B5) Sei W= (wy,ws,.,wy) € RY mit 0< w; <1 und i=1,2,..,N. Dazu betrachten wir das Funktional
H(w) = -2 ,w; In(w;). Fiir welche Vektoren @ wird H unter der Nebenbedingung X% ,w; = 1 extremal?
Fiir w=0 ist wlnw als 0 zu interpretieren. Die Anwendung des allgemeinen Schemas liefert sofort eine Bedin-
gung, deren Losung Sie per Inspektion sehen sollten! Dann kénnen Sie auch den Rest durch fallspezifische
Inspektion kldren.

B 6) Berechnen Sie fiir ¥(z,y) = % < ; > und 1?2 = 22 + y? die Divergenz. Weiter sei Q1(e, R) =

{( ;j le?2 < 2% + y? < R?} mit 0<e < R. Was folgt, wenn man mit dem gefundenen Resultat fiir die

Divergenz in den Gausschen Satz eingeht?

B 7) In der Figur sind 4 Graphen skizziert, die durch folgende Gleichungen festgelegt sind: y=x? und
y=2x% und x=y? und 4x=y? . Identifizieren Sie diese 4 Graphen. Sie bestimmen ein rombenférmiges
Flachenstiick R, dessen Flicheninhalt bestimmt werden soll.

2
Fiihren Sie dazu neue Koordinaten (u,v) wie folgt ein{ u=<%- und v:%z . Das Flachenstiick wird im

u-v-Raum zu einem Rechteck, ndmlich % < v <1und 1< u < 4. Berechnen Sie den Fléicheninhalt A(F) jetzt
mit Hilfe der Substitutionsregel. Denken Sie daran, dass Sie zunéichst (x,y) durch (u,v) ausdriicken miissen!
Schiitzen Sie zunéchst die Groflenordnung von A(F), um am Ende das Resultat vergleichen zu koénnen.
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Kommentierte Losungen und Ergebnisse

H 1) Ein Massepunkt bewegt sich unter dem Einfluss einer rdumlichen Oszillatorkraft.
a) Wie lautet die zugehorige Lagrangefunktion? (Korrekte Schreibweise)

b) Wieso ist "die" Lagrangefunktion keine ganz korrekte Formulierung?

c¢) Welche der iiblichen Erhaltungssiitze gelten und wieso? (Inspektion)

d) Wie lauten die zugehorigen Energiefelder H und H?

v a) Konfigurationsraum V3 :
k
L(t,7,7) = =i — ~ 32
2
b) L ist durch das physik. System (nicht Problem!) nicht eindeutig bestimmt. Versch. Lagrange-

funktionen fiihren zu denselben ELG. Vgl. Skript!

¢) Energierhaltung ( L hingt nicht von t ab) und Drehimpulserhaltung ( Das Potential héingt
nur von r=|7| ab. Siehe Ubung, Noether! )

d) Vorzeichen pot, Energie!!!

- m k
Ht. 2.7 = g S

(t,Z,7) 50 + 57

)
- p k 9

H(t S

t.2,9) om T 27

A
B 2) Fiir ein eindimensionales System sei | L(t,x,v)=73% ( a duBerer Parameter).

a) Bestimmen Sie die zugehorigen Beschreibungsgréfien p und H sowie die Euler-Lagrange-Gleichung des
Systems

Zur Rechenkompetenz: Rechnen Sie eines der beiden nachfolgenden Probleme durch:

bl) Bestimmen Sie die Extremalen des Problems und darunter alle, die (tg, o) mit (t;21) verbinden,
wobei tg # t; ist. Hinweis: Nicht iiber den Energiesatz. Inspektion der ELG legt eine Substitution nahe,
die direkt zu einer anderen Erhaltungsgrofie fiihrt!

b2) Bestimmen Sie das Energiefeld H(t,x,p) und daraus die kanonischen Gleichungen des Systems (End-
form)

¥ a) Impuls und Energiefeld:

e L
p= (x+v)2 a
- av a T+ 2v
H(t = =
(t,2,v) (m+v)2+x+v a(m—l—v)2
bl) Die ELG:
d a a
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Oder unter Verwendung des verallg. Impulses: | p(t) = p(¢) !

Y Aber man kann -sollte vielleicht - hier noch weiter rechnen:
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(=2)(@(t) + 2(t) — (2(t) +2(t)) = 0

z(t)+3%(t)+5x(t)=0




Gleichung vom Oszillatortyp mit zwei reellen Eigenwerten A\; = —1 und Ay = 7% und allgemeiner

Losung

Xeq(t)=ce 2t + de~* c,d frei!

% Der vorgeschl. erste Weg, der meist gegengen wurde : Setze [ u(t)=(v(t) 4+ z(t)) >

u=p!)
w(t) —u(t) = 0
u(t) = Ceét C frei!
i(t) +a(t) = Ce 3 (Riickeinsetzen, Schar v. Differentialgl.)

Faustregel! Ansatz x,(t) = Ae 2 gibt
1
AL +n=0

Allgemeine Losung erneut gefunden:

Xeq(t)=2Ce 2t 4+det|  C,d frei!

Oder in Anfangswertform:
aj,yg(t) — 76—%(t—to) + Se—(t—to)

% Den AW (t1,21) einbauen

_1 _
x1 = 2ce 2 4 deh

1 1
d = et |::L’1 — 2ce 2t1} = gyelt — 2cezh

Also  (noch c frei!)

1 _ 1 _ 1 el
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Oder leichter mit v+ § =

X4 (t)=ye ™2 (=11 (x) ) e~ (b= 11) v frei.

% Und jetzt der Endpunkt (tg,x2)
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(also

Wenn in einem Endresultat ein freier Parameter auftritt, dann sollten Sie das

notieren! Das ist relevant.



% Einige Beispiele der durch den AW (1,1) hindurchgehenden Extremalenschar. Fett fiir c=1.
c¢=5 ist der herausfallende Graph
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% b2) Der Weg iiber die kanonischen Gleichungen

a 1
= — _=_]2
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Das gibt die alte Gleichung des ersten Weges. Also | p(t)=ke™? |.
und x(t)+x(t)=vake—*t = ce~2* Der Rest wie oben!

In der Aufgabe wurde es wieder deutlich: An der zusammenfassenden Darstellung eines Endresul-
tates oder Zwischenresultates haben viele von Thnen kein Interesse! Aller moglicher Quatsch wird
notiert, nur nicht das eigentliche Resultat!

B 3) Das Ende eines ebenen Pendels werde auf einer horizontalen Stange unter dem Einfluss der Schw-
erkraft sinusférmig hin und herbewegt. Fiihren Sie eine geeignete verallgemeinerte Koordinate ein und
bestimmen Sie eine zugehorige Lagrangefunktion und die ELG..

Hinweis: Versuchen Sie es mit | 7(t)=€1 Asin wt+L(€} cos a(t)-€5 sin a(t)) ‘ Skizze dazu!

Vv Die Winkelwahl ist etwas unphysikalisch, da es sich um den Winkel mit der horzontalen Achse

handelt. Man konnte besser i mit a = —% + 9 nehmen, sollte aber darauf hinweisen!. Aber fiir den
Lagrangeformalismus ist das irrelevant.

—,

7(t) = €1 (Aw coswt — La(t) sin a(t)) — éx La(t) cos a(t) = 9(t)



P(t) = (Awcoswt — Lév(t)sina(t))® + &2(t)L? cos® at)
= A%w% cos® wt — 2ALwa(t) coswtsin at) 4+ &2 (t) L

Der erste Term ist eine reine Zeitfunktion und kann fortgelassen werden. Es folgt

L(t,a(t),a(t)) = %LQdQ(t) — mwALcoswt - &(t) sin a(t) — mgLsin «(t)
Lt,a,a) = %LQO&Q — (mALw coswt) asina — mgLsina =0
Also p
— (La(t) — Awcoswt - sina(t)) + Aw coswta(t) cos a(t) + gcosa(t) =0
dt

La(t)+Aw? sin(wt)sin a(t)+gcos a(t)=0

Lap(t)+Aw? sin(wt)cosy(t)+gsiny (t) =0

Oder - wobei wir gleich noch mit der Differentialgleichung fiir das kreisformig getriebene Pendel aus Kap.
7.0 vergleichen:

'o'z(t)—&—AT‘*’2 sin(wt)sin a(t)44% cos a(t)=0

0(t) + 222 sin(6(t) — wt) + £ cos B(t) = 0.

A
W 4) Es sei (E,2, ) ein Mafiraum, wobei 2 Algebra iiber E und p Mafl auf 2 ist. Es gelte u(F) = 5.
Weiter sei A,Be 2 mit AUB = E.

a) Was 14t sich dann iiber die beiden Zahlen u(A) und p(B) ausagen? (Also: Welche mathe-
matische Beziehung mufl zwischen ihnen bestehen? Beweis?)

b) Was 148t sich aussagen, wenn p(E)=c0 ist?
v (*) Wir wissen XC Y ergibt u(X)C u(Y).

Setze S=ANB. Dann ist E=AU(B — 5). disjunkt. Also 5=p(A)+u(B-S). Ebenso ist u(B)=p(B-
S)+u(S). Alle diese Mengen liegen in der Algebra. Zusammen

5 = pE)=p(A) + (B~ 8) = u(4) + u(B) - (5
[1#(A)+u(B)=5+u(S) |
5 < w(A4)+p(B)<10.

In der Aufgabenstellung wird micht vorausgestzt, dass A und B disjunkt sind, wie mehrfach
angenommen! A

B5) Sei W= (wy,ws,.,wy) € RY mit 0< w; < 1 und i=1,2,..,N. Dazu betrachten wir das Funktional
H(w) = —XN ,w; In(w;). Fiir welche Vektoren @ wird H unter der Nebenbedingung X ;w; = 1 extremal?
Fiir w=0 ist winw als 0 zu interpretieren. Die Anwendung des allgemeinen Schemas liefert sofort eine Bedin-
gung, deren Losung Sie per Inspektion sehen sollten! Dann kénnen Sie auch den Rest durch fallspezifische
Inspektion kldren.

v K(W) = =% (w; Inw; + Aw;)  Das Funktional

K/(w) = llnw; + 1+ A =0 fiir i=1,2,..,N  (Ableitungsbedingung)

Also alle w; = —1 — A. Nur ein Wert. w; = we = ... = wy Die Nebenbedingung gibt Wi:% Das

ist das glatte Extremum. Wir haben 0< H(w).  Also: Gefundener Wert gibt ein Maximum und w; = 0

fiir iZ k und wy = 1 gibt N absolute Minima mit Wert 1. (Sonst kann der Wert Null nicht angenommen
werden!




Es sollte nicht nur formal wie ein kleines Maschinchen gerechnet werden, sondern ein Sachverhalt war zu
klaren. Die Extremwerte existiern, werden angenommen, weil es eine stetige Funktion auf einer kompakten
Menge vorliegt!!!

A

B 6) Berechnen Sie fir 9(z,y) = & ( 5 ) und r? = 22 + y? die Divergenz. Weiter sei Q;(g, R) =

{( z ) le?2 < 2% + y? < R?} mit 0<e < R. Was folgt, wenn man mit dem gefundenen Resultat fiir die
Divergenz in den Gausschen Satz eingeht?
v Fiir & # 0 gilt:

.’172 + y2
r

divi(z,y) = 0pv1 + Oyva = (—22%r ™ +772) + (=2y%r 4 7r72) = =2 +2r72=0
Also liegt die Situation des Vorbereitungsblattes vor. Allerdings ist das Integral stets Null.
Gemeint war eigentlich noch zusétzlich x,y> 0. Dann gibt der Gaussche Satz:

Man hat 0=, d*zdivi(Z) = Jag, dii(Z) - (%) wobei 7i(Z) die dulere Normale ist. Es liegt hier ein
Integral vom "Hyperflichentyp" vor, wie im Skriptum besprochen und zwar fiir dimV=n=2. D.h. n-1=1.
Nicht etwa ein iibliches Kurvenintegral, obwohl iiber eine Kurve integriert wird.

Der Gaussche Satz besagt hier, dass der Fluss durch den Kreis immer denselben Wert 27 R - % hat
unabhéngig vom Radius.

Wieder - die Divergenz ausrechnen, das klappt. Aber dann iber die Bedeutung nachdenken, da hért es
vielfach sofort aus!!!

B 7) In der Figur sind 4 Graphen skizziert, die durch folgende Gleichungen festgelegt sind: y=x? und
y=2x2 und x=y? und 4x=y? . Identifizieren Sie diese 4 Graphen. Sie bestimmen ein rombenférmiges
Flichenstiick R, dessen Fliacheninhalt bestimmt werden soll.

2
Fithren Sie dazu neue Koordinaten (u,v) wie folgt ein{ u=%- und VZ%Q . Das Flichenstiick wird im

u-v-Raum zu einem Rechteck, nimlich % < v <1und 1< u < 4. Berechnen Sie den Fléicheninhalt A(F') jetzt
mit Hilfe der Substitutionsregel. Denken Sie daran, dass Sie zunéichst (x,y) durch (u,v) ausdriicken miissen!
Schitzen Sie zuniichst die GroBenordnung von A(F'), um am Ende das Resultat vergleichen zu kénnen.

v

2 4 12

u=% xu=y? Xu="3 uv? =23 x=usvs
:ra:2 2 4 2,0 _ .3 2 1

V=5 yv=x yv=1i; u'v =1y y=u3v3

2 2 1 1
%U*Mﬁ %ugv’i . 1 4 1 I
5 11 2z _2 Determinante - — === A=3
FUT3U3 zusv s 9 9

4 1
1 1 1 1
Pzl = d dv==3- == =—
/F v /1 “/ 3T 27372

Bemerkung: Die angefiithrte Methode fithrt auch leicht zum Ziel, wenn man etwa y=2x2 durch
y=px? ersetzt. Dann wird die Berechnung ohne Substitution viel miihsamer. In unserem Fall
liegen beide Schnittpunkte bei x=1, so dass man auch wie folgt rechnen kann:

Die 4 Schnittpunkte liegen unten bei (27,273) und (1,1) und oben bei (1,2) und (43,43 ). Daher
kann man das Integral ohne Substitution auch wie folgt berechnen:

1 22 43 27
/d2x1 = /2d$/ dy+/ d:r/ dy
F 273 VT 1 2
1

_ /22dx(2x2—\/§)+/14%dﬂc(2\/§—x2)::

_|_

3

| =
Wl
)

wobei einige Zwischenrechnungen ausgelassen sind.



A
(Vorldufige) sehr unbefriedigende Punkteverteﬂung: (Maximum ca 40)
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