Kap. 2.1 fehlt noch

2.2 Datensatze und Folgen

2.2.0 Der Weg ins Unendliche: Vom Datensatz zur Folge

(2.0.1) Die menschliche Erfahrung spielt sich im Bereich endlich vieler Operationen ab, faktisch sogar sehr
weniger. Denkens Sie an die Addition von Zahlen oder an Zeitmessungen. Man addiert 3 oder vielleicht 30
Zahlen, mehr nicht. Man mifit die Zeitdauer eines bestimmten Vorganges, sagen wir einer Pendelschwingung.
Wie oft? Einige wenige Male. .... Aber das ist immer noch weit entfernt von unendlich.

(2.0.2) Was ist, wenn man sich vorstellt, man konne Erfahrungen zu Vorgéngen mit unendlich vielen
Operationen ausfithren? Sagen wir die Addition von unendlich vielen Zahlen. Was kiime dabei heraus? Man
konnte das operativ so realisieren: Fiir die erste Addition benotigt man 1s (Sekunde). Fiir das Hinzzuadieren
der niichsten Zahl benétigt nur noch 1/2 s. Fiir das der néichsten 1/4 s, dann 1/8 s usw. Kann man einen
Zeitpunkt angeben, an dem man fertig ist? Und was wire das Ergebnis? Klappt es auch, wenn man fiir den
3. Schritt 1/3s statt 1/4s benotigt, fiir den 4. Schritt 1/4s statt 1/8s usw.? Wir werden sehen, dass man im
ersten Fall fertig wird, obwohl es keine "letzte Addition" gibt, im zweiten nicht.

(2.0.3) Die Notwendigkeit, zumindest gedanklich unendlich viele Operationen auszufiihren, ist seit alter-
sher bekannt. Denken Sie an die Bestimmung des Wertes der Kreiszahl = mit Hilfe von approximierenden
Vielecken.

(2.0.4) Bemerkenswerterweise liefert die Mathematik in vielen Fillen eine Antwort auf die gestellte
Frage Was kdme heraus, wenn man Erfahrungen mit unendlich vielen Operationen sammeln kénnte? Wenn
man also mit {ibernatiirlichen Kriften seine rechnerischen Fiahigkeiten beschleunigen kénnte, so wie oben
angedeutet! Die Mathematik liefert in vielen Fillen ein Resultat der folgenden Art: Es kommt einerseits
ein wohlbestimmtes Ergebnis heraus und andererseits 1é43t sich dieses auch angeben.

(2.0.5) Fiir die Physik ist dieser Sachverhalt von grofiter Bedeutung, weil viele (fiir die praktische Arbeit)
wichtige und erfolgreiche Idealisierungen auf derartigen "Ubergéingen ins Unendliche" beruhen. Dazu
gehort etw die Wahrscheinlichkeitsrechnungh, die Beschreibung von Materie durch eine kontinuierliche Dichte
oder umgekehrt durch punktformige Atome. Unstetige Einschaltprozesse usw, usw.

(2.0.6) Den Ausgang fiir die Behandlung von Fragen dieser Art bilden die Abbildungen (I,, .k— a, M)
vom Datensatztyp. Durch vorgestelltes Sammeln von "immer mehr" Daten erhélt man schliellich Abbildung
vom Folgentyp (N k— ag, M ). Die Verhaltensuntersuchung von Folgen ist daher unser erstes
Etappenziel.

(2.0.7) Und eine solche Verhaltensuntersuchung beginnt mit der Erstellung eines zugehérigen Begriffssys-
tems.

Einige Beispiele fiir das Auftreten von Folgen.

(2.0.8) Beispiel: Die Vorgabe einer rekursive Formel zur Berechnung des jeweiligen Nachfolgers gibt

einen ersten Beispieltyp. Sagen wir |x,+1 = %(xn + %) . Legt man dann noch einen Startwert xq

fest, dann ist jedes Folgenglied x, im Prinzip eindeutig festgelegt und man kann es mit endlich vielen
Rechenschritten erreichen. Was geschieht bei "unendlicher Wiederholung" dieser Rechnung? Genauer: Was
kann man iiber das Verhalten der Folge n— x,, fiir wachsendes n aussagen? Nehmen wir als Beispiel xg = 2.
Dann scheinen mit jedem neuen Folgenglied weitere Nachkommastellen festgelegt zu werden.

n= |[0]1 2 3 4 )
xp= |2 | 15| 1.4166.. | 1.414215686.. | 1.414213562374 | 1.414213 562 373...

Zwei Moglichkeiten des Verhaltens fiir immer weiter laufendes n  bieten sich an, die wir mit (K) und (D)
bezeichnen wollen:

(K) Falls ein stabiler Grenzwert existiert, falls also x,, sich mit zunehmendem n einem festen
Wert beliebig néhert, dann sollte dieser Wert erfiillen und unsere Formel liefert (iiber

die entstehende quadratische Gleichung) dafiir nur die beiden Kandidaten +v2 . Ist xg > 0
gewihlt, dann sind alle x,, > 0 und es muss ++/2 sein. Experimente mit dem Taschenrechner
oder Computer deuten sofort stark darauf hin, dass dies der Fall ist. Zur verdeutlichung bilden



wir eine neue Folge, nimlich n— z,, — v/2. D.h. wir subtrahieren den erhofften Grenzwert. Der
Beginn der neuen Folge sieht so aus:

n 0 1 2 3 4
X, —v2 0085 [ 24x1073 [ 2.1x1076 [ 1.6 x 10712 | 9x 1072

Also stimmen hier bereits fiir n=4 etwa 24 Nachkommastellen von x4 mit denen von V2 iiberein.
Aber "geht das wirklich immer so weiter"?

[ Versuchen Sie aber einmal die rekursive in eine explizite Formel umzuwandeln, etwa x3 durch xy auszudriicken!
(Computeralgebrasystem verwenden!)

(D) Falls kein solch stabiler Grenzwert existiert, was ist dann? Hier wire zu iiberlegen, was dann
fiir ein Verhalten iiberhaupt moglich wiire. Eine einfache Moglichkeit wire, dass x,, immer weiter
wichst. Aber es gibt natiirlich noch viele weitere denkbare Verhaltensmuster. Die Experimente
mit endlich vielen Operationen deuten jedoch darauf hin, dass zumindest die Folgen unseres
Beispieles nicht hierher gehoren. Aber kénnen wir sicher sein?

(2.0.9) Beispiel: Die harmonische Reihe. Auch diese Folge definieren wir zunéchst rekursiv

— _ 1
Sl—lasn+1—5n+n_+1~

Wie verhilt sie sich? Veranschaulichung des Folgenbeginns mit dem Computer (Graphenstandpunkt) zeigt
Wachstum. Trégt man die Daten logarithmisch auf, erhélt man den Eindruck linearen Wachstums in In(n).
Daher wird man als néichstes die Folge n— (s, —In(n)) betrachten und deren Verhalten untersuchen. Es zeigt
sich, dass diese Folge beschrinkt bleibt. Hier - fiir s,, - scheint also der Fall (D) vorzuliegen.
O Es ist in diesem Fall leicht, die rekursive in eine explizite Formel umzuwandeln. Tun Sie das.

(2.0.10) Beispiel: Jetzt betrachten wir n— t,11 = t, + ﬁ Das ist eine leichte Abwandlung des
zweiten Beispiels. Es zeigt vollig anderes Verhalten, namlich wieder eines vom Typ (D).

Offen bleibt die Frage, wie man derartige Vermutungen beweist, sichert.

(2.0.11) Beispiel: Jetzt betrachten wir n— ¢,+1 = ¢, + z". Hierbei sei x€ R ein dufierer Parameter und
qo = 1.. Die zugehorige explizite Formel ist

Gn=14+z+z*+. . +a"=%7_ga"

wie man sofort sieht. Hierfiir gibt es nun aber die Formel fiir die endliche geometrische Reihe

1— $N+1

Gn=14z+z>+. 42" =
1—2

mit deren Hilfe man das Verhalten der Folge in den Griff bekommt, genauer: Es auf bekannte mathematische

Resultate zuriickfiihren kann. Dazu schreiben wir

_xn—l—l

l4z+22+...+a" =
1—=x 1—=x

interessierende Grofie SN N~
fest Fehler

und schreiben die interessierende Grofie als Summe einer festen (von n unabhingigen) Grofie und einer Grofle,
die wir Abweichung oder Fehler nennen.

Ist |x|<1, dann wird dieser Fehler immer kleiner, geht nach Null, da dann x"**! dies tut. Der feste Term
sagt voraus, was sich nach unendlich vielen Schritten ergeben sollte. Hat man dagegen |x|>1, dann wird auch
die Abweichung betragsmiflig immer grofier und der feste Term bildet eine immer schlechtere Voraussage.

(2.0.12) Beispiel. Was ist die Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl? Sagen wir = = 3. 141 592 653
5898..... 7 Offenbar konnen wir das wie folgt schreiben

1 4 1 5 2k
m=3+ 1ot + 102 + 108 + 1ot + ... —Eklok
wobei z; immer eine Ziffer ist, eine natiirliche Zahl zwischen 0 und 9. Oder rekursiv 7,41 = 7, + 1—20%.
(2.0.13) Beispiel: Die Cantormenge. Vgl. Kap 1....



2.2.1 Das Begriffssystem fiir Zahlfolgen

(2.1.1) Wir betrachten jetzt Zahlfolgen, also Abbildungen des Typs a=(Nn—a,,C). Wir wollen das
zugehorige Begriffssystem ausbauen. Wir werden solche Folgen vielfach vom Feldstandpunkt aus darstellen,
also schreiben ag, a1, as,.... Die Werte a,, der Folgenabbildung a nennt man auch die Folgenglieder. Halten
Sie beiden auseinander: Die gesamte Abbildung und einzelne Glieder. Hat man eine Berechnungsformel wie
an = p_q # , 0 kann man durch Rollenwechsel zwischen Abbildung und Folgenglied wechseln.

(2.1.2) Der Feldstandpunkt ist Ausgangspunkt der verbreiteten Schreibweise (ay)xen fiir Folgen, die zeigt,
dass eine Folge in gewisser Weise ein unendliches Tupel ist.

(2.1.3) Was ist eine | Teilfolge von a|? ap,as,aq,.... soll eine sein. Dagegen ag, as, a1, aq, ag, ... keine.

Hierzu definieren wir:

Definition: S€l o : N — N eine injektive monoton wachsende Abbildung.
Dann bezeichnen wir b:N — C mit by, = ag (1) als Teilfolge von a.

Das erste Beispiel mit by = agy, ist eine Teilfolge mit o (k) = 2k. Im zweiten Fall ist die Monotonie ( also
i<j= 0(i) < o(j)) verletzt. Etwa durch (o(1) =2) > (0(2) =1).
00 Weitere wichtige Teilfolgen: ay,any1,an+2,.... oder aj,as,as,...oder ag,as,aq,as,.... Wie sieht das zuge-
horige o jeweils aus?
(2.1.4) Natiirlich kann man aus einer gegebenen Folge neben den Teilfolgen noch weitere | abgeleitete Folgen ‘

bilden. Einige wichtige geben wir an:

Es sei 7 : N — N bijektiv, also eine Permutation von N. dann entsteht b, = ar(,) aus a durch
Vertauschung der Folgenglieder ( ag,aq,as,as,az,ais,a1s,... etwa entsteht durch Vertauschen
der Glieder einer Teilfolge!)

Eine zweite wichtige abgeleitete Folge ist die Folge der Betrige. Zu a=(N,n — a,,C) bilde
la] = (N, |an], [0, o).
Fiir a=(N,n— (—1)",R) etwa hat man |a|=(N,n— 1,R). Das ist eine konstante Folge.

O Etwa zu f=(N jn— e™, C) bilden wir [f|=(N n— |e™| =...7..).

(2.1.5) Bei der Zordnung n— % ist n=0 nicht zugelassen. Man hilft sich, indem man umnumeriert und k—
k+r1 betrachtet. Teilweise ist es jedoch besser, die alte Numerierung zu behalten und stattdessen den Beginn
zu verschieben. Fiir die Verhaltensdiskussion fiir grofe n sind eventuelle Sonderfille und Abnormitéten
zu Beginn ja bedeutungslos. Wir vereinbaren, dass wir solche abweichenden Anfangsglieder bei Bedarf
stillschweigend fortlassen, wenn esw nur um das Verhalten fiir n— oo geht. Folgende Sprechweise ist iiblich:
Gilt eine Eigenschaft der Gleider einer Folge erst ab einem Wert Ng, dann sagt man, die Eigenschaft gelte
fiir fast alle n. Also: "fast alle" bedeutet "bis auf endlich viele Ausnahmen".

2.2.2 Verhaltensveranschaulichung und einige charakteristische
FEigenschaften von Folgen

(2.2.1) Die giinstigste Veranschaulichung ist die vom Graphenstandpunkt, eventuell mit gewissen spezi-
fischen Modifikationen. Horizontal trigt man den Anfang der Urbildmenge auf und heftet dann jeweils als
vertikale Hohe den zugehorigen Feldwert an. Die Frage ist hiufig, wie weit man mit n gehen kann. Trigt man
ausreichend viele n in kurzem Abstand auf, gehen die diskreten Punkte in einen Kurvenzug iiber. Manchmal
ist es giinstig, horizontal nicht n, sondern den Logarithmus von n aufzutragen. Damit wird der Weg "n nach
unendlich" komprimiert. Ebenso kann man vertikal eine logarithmische Auftragung versuchen, eventuell des
Betrages des Abstandes zu einem Grenzwert.



(2.2.2) Wir betrachten das Beispiel der harmonischen Reihe mit |a,, = 22:1% . Im ersten Bild sind die

ersten 20 Glieder aufgetragen. asg ist etwa 3.6. Beachten Sie a; =1, ag = % USW.

2 3 4 5 6 7 8 9

01 10 11 12 13 14 16 16 17 18 19 20

Einige Beschreibungsmerkmale: Alle Folgenglieder (=Folgewerte) sind positiv. Man sagt, die Folge habe pos-
itive Glieder oder manchmal verkiirzt: Die Folge sei positiv. Aulerdem wachsen die Werte mit zunehmendem
n. Man spricht von einer monoton wachsenden Folge. Aber sind die Werte auch beschrénkt? Das ist im Bild
noch nicht zu erkennen, auch nicht abzuschétzen. Ebensowenig ist vom Bild sicher, ob die Monotonie immer
weiter erhalten ist. Die rekursive Form des Rechenausdrucks zeigt das allerdings sofort: Der Nachfolger ist
immer um das Stiick n+r1 grofler. Aber dieser Zuwachs wird immer kleiner, geht nach Null. Im nichsten
Bild sind die ersten 2000 Glieder aufgtragen, nur noch die Endpunkte, nicht mehr die gesamte Feldhohe.
Der obere horizontale Strich hat die Hohe von agg. Man sieht Iso deutlich weitere Zunahme. Aber irgendwie
wirkt die Form dhnlich zur Form der ersten Figur.

S

/

(2.2.3) Als néchstes tragen wir a,, gegen log(n) auf, stauchen die horizontale Achse also stark zusammen.
Ein Horizontalwert 4 steht daher fiir 10, Insgesamt geht n in diesem Bild bis 500000. Jetzt liegt die
Vermutung ziemlich nahe, das a,, mit log(n) linear anwichst: a, ~ alog(n) + S.

1

Aber die Frage bleibt, ob sich dieses Verhalten nicht irgendwann fiir viel gréfieres n doch éndert. Wir haben
noch keinen Beweis unserer Vermutung.

(2.2.4) Projiziert man in derartigen Bildern fiir Graph(a) die Figur auf die vertikale Achse, dann er-
hilt man die Menge Bild(a). Eine Folge heifit nach oben beschrinkt, wenn Bild(a) als Menge nach oben
beschrénkt ist. In unserem Fall erhebt sich die Frage: Ist die Folge der harmonischen Reihe wirklich nach
oben unbeschrankt?



2.2.3 Vorgabemethoden fiir Folgen

Wie werden Folgen in der Regel vorgegeben? Das ist hdufig der erste Schritt einer Problemdiskus-
sion. Wir nennen die wichtigsten Methoden.

(2.3.1) Vorgabe iiber eine explizite Berechnungsformel

e — Durch Angabe einer expliziten Berechnungsformel. Etwa a, = % oder b, = /ne'1 ) Ein
spezielles Beispiel bilden die konstanten Folgen a,, = ¢. Wie steht es mit c,, = ﬁ ? Hier ist co
nicht zulissig. In den meisten Fillen sind die ersten Folgenglieder fiir die Verhaltensdiskussion
bei n nach unendlich irrelevant. Dann betrachtet man stillschweigend die Teilfolge der Glieder ab

n=3. Numeriert diese auch nicht um.

— Die Berechnungsformel gehort vielfach zu einer vertrauten reellen Funktion. Oder: Die Folge ist
einfach die Restriktion einer Funktion auf die natiirlichen Zahlen. So ist a, = % die
Restriktion der Hyperbelfunktion x+— % auf die Zahlen 1,2 3,.... Kennt man dann das Verhalten
der reellen Funktion, so kann man oft bequem Schliisse auf das Folgenverhalten ziehen!

(2.3.2)Vorgabe iiber eine rekursive Berechnungsformel

e Durch Angabe einer rekursiven Berechnungformel sowie eventueller Anfangswerte. Siehe dazu die
Eingangsbeispiele. Aber auch a,+1 = a, + na,_1 ist ein Beispiel. Hier allerdings muss man ag und
a1 als Anfangswerte vorgeben.

[0 Berechnen Sie fiir das letzte Beispiel ag, .., a5 wenn ag = a; = 1 ist und wenn ag = 1 und a; = « ist.

e — Vorgabe durch Iteration einer Funktion. Ist R — R oder f:C — C eine Funktion, dann gibt
Xn+1 = f(x,) eine Rekursion. Natiirlich ist zusitzlich ein Startwert x( festzulegen.

(2.3.4) Durch verbale Festlegung der Zuordnung wie "Sei p, die n-te Primzahl" und darauf auf-
bauende Konstruktionen, etwa "m,, = Anzahl der Primzahlen bis n". Die erste Folge beginnt wie folgt:

1123|145 |6 [7 |8 |9 (10|11 ] 12|13
2135|711 1317192329 |31 | 37|41

und die zweite, die man auch Verteilungsfunktion nennt

11213456 |7|8]9]|10|11]12]13
O(1 (22334444 |5 |5 |6

Solche Verteilungsfunktionen erweisen sich vielfach als niitzlich.
(2.3.5) Hat man eine Folge gegeben, so erhilt man weitere Folgen durch Bildung von Teilfolgen und
abgeleiteten Folgen. Vgl.

e "Auswahlfolgen" Siehe etwa (2.6.8). Ein allgemeines mathematisches Resultat.sichert die Existenz
einer Folge mit bestimmten Eigenschaften. Dann kann man mit dieser Folge argumentieren, daraus
Konsequenzen herleiten, auch wenn man die Folgeglieder nicht kennt, nur weif}; dass sie existieren.

(2.3.6) Die Restriktionsmethode aus (2.3.1) ist besonders niitzlich. Wir geben ein Beispiel. Dazu betra-
chten wir f=(R,x— x%e~% R) und restringieren auf N. Also fiy in der Schreibweise von Kapitel 1. Das gibt
fiir a=f|yy die ersten Folgenglieder (links die Graphik, rechts die Tabelle)

os] n= 0 1 2 3 4 5 6
'47 apn= 0 1%7' 2%¢72 3%3 4%t 5% ° 6% C
' a,= 0 037.. 0.54.. 045... 0.29.. 0.17  0.092.




(2.3.7) Jetzt noch ein Beispiel fiir die Funktionsiteration aus (2.3.2). Wir wéhlen f(x)=ax(1-x). Hierbei
sei a #uflerer Parameter. 2<a<4 ist der interessante Bereich. Fiir xq sollte man eine Zahl zwischen 0 und
1 wihlen. Die Bilder zeigen das Anfangsverhalten der entstehenden Iterationsfolgen fiir a=2.9 und a=3.4
und a=3.9 dargestellt vom Feldstandpunkt.In den ersten beiden Bildern sind die ersten Glieder von n=3 bis
n=23 aufgetragen. Alle Werte liegen zwischen 0 und 1. Im ersten Fall scheinen sich die Werte rasch einem
Grenzwert zu nidhern. Im zweiten dagegen wechseln sie zwischen zwei Werten. Oder die beiden Teilfolgen
n— Zg, und n— 2,41 scheinen unterschiedlich Grenzwerte zu haben. Im dritten Bild fiir a=3.9 dagegen
ergibt sich keine Regelméfligkeit. Zur Verdeutlichung sind iiber 30 Glieder aufgetragen. Allerdings liegen
alle Werte immer noch zwischen 0 und 1. .

i
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2.2.4 Die Algebraische Struktur des Folgenraumes (Kap.34)

Sei (N ,C) die Menge aller Folgen. Dazu kann man zunéchst Teilmengen bilden. Etwa F(N ,R) oder F(N
,Z). Letzteres ist die Menge aller Folgen mit ganzzahligen Werten. Jede dieser Mengen tréigt eine algebraische
Sruktur. Die ersten beiden sind Vektorriume iiber C bzw R, die dritte ist Z—Modul. Aber man hat auch

1

eine Ringstruktur, die durch Wertemultiplikation entsteht. Sagen wir a = (W)%N und b=((—1)"n)
(=D"n

- _ n 1
CEsYE: )n . als neue Folge. und natiirlich a+b= ((—1) n+ W)

[0 Weisen Sie die Ringstruktur fiir ﬁie drei gegebenen Fille nach.

[J Wann kann man die Folge % bilden? Was ist, wenn a,, = 0 nur vfiir endlich viele n gilt.

0 Wieso ist "Nur endlich viele a,, sind Null" nicht dasselbe wie "Nur fiir endliche viele n ist a,, = 0”7 Halten
Sie beides sorgfiltig auseinander!

neN *

Dann bilden wir ab:( .
neN

2.2.5 Folgenverhalten (I): Nullfolgen und konvergente Folgen

(2.5.1) Von besonderer Bedeutung ist die Teilmenge der Nullfolgen. Das sind - intuitiv gesehen - Folgen,
deren Folgenglieder sich beliebig genau der Null nihern. Also ein Verhalten zeigen wie es der Beginn der
Folge n— z,, — v/2 aus (2.0.8) zeigt. Auch die Folge aus (2.3.6) scheint eine Nullfolge zu sein. Die Fol-
gen aus (2.3.7) zeigen die geforderte Eigenschaft (noch??) nicht. Um zu verstehen, was Nullfolge genauer
bedeutet, stellen wir uns vor, dass alle Folgenglieder a,, als Dezimalbriihe vorgegeben sind. In einem Sicht-
fenster werden - Feldstandpunkt - nacheinander alle a,, in Dezimaldarstellung angegeben. Dann miissen



sdmtliche Kommastellen irgendwann Null werden, falls sich die Folgenglieder der Null beliebig ann&hern.
Das Sichtfenster sieht wie folgt aus, wobei .... fiir den gesamten Rest der nicht mehr gezeigten Stellen steht.

[0=123 ] a1 = 0.000312474 | .... |

Oder auch: Betrachtet man die 7. Nachkommastelle. Dann muss es ein Ng € N geben, von dem ab
(n> Np) alle Stellen bis mindestens zur 7. immer Null sind.

Oder auch: Wird die 7. Stelle von a,, immer wieder einmal ungleich Null, wie grof3 man n auch wihlt,
dann kann a,, keine Nullfolge bilden, kann sich der Null nicht beliebig annnéhern.

(2.5.2) Man muss bei dieser Konstruktion sehr genau auf das Szenenbild, Reihenfolge und Art der Vorgabe
der einzelnen Objekte achten.

e Zunichst wird die Folge a:N — R vorgegeben
e dann wird eine Genauigkeitsgrenze ("Stellenzahl") in Form einer (beliebigen) Zahl € > 0 vorgegeben.

e Nun muss man dazu eine Zahl Ng=Ny(¢) aus N bestimmen, von der ab (d.h. fiir n> Ny) sich a,, um
weniger als € von der Null unterscheidet. Als Formel |a,, — 0| < e.

e Und das muss fiir jedes € > 0 moglich sein.

(2.5.3) Unter diesen Umsténden wird man das (im Sichtfenster dargestellte) Folgenverhalten beschreiben
als: "Die Folgenglieder nihern sich beliebig der Null". Und eine solche Folge wollen wir eine Nullfolge
nennen.

(2.5.4) Zur Verdeutlichung dieses fiir viele zunéichst schwierigen Sachverhaltes formulieren wir das Szenen-
bild in Form eines Zweipersonenspieles. Die beiden Personen nennen wir Herausforderer und Verteidiger.

e Die Folge gehort zum Verteidiger. Er behauptet, die Folge sei eine Nullfolge, "verteidigt" diese Aussage.

e Der Herausforderer nennt eine Genauigkeitsschranke in Form einer Zahl € > 0. Das Sichtfenster ist so
eingestellt, dass Abweichungen von Null unter dieser Genauigkeit nicht mehr sichtbar werden.

e Der Verteidiger muss dazu eine Ny = Ny(g) angeben, so dass oberhalb von Ny (also n> Ny "fiir alle
n mit n> Ny”) nur noch Nullen im Sichtfenster erscheinen. Das Sichtfenster sieht also ab Ny immer
wie folgt aus

[ ] 0.00000000000000 | -..... |

Die Zahl der im Fenster gezeigten Nullen ist durch das € des Herausforderers festgelegt.

(2.5.5) € = 0 ist nicht zulissig. Hierfiir miisste man ein unendlich langes Sichtfenster fiir undlich vielen
Stellen zeigen. Aber € > 0 darf beliebig klein gewéihlt werden und ergibt immer ein endliches Sichtfenster.
Natiirlich gibt es kein kleinstes e, keine kleinste echt positive Zahl. Daher das Spiel: Der Herausforderer
darf sein ¢ beliebig klein withlen und der Verteidiger muss parieren kénnen.

O Im Beispiel n— x,, — v/2 aus (2.0.8) sieht es so aus, als hitte man N(1072°) = 4. Was erwarten Sie fiir
N(10749)?

(2.5.6) Der Verteidiger braucht daher eine Zuordnung (]0,00[, & — Ny(¢),N ), die fiir ihn das Gewiinschte
leistet. Wir nennen eine solche Funktion eine Strategiefunktion. Sie setzt den Verteidiger in die Lage, jeden
Zug des Herausforderers parieren zu kénnen. Bitte beachten Sie: Das Spiel verlangt keineswegs, dass der
Verteidiger einen moglichst kleinen No-Wert angibt. Das wird nirgends verlangt. Nur nach diesem Wert
muss es im Sichtfenster nur noch Nullen geben, vorher darf es ruhig solche geben. D.h., wenn es bequem
ist, kann man Ny ruhig vergréflern.

(2.5.7) Wie weit kann man Ny verkleinern? Dazu betrachten wir die folgenden Mengen

Z. = {neN| Jay|<e}CN
Z = {(g,n)| e>0,la,| <e} C]0,00[xN .
Zs = {(g,n)] €>0,(|lax| <e fir alle k >n)}

O Analysieren Sie die Eigenschaften von Zg und beantworten Sie damit die Frage, wie weit man Ny bestenfalls
verkleinern kann. Wann kann man keine Strategiefunktion finden? D.h. wie driickt sich das in der Menge
Zg aus?



(2.5.8) Wir werden unten genauer diskutieren, wie man Strategiefunktionen konkret findet.

(2.5.9) Warum sind Nullfolgen so niitzlich? Angenommen eine Folge geht fiir n nach unendlich nicht
gegen Null, sondern néhert sich einem anderen Wert A€ R. Wie ist das zu prizisieren? Nun dann bilden wir
die neue abgeleitete Folge | n—d, =a, — A | Und wenn a,, gegen A geht, dann sollte d,, gegen Null gehen,
einen Nullfolge bilden. Wir kénnen also stets zu dem besprochenen Fall zuriickkehren.

Eine derartige Folge nennt man konvergent (mit Grenzwert A) und schreibt | lim, —ooan, = A| (Gelesen:

Limes von a, fiir n nach unendlich gleich A) Die Eingangsfolge aus (2.0.8) hat den Grenzwert /2. Wir
schreiben auch kiirzer lim(a) oder lima oder lim,a,, statt lim, . sa.

(2.5.10) Es liegt jetzt nahe, einige allgemeine Resultate algebraischer Art einzuschieben: Sei dazu F(N,R)
der Vektorraum aller Zahlfolgen und A/ (N,R) die Teilmenge aller Nullfolgen und (N |R) die Teilmenge aller
konvergenten Folgen.

O Zeigen Sie: K(N ,R) und (N |R) sind Teilrdume.

(2.5.11) Eine zweite Strukturierung ergibt sich wie folgt: Sei IC(N ,R) der Raum aller konvergenten Folgen.
Wir bilden fiir a,be L(N ,R)

a ~b< (a—0bist Nullfolge)

O Zeigen Sie, dass das eine Aquivalenzrelation ergibt.

Die Klassen bestehen aus genau solchen Folgen, die ein und denselben Grenzwert haben.

(2.5.12) Bisher haben wir den Begriff der Nullfolge fiir reelle Folgen N — R eingefithrt. Wie steht es
mit komplexen Folgen c:N — C?7 Nun jedes c, ist eine komplexe Zahl, die die eindeutige kartesische
Darstellung c,, = u,, + iv,, besitzt. Und c,, — 0 sollte offensichtlich bedeuten, dass die beiden reellen Folgen
n— u, und n— v, Nullfolgen sind. Eine komplexe Zahl geht nach Null, wenn beide - Real- und Imaginérteil -
nach Null gehen. Damit haben wir das Problem komplexwertiger Folgen auf das reellwertiger zuriickgefiihrt.

(2.5.13) Neben der kartesischen Darstellung der komplexen Zahlen gibt es noch die Polardarstellung. Fiir
unsere Folgenglieder sei das c,, = r,e*~. Hierbei ist nur r,, eindeutig. Der geometrische Pfeil c,, geht nach
Null, wenn r,, nach Null geht. Dagegen ist der Wert von ¢,, ohne Bedeutung. Nun ist aber n— r,, erneut
eine Zahlfolge, sogar mit nicht negativen Gliedern. ebenso ist klar, dass "(r,,) ist Nullfolge" gleichwertig ist
zu " (u,) und (v,) sind Nullfolgen".

Fassen wir zusammen: Hat man es mit einer Folge ¢:N — C zu tun, dann bedeutet "c ist
Nullfolge", dass entweder die Betragsfolge (r,,) Nullfolge ist oder aber die Realteilfolge (u,,) und
die Imaginérteilfolge (v,) beides Nullfolgen sind. Auf diese Weise fiihren wir alle Konvergen-
zprobleme fiir Folgen N — C auf Probleme fiir reelle Nullfolgen zuriick. Und letztere behandeln
wir im Augenblick vorzugsweise.

2.2.5a Die Bestimmung von Strategiefunktionen

(2.5.14) Im Zusammenhang mit der Bestimmung von Strategiefunktionen treten meist zwei Problemtypen
auf:

1. Aufgabentyp: Eine Folge a ist gegeben, von der man zeigen mochte, dass eine Nullfunktion
vorliegt. Man muf} konkret fiir diesen Fall eine Strategiefunktion konstruieren.

2. Aufgabentyp: Man hat ein oder zwei Folgen, von denen man weif}; dass sie konvergent sind.
Dazu eine abgeleitete Folge c. Ist dann auch ¢ konvergent? Und kann man den Grenzwert von
¢ durch die Grenzwerte der Eingabefolgen ausdriicken. Diese Fragestellung fiihrt zu einer Reihe
von Grenzwertsdtzen.

(2.5.15) Wir beginnen mit dem ersten Problemkreis: Die explizite Konstruktion einer Strate-
giefunktion. Eine solche erfolgt in der Regel in mehreren Schritten, die zusammen eine Ungleichungskette
der folgenden Art ergeben:

. _ @ ®
lan| < |a,| < lan| < €.

Dabei sind die einzelnen Schritte wie folgt zu interpretieren



(1) steht fiir eine vorsichtige VergréBlerung meist mit dem Zweck, den Rechenausdruck zu
vereinfachen. "Vorsichtig" besagt: Dieser Schritt ist so auszufiihren, dass die beiden nachfolgen-
den Schritte erfolgreich realisiert werden kénnen.

(2) Steht fiir eine Monotonieabschétzung. Dabei wird Giiltigkeit fiir alle n mit n> N verlangt.

(3) schliefllich ist als Bestimmungsgleichung fiir N zu interpretieren. Dabei ist ¢ > 0 als
dulerer Parameter anzusetzen. Die gesuchte Strategiefunktion ist eine Losung dieser Bestim-
mungsgleichung. Hat man eine Losung € — N(g), dann ist auch jede Vergroferung M(e) mit
M(e) > N(e) eine solche.

(2.5.16) Beachten Sie: Hat man die drei Schritte erfolgreich realisiert, dann hat man insgesamt die von
der Konvergenzbedingung geforderte Ungleichung |a,| < ¢ fiir alle n> N(g). Hat a den Grenzwert A, so ist
iiberall a,, durch a,, — A zu ersetzen. Das Vorgehen ist dasselbe. Die zu erfiillende Endbedingung lautet
la, — A| < e fiir n> N(e). Vielfach kommt dann noch ein Schritt (0) hinzu, der in der Explikation von
|a, — A| fiir den betrachteten Fall besteht.

(2.5.17) Das Ganze kann man wie folgt zusammenfassen - und das ist dann die iibliche Formulierung
und Forderung

Zu jedem € > 0 gibt es ein N=N(¢), so dass |a,-A|<e fiir alle n> N(¢) gilt. ||—

(2.5.18) 1. Beispiel:

a, = n3+2
N~ 3n54+2n+4

Zu beweisen: a ist Nullfolge.

. s a,, ist positiv. Betrag kann entfallen
|an| = an = 3ng+;3+ ;< ”3n+52 Nenner verkleinern.
Gehort zu (1)
< i%z = L Gilt ab n=1. Zahler vergrofiern. Noch (1).
? Fiir n> N. Monotonie von .
< % <e€ 7
- N Schritte (2) und (3).
?
%% <e N> \/g Lost die Bestimmungsgleichung. Die 2 sichert < statt <.
Ergebnis:  Mit [N(¢) = [\/I] +1|gilt 0<ap =|an| <c firr n> N(e)

In diesem Fall haben wir am Ende noch die kleinste zuléissige Losung angegeben. Zur Erinnerung [x] beze-
ichnet die grofite ganze Zahl unterhalb x.

Mit etwas Ubung werden solche Abschitzungen Routine. Natiirlich kann und wird man die drei Schritte
fallspezifisch modifizieren. Und wenn man keine Konvergenz hat, wird man mit der Negation der Aussage
oder einer geeigneten Modifikation arbeiten.

(2.5.19) 2. Beispiel. a,, = ¢", wobei g€ C duferer Parameter ist. Fiir |gq|<1 ist das eine Nullfolge. Wie
sieht in diesem Fall die Abschitzung aus?

[Tn [q]]

(2) 3
0] igr <lgl¥ e e N@)=[me] 41 fur 2 faj<1

lne|  Ine

Nlnlg| <Ine  |lng| < N|ln|q|| N> fir e, g <1

[Inlqll  Ing|
Die obere Zeile: Im Schritt (0) wird hier nur |a,, — 0| fiir den betrachteten Fall expliziert. Der Schritt (1)
ist unnotig. Schritt (2) benutzt die Monotonie der Funktion x— |g|* . Wichtig: Fiir |q|<1 ist das eine
monoton fallende Funktion. Wegen n> N wird genau das benétigt. Bei Schritt (2) wird meist auf bekannte
Monotonieeigenschaften von Funktionen zuriickgegriffen und die dazu benstigten Rechenausdriicke werden
im ersten Schritt angesteuert. Fiir (3) ist erneut eine optimale Abschétzung angegeben. Diese wird in der
zweiten Zeile hergeleitet. Der Logarithmus wichst monoton. Das gibt die erste Ungleichung. Fiir € < 1 sind
beide Logarithmen negativ! Daher gibt der Ubergang zum Betrag die 2. Ungleichung (Wichtig!). Daraus



folgt dan die Auflssung nach N, die man als Strategieungleichung bezeichnen kann. Verlangt man schliellich,
dass N ganzzahlig ist, erhilt man die gegebene Abschitzung.

(2.5.20) Bedeutet die Bedingung ¢ < 1 eine Einschrinkung? Nein! Denn ist € — Ny(e) eine Stategiefunk-
tion fiir 0<e < g¢, dann ist

| No(e) fir 0<e<eg
N(E) o { No(E()) fir g9 < e

offensichtlich Strategiefunktion fiir alle ¢ > 0.

(2.5.21) 3. Beispiel: Die Abschiitzung fiir dieFolge der geometrischen Reihe folgt jetzt leicht. Erneut
miissen wir zunéchst den Explikationsschritt (0) ausfithren ("D.h. hier:..."). Dafiir steht uns in diesem Fall
die gegebene Summenformel zur Verfiigung;:

) L o] =¢"]wo g™ D Iq”
lgn — Al = |X_0¢" — = @ _ld" 2 _ld
1—gq 1—¢q 1—q] = 1—|q|
@) N3 In(e(1 —
lq| mit  N(e) = [ n(e( |Q|)|} 1 e lgl < 1.
1—|q| | In |ql|

Die Giiltigkeit von Schritt (1) gerade auch fiir komplexes ¢ iiberlegt man sich leicht geometrisch: Der

gegebene Wert gibt den kleinstmoglichen Nenner. Die Ungleichung it sich fiir ¢ < 1 leicht 16sen durch
N> lnﬁ(ll—l\lql)\
nlq
(2.5.22) 4.Beispiel: Jetzt wandeln wir unser Rechenschema fallspezifisch ab, um zu zeigen, dass die zur

harmonischen Reihe gehorige Folge tatséichlich iiber alle Grenzen wéchst. Vgl. (2.2.3-4). D.h. wir zeigen,
dass es zu jeder Zahl K>0 ein N gibt, so dass |a,| = |S7_, 4| > K wird, sobald nur n> N wird. In unserer
Veranschaulichung: Man zieht eine Parallele zur n-Achse in der Hohe K. Oben in (2.2.4) war K=3.6. Dann
gibt es einen N-Wert, von dem ab der Graph sicher immer oberhalb dieser Geraden verliuft.

Zur Ausfithrung betrachten wir folgende Abschiitzungen:

11 11 2 1

371 7 1t1T17 2
1 1 1 1 4 1 22 1
g + 6 + ? + g > g = 5 usw. <Es_21+1;>

Damit folgt mit 2V > n, also N>B2 .

In2
0 Q| . 1\ ® 1 N @
lan| & 22| S Ei:% =1+3Y, (23_2T_1+1;) > 1+2£V:15 =l+5 > K

Die zuerfiillende Ungleichung ergibt | N>2K-1| Also sollte man 2 > 2K — 1 withlen. und das heift

In2

[0>22K-1] Fitr K=10 etwa ergibt sich 219 = 524288 und Y2, 1 ~ 13.747. Natiirlich ist in Schritt (1) echt
vergroflert worden.

2.2.5b Die Grenzwertsitze

(2.5.23) Damit beschlielen wir die Beispiele fiir die explizite Konstruktion von Strategiefunktionen oder
Strategieungleichungen und kommen zum zweiten Problemkreis aus (2.5.14), dem der Grenzwertsétze.

(2.5.24) Beispielsweise gilt der folgende Satz, wobei wir daran erinnern, dass abgeleitete Folgen wie
aa + fb oder ab durch komponentenweise Verkniipfung definiert sind. Etwa (ab),, = a,b,. Vgl. Kap3.

die Menge aller konvergenten Folgen und a,be K(N ,C)

mit A=lim(a) und B=lim(b). Weiter sei «, 8 € C.

ist auch aa + fb € K(N ,C) mit lim(aa + 8b) = aA + 8B
Dann und abe K(N ,C) mit lim(ab)=AB.

Oder lim(aa + Bb) = alima + Flim b und lim(ab)=(lima)(limb).

Sel K(N,C)

D.h. der Grenzwert der abgeleiteten Folge exitiert und Verkniipfung und Grenzwertbildung vertauschen.
Etwa lim(ab)=(lima)(limb).
Wir beweisen den ersten Teil des Satzes:

10



Vv Laut Vorraussetzung gibt es zu a und b Strategiefunktionen N, und Nj. O.b.d.A diirfen wir
a, 8 # 0 annehmen. Wir benétigen eine Strategiefunktion fiir c=aa + fb. Dazu argumentieren
wir wie folgt

© ©
len = C| = [(aan + Bbn) — (€A + BB)| = |a(an — A) + B(bn — B)|

1)

V) € €
< lafl(an — A)| + |B]|(br — B)| < |af - 5

glal T 2] T

In (1) wird die Dreiecksungleichung benutzt. Die Voraussetzungen gehen in (V) ein: N, ist
die vorhandene Strategifunktion fiir a. Wihlt man daher n> Na(ﬁ) wird [(a, — A4)| < Tal
wie in der Rechnung benutzt. Im 2. Summanden ist entsprechend n> Nb(ﬁ) zu fordern.

Beide Bedingungen sind erfiillt fiir N.(¢) = max (Na(—), Ny(55 )) . Das ist unsere gesuchte

3 _
2|e] 2|al

Strategiefunktion.
Vv Fiir die Produktfolge kann man entsprechend folgende Abschitzung durchfiihren:

len — Cf = |anb, — AB| = |(ay, — A)byp + A(bn — B)| < [(an — A)||bn] + |A]|(br, — B)|

Jetzt benotigt man noch einen Hilfssatz, der besagt:
(2.5.25) Hat b einen Grenzwert, dann ist Bild(b) beschriankt. D.h. es gibt C>0 mit |b,| < C.

[J Begriinden Sie die einzelnen Schritte und fiithren Sie den Beweis unter Verwendung des Hilffsatzes zu Ende.
O Beweisen Sie den Hilfsfsatz. (Hinweis: Es gibt eine Strategiefunktion Nj, wiihlen Sie ng=N,;(1) und nutzen
Sie fiir n>ng die folgende Abschitzung

|bn| = |bn — bn, +bno‘ < ‘bn - bno| + |bno|~)

0 Welche weiteren Grenzwertsiitze dieser Art erwarten Sie? Schauen Sie in einem Analysisbuch nach, welche
es gibt und welche zusitzlichen Bedingungen jeweils noch erforderlich sind.
(2.5.26) Zusammenstellung der Grenzwertsiitze: Sofern nichts anderes gesagt wird, seien in der
nachfolgenden Liste seien a,b,c... Folgen mit Grenzwerten A=lima ,B=limb ...Und — steht fiir "(die
Folge) konvergiert gegen". Dann gilt:

at+b— A+ B oder | lim(a+b)=lim(a)+lim(b) | (G1)
aa — aA firaeC oder | lim(aa) =alim A (G2)
ab— AB oder | lim(ab)=lim(a)-lim(b) (G3)
a— 0 und b beschrinkt dann: | ab— 0 (G4)
t Teilfolge von a mit a— A dann: | t— A (G5)
a— A#0.und a, #0abng | dann: | = — & (G6)
a— A und f stetige Funktion | dann | f(a)— f(A) (GT)
a— A dann | |a]— |A] (G8)
a, < b, oder a,, < b, ab ng dann | A< B (nicht A<B!) (G9)

(2.5.27) Eine einfache niitzliche Folgerung aus (G.9) formulieren wir noch.
Sei a=(N,n — a,,R) eine konvergente Folge mit Grenzwert A, die folgende Eigenschaft besitzt:
Es gibt ein Ng € N | so dass a,, < K fiir alle n> ny.
Dann gilt A=lim,a, < K.
Zum Beweis wéhle in (G.9) b,, = K, d.h. b ist konstante Folge.
(2.5.28) Beachten Sie unbedingt, dass in (G.9) beim Grenziibergang aus < ein < werden kann (nicht
muss!). Wihlen Sie als Beipiel a,, = —%. Jedes Einzelglied ist echt negativ, der Grenzwert jedoch Null. Der

Satz gilt entsprechend fiir > und > . Dazu geniigt es, von n—a,, zur Folge n— —a,, iiberzugehen.
Aus (G.9) folgt ein niitzliches Konvergenzkriterium, das Sandwichkriterium:

Es sel (an,) ein Folge, deren Konvergenzverhalten interessiert. b und ¢ seien konvergente Folgen.
Man habe zwei Abschétzungen b,, < a, und a,, < ¢, fiir alle n> Ny fiir ein Ng—
Weiter sei lim,, b, = A und lim, ¢, = A,

Dann st auch a konvergent mit demselben Grenzwert. | Also lim,a, = A.
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Hiufig liegen b und ¢ in der Form b,, = a,, + p, und ¢, = a,, + ¢, vor, wobei p und ¢ Nullfolgen sind!

(2.5.29) Zusammenfassung: Grenzwertdiskussionen wird man meist so fiihren, dass man beide
Typen von Argumentationen zusammen benutzt: Mit Hilfe der Grenzwertsétze fiihrt man die
Diskussion auf das Verhalten einfacherer Folgen zuriick. Und diese sind entweder bekannt oder
aber sie miissen explizit behandelt werden.

(2.5.30) Als nichstes geben wir eine Zusammenstellung wichtiger konvergenter Folgen, deren Verhalten
man kennen sollte, die hiufig als Folgen oder als elementare Bestandteile anderer Folgen auftauchen.

an, Folgenbeginn Grenzwert | Funktion (x— oo0) | Reihe
(F.1) # s>0 1%,2—15,%—15,.... 0 x— 8 En—ls
(F.2) | ¥Var a>1 aP, JaP, vaP, vaP | 1 X— a=
(F.3) | /nr 17,727, /37, v4ar | 1 X €% 107
(F4) | g |al<1 La.q9%, ¢ ¢", . 0 e [ Z¢"

n” _ k. n

F5) | ==mda =0 0,0,2%¢%, 35¢%, ... | 0 xi ek Ina+elng
(F-5) keN, |q<1l |z]>1 ded
(F0) [o EEE-Sr 77 ne
FD | (1+2) o x— (1Lt 2)°

(2.5.31) Bei einem Teil der Folgen ist die aus den Gliedern rekursiv gebildete Summe - die unendliche
Reihe - von grofierer Bedeutung als die Folge selbst. Diese Fille sind in der letzten Spalte angedeutet. Sie
werden spéter ausfithrlich besprochen.

Diskussion der Beispiele:

v(2.5.32) (F1)

1
0= — <
|an | ns — Ns
O Kommentieren Sie die einzelnen Schritte. Nutzen Sie die Kenntnis des Verhaltens der Funktion ([1,00][, z —
x5 R). Vgl. (2.3.1).
v(2.5.33) (F2) Hier gewinnen wir zunéchst zwei Abschéitzungen. Sei zuerst a>1.

<c | ()N

Aus 1< a folgt mit Monotonie (£ < 0) 1< Vap = a,, .
Und mit Hilfe der AGM-Ungleichung erhilt man

(n—p)L+pa
n

a, = Var = V17 PP < :1+£(a—1) a>1.
n

Fiir a=x+1 ergibt das iibrigens die Bernoullische Ungleichung. Zusammen hat man

| 1<a,<1+Z(a-1) ‘

Das Sandwichkriterium liefert lim,a, = 1. Oder | v/a? — 1.

n—00

Und wie steht es mit 0<a<1? Betrachte dazu b, = + = v/ (%)p mit % > 1. Das erste Resultat und

An

der Grenzwertsatz (G6) ergibt das Resultat auch fiir 0<a<1. Nur dass man es fiir a>1 mit einer monoton
fallenden und bei a<1 mit einer monoton wachsenden Folge zu tun hat.
0 Begriinden Sie das Resultat iiber die Restriktionsmethode, also iiber die Diskussion der Funktion x— a% .

v (2.5.34) (F3) | an = ¥/n” =n7 |. Erneut arbeiten wir mit dem Sandwichkriterium. Sicherlich ist 1< a,,,
fiir (n> 1). Aus der AGM-Ungleichung folgt fiir n>2r

Vi = (V) e < Lo o) <14 %

Damit folgt der behauptete Grenzwert. | lim,_o V/n"=1. ‘

12



v (2.5.35) (F4) a, = ¢" mit |q|<1 und g€ C. Es sei q=|q|e’® in Polardarstellung. Also ¢, = |q|"e~.
Wir miissen zeigen, dass n— |g|™ eine Nullfolge ist. Dann gibt das in (2.5.13) beschriebene Vorgehen:
o< N <e Nlur<lne ( falls O<r<1): N|lnr|>|lne|

|Ine|  Inl 0<r<1 zu fordern

N nr] ~ Ini  0<e <1 wihlbar

Fiir r>1 ist die Bedingung nicht erfiillbar!
v(F5) (2.5.36) ‘an =nPg" mit |¢| < 1 und p>1 | Hier haben wir es mit der Restriktion der reellen

Funktion x— P |g|* = aPe®I?lal = epnatelnle 2y tun, Da In|g| < 0 ist, geht die Funktion fiir x— oo und
damit die Folge nach Null. wie angegeben. ‘ lim, o nPq" = 0|

Man kann das etwas aufwendiger auch direkt beweisen: Zunichst zeigen wir [n"¢"| <1 oder {/n" <
1

=1t h fiir groBe n und r> 1 ganz. (F3) zeigt, dass fiir n>2r

2r 2r
vnt < 1+— Also ——<—<h
Vn vn — /N~

Nun ist fir n>N,

2
vnro < 1+—r<1+h:q_1.
n

\/_
n" < ¢ " und fiir n>N,

Wihle r=p+k. Also und damit |[nPq" < n—lk .

¥v(2.5.37) Noch (F.5). Die Abschitzung 148t sich verbessern und ergibt dann ein verbessertes Resultat.:

3=

4
—+1

4
— 41— -
na

3 <
na

Un = (n%n%n%niln_‘*)
0<y/m (/n — 1)< Also [limy/n (/n — 1)=0]

§1(4n%+n—4): 4
n n

Man sieht das auch iiber die Entwicklung

1
nw = en =1+ —lnn+..
n
(n%—l)ﬁ

oder allgemeiner fiir 0< e < 1

Llnn—i—
Tn .

[limn® (¢/n-1)=0  fir 0< e<1

v (F.6) (2.5.38) | ¢, = & mit lim,c,=0 | Zuniichst einmal gibt s fiir jedes a eine ng € N | so dass

n!

|a]<ng ist. Wihle jetzt n>ng. Dann schreiben wir c,, wie folgt

a2a a a a

Die ersten n Faktoren ergeben eine feste Zahl K. Alle weiteren Faktoren sind < 1. Daher kénnen wir wie
folgt vergrofern

g\K|-%<5.



Das reicht offensichtlich
(2.5.39) (F.7) wird in Kap.2.3.6 ausfiihrlich behandelt.
L1 Wogegen konvergieren %\/ﬁ und Vn+17

2.2.6 Folgenverhalten (II): Divergente Folgen und Hiufungswerte von
Folgen

Bisher haben wir uns mit Folgen befaf3t, die ein besonders gutartiges Verhalten zeigten, bei denen
sich die Glieder einem bestimmten Grenzwert immer mehr annéiherten, den konvergenten Folgen.
Was ist mit den anderen, den nicht konvergenten Folgen? L&t sich iiber deren Verhalten auch
etwas aussagen?

(2.6.1) Zunéchst einmal gibt es Folgen wie n— n oder n— —n?, die in mancherlei Hinsicht den konver-
genten Folgen #ihnlich sind. Beide Folgen néhern sich einem "Grenzwert", nur dass dieser Wert keine reelle
Zahl ist, sondern (plus oder minus) "unendlich". Folgen dieses Typs nennt man "bestimmt divergent". Also

Definition: Eine Folge a=(N ;n— a,,R) heiit bestimmt divergent (nach +00) , wenn es zu jeder
Zahl K>0 ein N=N(K) gibt, so dass a,, > K gilt. Analog definiert man bestimmt divergent nach
-00.

Etwas lax kann man sagen: Bestimmt divergente Folgen konvergieren gegen foc.

(2.6.2) Welche Folgen werden noch immer nicht erfaft? Beispielsweise n— (—1)" und n— (—1)"n.

(2.6.3) Ein ganz wesentliches Merkmal dieser verbleibenden Folgen besteht darin, dass sie sich vielfach
nicht einem Wert nidhern, sondern dass ihre Glieder sich regelmiiflig oder auch unregelméiflig abwechselnd
mehreren Werten nihern kénnen. Diese Eigenschaft wird durch folgende Definition erfait. Zuvor sei an
die Definition von Teilfolge in (2.1.3) erinnert.

Definition: Sei a=(N ,n— a,,, C) Folge. Dann heiit He C ein Hdaufungswert von a, wenn es eine
Teilfolge h von a gibt, die gegen H konvergiert. Weiter sei H(a) die Menge aller Hiaufungwerte
von a.

(2.6.4) Eine bestimmt divergente Folge wie n— n? hat keinen Hiufungswert (denn jede Teilfolge ist
erneut bestimmt divergent). Eine konvergente Folge mit lima=A hat ein einelementiges H(a). Niamlich
H(a)={A}. Der Grenzwert ist der einzige Héufungswert. Wie steht es mit n— (—1)"? Hier hat man die
beiden konvergenten Teilfolgen n— ag,, = +1 und n— ag,+1 = —1 und damit die beiden Haufungswerte +1.
Also H(a)={+1,-1} zweielementig.

(2.6.5) Wie steht es mit n— sin(n)? Man kann zeigen, dass hier alle Zahlen zwischen -1 und +1 Hiu-
fungswert sind. D.h. man kann fiir jedes solche r eine Indexfolge k— ny finden, so dass k— sin(ng) gegen r
konvergiert. Damit ist in diesem Fall H(a)=[-1,1]. ( Nehmen Sie etwa r=1. Da n nie ein Vielfaches von 7 ist,
wird der Wert 1 nie angenommen. Schreibt man jedoch n=(2k+1)m + 7, mit natiirlichem k und moglichst
kleinem |r,| , dann findet man n-Werte, fiir die |r,,| beliebig klein wird.)

O Schreiben Sie fiir den Computer ein entsprechendes Suchprogramm (zur Bestimmung der ersten glieder einner
derartigen Teilfolge).

(2.6.6) Haufungswerte miissen nicht immer (als Werte) angenommen werden. Sie kénnen es wie im Fall
n— (—1)" | miissen es aber nicht. Betrachten Sie etwa n— (—1)"(14-1)".

+1
(2.6.7) Neben dem Sandwichkriterium ist auch das folgende Kriteljilum niitzlich:

Monotoniekriterium: Es Sei a: N — R nach oben beschrinkt und monoton
wachsend. (Oder nach unten beschréinkt und
monoton fallend.)

Dann ist a konvergent mit Grenzwert A=sup(Bilda) im
wachsenden und A=inf(Bilda) im fallenden Fall.
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Beweis: Es geniigt den wachsenden Fall zu betrachten. Andernfalls geht man zur Folge —a
iiber. Nach dem Vollstéindigkeitsaxiom existiert das Supremum S von Bilda, die kleinste obere
Schranke in der Menge aller Werte. Setze ¢, = % Dann gibt es mindestens ein Folgenglied a,,

mit % >S-ap, > 0.| Andernfalls konnte man S sicher um %Ek verkleinern. Da a monoton wéchst,

erfiillen auch alle a,, mit n> ny die Ungleichung. Daher darf man ng; > ny wihlen. Die Teilfolge
k— a,, konvergiert daher gegen S, etwa mit der Strategiefunktion N(g) = [ﬂ +1. Da a monoton
wichst, liegen auch alle a,, zwischen S—% und S und die Folge gesamte ist konvergent.

(2.6.8) Der folgende allgemeine und wichtige Satz macht Aussagen iiber die Existenz von Haufungspunk-
ten

Satz  von Bolzano-Weierstraf
Sel a:N — C eine beschrinkte Folge.
Dann existiert eine konvergente Teilfolge.

D.h. eine beschrinkte Folge hat mindestens einen Hiufungswert. n— n? hat keinen Haufungspunkt, ist
aber auch unbeschrinkt.
Beweis: Wir beginnen mit dem Fall N — R.

e Sei (N n— a,,R) eine beschriinkte Zahlfolge. D.h. es gibt S>0 mit —S < a,, < S fiir alle n.
e Sei weiter G die folgende Menge (Menge der Gippfelpunkte)

G ={(n,an)|an, > a; fir alle k>n} C Graph(a).

Immer gilt: Wenn (n,a,,) und (m,a,,) € G mit n<m, dann ist a,, > a,,. Die durch G definierte (eventuell
endliche) Teilfolge g von a ist monoton fallend.

e Es gibt zwei Moglichkeiten: G ist entweder endlich oder unendlich.

Beispiele fiir unendliches G:
1 1 1 111 1 1 1 11
= (1 a71771a_557_77_57_7_7_a57_77_a7_77_a_"'
a=(1] SR St Rt T Tt 1 Bk S T St

1 1 1

g(a) = ((0,1),(3,5),(8,5),(15,1) ..... )

Oder b mit b, = n%—l Dann ist Graph(b)=G(b). Ist G unendlich, dann liefert der Monotoniesatz damit
sofort eine konvergente Teilfolge.

e Sei umgekehrt G endlich. D.h. es gibt Ny mit folgender Eigenschaft: Zu jedem ny >Nj gibt es
n; > ng mit a,, > an,. (Etwa in der Folge ¢ mit ¢, = n.)

Das gibt folgende Mengen:
Hpo = {n|n € Nyn > ng,a, > an,}

Damit bilden wir die Teilfolge to = an,. Danach wéhlen wir n; € Hy, und setzen t; = a,,. Dann
wihlen wir ns € H,,, und setzen to = an, > an,. Usw. Da all diese Mengen Elemente enthalten,
die Wahl also moglich ist und stets t;1 > ¢; gilt, ist das eine monoton wachsende Folge.

e Damit gibt es in jedem Fall eine monotone beschrénkte und damit nach dem Monotoniesatz konvergente
Teilfolge.

o Jetzt sei a:N — C. Es gilt a,, = x,, + iy, mit x,,,y, € R. Es gilt x| < |zx + iyx| Die so abgeleitete
beschréinkte reelle Folge n — =z, hat dann eine konvergente Teilfolge. k— t; = x,,. Bilde die
zugehorige Folge k— vy, der Imaginérteile, die erneut beschrinkt ist. Sie besitzt auch eine konvergente
Teilfolge 1+ s, = yp, . Die entstehende Folge r— z,, + iy,, istin C konvergent. Und das heifit
nach Satz , dass der Grenzwert Hiufungspunkt der Ausgangsfolge ist.
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(2.6.9) Wir haben noch die Folgerung:

Korollar: Jede reelle beschriinkte Zahlfolge
hat einen gréfiten ﬂd einen kleinsten
Hiufungspunkt. (lim, a, und lim,a,)

O Bestimmen Sielim,, a,, und lim,a, fiir n— sin(n).

2.2.7 Cauchyfolgen

(2.7.1) Die wichtigsten Folgen sind die konvergenten Folgen. Bei ihnen néihern sich die Folgeglieder einem
Grenzwert an, der dann im Sinne unserer einleitenden Bemerkungen als das Resultat von abzihlbar unendlich
vielen Operationen anzusehen ist. Bisher haben wir so getan, als sei uns dieser Grenzwert bekannt. Wir
sind etwa zur neuen Folge n— a,, — A iibergegangen und haben so getan, als kénnten wir iiber A=lim(a)
verfiigen. Was ist aber, wenn wir A nicht kennen, ja wenn wir nicht einmal wissen, ob a iiber-
haupt konvergiert? Dann scheinen alle unsere Uberlegungen, insbesondere die zu den Strategiefunktionen
zusammenzustiirzen.

(2.7.2) Manchmal kann man dann noch A als dufleren Parameter ansetzen und schauen, ob man fiir einen
bestimmten Wert von A eine Strategieungleichung herleiten kann. Aber in vielen Fillen geht das nicht oder
reicht nicht.

[J Beweisen Sie als Zwischeniiberlegung: Eine Folge N — C kann hochstens einen Grenzwert haben.

(2.8.3) Wie kann man also bereits mit endlich vielen (wenn auch beliebig vielen) Schritten vorhersagen,
was fiir Verhéltnisse bei unendlich vielen Schritten entstehen? Zum Gliick 148t sich das entwickelte Schema
so abdndern, dass es diese anspruchsvolle Frage beantwortet. Hierzu definieren wir (vgl. (2.5.17)):

Definition Eine Folge a:N — C heifit Cauchyfolge,
wenn es zu jedem € > 0 eine N=N(¢) gibt,
fiir das |a, — an| < € gilt fiir alle n,m> N(e).

Wir sehen: Das ist die alte Bedingung, nur dass die Ungleichung |a,, — A| < & durch |a,, — a,,| < € ersetzt
ist. In erstere geht der Grenzwert A ein, in der letzteren benétigt man nur Folgeglieder von a, wenn auch
alle oberhalb von N.

(2.8.4) Ansonsten konnen wir alles ibernehmen: Den Begriff der Strategiefunktion, aber auch die Meth-
ode zur Herleitung einer solchen. Beachten Sie: Zu einer konvergenten Cauchyfolge gehéren jetzt zwei
Strategiefunktionen. Eine, sagen wir N, fiir die Konvergenzabschiizung von |a, — A| und eine, sagen wie
Nep, fiir die Cauchyfolgenabschétzung von |a, — @]

(2.8.5) Zunichst miissen wir kldren, welche Beziehung zwischen konvergenter Folge und Cauchyfolge
besteht. Das erfordert zwei Richtungen:

| Satz: Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.

Beweis: Sei a konvergent mit Grenzwert A und Strategiefunktion Ny . Dann gilt

%ZE fiir n,mZNK(%)

@ = ] = [(@n = A) = (am = A)| < lan = Al + |am — A] < 5 +
Das ist die gewiinschte Abschiitzung. Oder: Als Strategiefunktion fiir die Cauchyabschitzung
diirfen wir withlen Nop(e) = Nk (5).

(2.8.6) Wie sieht es mit der anderen Richtung aus? Hier liefert uns das neue Konzept die Moglichkeit, in
unsere Problemdiskussion einen wichtigen weiteren Freiheitsgrad einzubeziehen. Bisher haben wir Folgen
N — R betrachtet. In vielen Fillen hat man aber Folgen N — Q, also Folgen mit rationalen Gliedern. Etwa
rationale Approximationen von v/2 oder . Sei etwa 7,, die Zahl 7 nur bis zur n-ten Nachkommastelle. Etwa
mg = 3.14 und 73 = 3.141 usw. Dann haben wir (N n— 7,,Q).

0 Zeigen Sie: Das ist eine Cauchyfolge und eine konvergente Folge mit Grenzwert 7.

Wir haben damit eine Cauchyfolge N — Q die zwar konvergent ist. Aber dieser Grenzwert liegt
nicht mehr in der Wertemenge Q dieser Folge!

(2.8.7) Das gibt Anlass zu der folgenden Prizisierung unseres Begriffsystems:
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Es Sl G c Cund a:N — G eine Folge mit Werten in G.

Dann sollte man bei einem eventuellen Grenzwert unterscheiden, ob dieser auch in G liegt oder
eventuell nur in C.Wir haben bereits gesehen: Eine Cauchyfolge N — @Q muss keineswegs einen
Grenzwert in Q haben.

(2.8.9) Aber es gilt:

Satz: Eine Cauchyfolge N — R hat immer einen Grenzwert in R
Eine Cauchyfolge N — C hat immer einen Grenzwert in C

Beachten Sie Eine Folge N — Q oder auch N — N kann iiber Wertemengenerweiterung stets als Folge N
— R interpretiert werden. Anders herum geht das nur unter Zusatzannahmen. So ist n— Tr—ln keine Folge N
— Qoder gar N — N .

(2.8.10) Zum Beweis benstigen wir das Vollsténdigkeitsaxiom der reellen Zahlen iiber den Satz von
Bolzano-Weierstrafl.

O Zeigen Sie zuniichst: FEine Cauchyfolge ist immer beschrénkt.

Beweis: Jetzt argumentiern wir wir folgt: Da a beschrinkt ist, gibt es nach Bolzano-Weierstrafl eine
konvergente Teilfolge k— ay, . Der Grenzwert sei A. Wir behaupten: A ist auch Grenzwert von a selbst.
Dazu schétzen wir ab

lan — Al = [(an — an,) + (an, — A)| < lan — an, | +|an, — Al

Jetzt wihlen wir K so groB, dass fiir k>K gilt |a,, — A| < §. Da die Teilfolge konvergiert, geht das. Dann
withlen wir N so grof}, dass fiir n,m> N die Cauchyabschitzung |a, — a,,| < § gilt. Nach eventueller
Vergroflerung von K, so dass n; > N wird, hat man die gesuchte Abschétzung.

(2.8.11) Beispiel: |s, = EZ:M—IZ . Die Folge wiichst monoton, aber ist sie auch beschriinkt? Numerische

Experimente mit dem Computer deuten das an, aber kann man sicher sein? Und was ist der Grenzwert?
2

Dieser wird sich spéter als %~ erweisen. Aber wie soll man das herausbekommen. Aber der Nachweis, dass

eine Cauchyfolge vorliegt, ist ziemlich leicht. Die folgende Abschitzung fiir n>m zeigt das:

1
[$n — S$m| = lams1+ oo+ an|=——+...+ (Explikation, Betrag entf#llt)

1
(m+1)2 n?
1

IN
+
+

(Vorsichtig vergrofiert)

1 1 1 1 1 1
- P — TS ] T e —_ — P 1 h'
<m _|_1>+ o m+2>+ +<n—1 n) (Partialbruch!)

<

<e (Problemlos erfiillbar)

Natiirlich benotigt diese Rechnung eine Idee: Das Wegheben der Beitrége in der vorletzten Zeile. Die
vorherigen Zeilen bereiten das vor. Und beachten Sie. Es ist etwas anderes, auf so eine Idee zu kommen, sie
zu finden, als sie nachzuvollziechen und zu verstehen. Letzteres wird hier erwartet!

Fazit: Die Folge (mit Werten in Q) ist eine Cauchyfolge und hat damit sicherlich einen Grenzwert in R
mit noch unbekanntem Wert.

2.2.9 Die Konstruktion der reellen Zahlen

(2.9.1) Wir haben in Kap.2.1 bereits besprochen, wie man konstruktiv von der leeren Menge zu N | von
dort nach Z und von dort weiter zum Korper Q gelangt. Aber wie kommt man von QQ nach R? Also von den
Briichen zur Gesamtheit aller reellen Zahlen? Es geht nicht mehr durch "Losbarmachen aller Gleichungen
eines bestimmten Typs" wie in den meisten anderen Féllen. Man benttigt eine neue Idee.

(2.9.2) Wie kann man von den rationalen Zahlen zu den reellen gelangen? Wir erwarten, dass wir jede
reelle Zahl als unendlichen Dezimalbruch darstellen kénen. Etwa m = 3.141592653.....Mit dieser
Darstellung ist es leicht, eine solche Zahl rational zu approximieren. D.h. eine Folge N — @Q bilden, deren
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Grenzwert die gegebene Zahl ist. Im Beispiel: 71 = 3.1, 7wy = 3.14, w3 = 3.141, usw. Offensichtlich
gilt lim,,7,, = 7. Denn es ist |m, — 7| < 107™. Und eine Cauchyfolge ist das auch. Jedes m, ist natiirlich
eine rationale Zahl. Beachten Sie, dass wir einen Rollenkonflikt haben: FEs liegt nahe, 7 einerseits als
Bezeichnung fiir die Folge n— 7, einzufiihren und andererseits als Bezeichnung fiir den Grenzwert dieser
Folge. Die Dezimalbruchdarstellung ist dann auch gleich der Folge der zugehorigen Approximationen.

O Schétzen Sie |7, — mp,| ab.

(2.9.3) Jetzt stellen wir uns auf den Standpunkt, dass wir R noch nicht zur Verfiigung hétten. Mit Q
konnen wir die Cauchyfolgen in Q bilden, die aber teilweise keinen Grenzwert (in Q) haben.

Die Idee ist dann, die Folge selbst als neues Objekt, eben eine reelle Zahl anzusehen. Denn all deren
Eigenschaften kann man ja mit mehr oder weniger Miihe aus der Folge herausholen. Aber natiirlich gibt
es nicht nur die eine von uns gewiihlte Folge, sondern es gibt viele gleichwertige Folgen. Und wir kénnen
innerhalb von Q entscheiden, ob zwei Folgen dieselbe reelle Zahl erfassen oder nicht. Tun sie es, ist die
Differenz eine Nullfolge und das ist eine in Q entscheidbare Aussage. D.h. letztlich, wir miissen zu einer
Aquivalenzrelation fiir die Cauchyfolgen) samt zugehoriger Partition iibergehen.

(2.9.4) Der Einstieg in das recht umfangreiche Programm zur Konstruktion der reellen Zahlen ist
damit klar:

e Sei C=C(N,Q) die Menge aller Cauchyfolgen N — Q.
— Darin definieren wir die Relation fiir a,be C
a”b <= (a -0 ist Nullfolge)

— Das ist eine Aquivalenzrelation. Die Klassenmenge bezeichnen wir mit R. Die von der Folge
a€ C erzeugte Klasse bezeichnen wir mit [a]. Diese Klassen [a] von R sind die Kandidaten fiir
die reellen Zahlen. Oder "Eine reelle Zahl ist eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen N — Q7.
[a]=[b] bedeutet: a-b ist Nullfolge!

— Fiir jede rationale Zahl re Q ist die konstante Folge r=(N,n— 7, Q) Element aus C und Vertreter
einer Klasse [r]. Das gibt uns eine injektive Abbildung (N ,7 — r,R). Oder auch: Die rationalen
Zahlen sind in R eingebettet.

[0 Weisen Sie nach, dass eine Aquivalenzrelation vorliegt.
O Zeigen Sie, dass jede Klasse [a] abzéihlbar unendlich viele Elemente enthlt.
(2.9.5) Jetzt muss man sukzessive die Giiltigkeit aller in Kap. 2.1.2 angegebenen Axiome fiir die reellen
Zahlen iiber geeignete Konstruktionen nachweisen. Dies Programm fiihren wir hier nur teilweise durch.
Beginnen wir mit der Addition:

Seien a,be C und [a],[b] die davon erzeugten Klassen. Wir definieren [a]+[b]=[a+b], wobei
a+b=(Nun— (a +b), = a,, + b,, Q) sein soll. Das liefert das iibliche Wohldefiniertheitsproblem:
Angenommen a’ und b’ sind zwei weitere Cauchyfolgen mit [a]=[a’] und [b]=[b']. Gilt dann
[a+b]=[a’+Db']? Tatséchlich folgt das leicht mit Hilfe der Grenzwertsitze fiir die Nullfolgen! Im
Sinne der Abbildungen gilt ja (a+b)-(a’+b)=(a-a’) + (b—1b'). Und nach den Grenzwertsétzen ist
das erneut eine Nullfolge. Also sind a+b und a’+b’ fiquivalent und erzeugen die gleiche Klasse.
Als niichstes ist zu zeigen, dass (R,+) die Gruppeneigenschaften erfiillt. Etwa [a]4[b]=[b]+][a].
Das ist weitgehend trivial. Und fiir rationale Zahlen ergibt sich gerade die alte Addition.
Entsprechend ist die Multiplikation einzufithren und der gesamte zugehorige Satz der Korper-
axiome zu iiberpriifen.

(2.9.6) Neben den algebraischen Rechenregeln hatten wir noch die Ordnungsrelation und die Vollstédndigkeit.

Im ersteren Fall miissen wir die Menge PC R der spéter positiven reellen Zahlen einfiihren und
die zugehorigen Axiome realisieren. Wir definieren:

P ={ala € C, es gibt N € N, so dass a,, >0 fiir allen > N} c C.
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Damit folgen (R.11-13) ohne grofiere Probleme.

(2.9.7) Es bleibt das Vollsténdigkeitsaxiom (R.14):

Auch dessen Giiltigkeit ist beweisbar (was wir hier nicht tun) und damit haben wir die reellen Zahlen
konstruiert. In jedem Fall ist noch zusétzlich zu priifen, ob die Konstruktion in R fiir Elemente aus Q das
alte Resultat liefert

(2.9.8) Jetzt kann man R mit R identifizieren: Also die approximierende Cauchyfolge mit ihrem Gren-
zwert. Alle Folgerungen der Axiome gelten auch fiir das so konstruierte R, insbesondere der erste Teil von
(2.8.9): Jede Cauchyfolge in R ist konvergent.
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2.3 Unendliche Reihen

2.3.0 Vorbemerkung

(3.0.1)Die groe Bedeutung der unendlichen Reihen beruht darauf, dass es mit ihrer Hilfe moglich ist,
viele wichtige und benotigte irrationale Zahlen als Ergebnis einer unendliche Reihe darzustellen bzw. sie
durch rationale Zahlen zu approximieren. Sagen wir 7 oder sin(1) oder auch nur V3.

Nehmen wir sin(1) mit im Bogenmafl gemessenem Winkel. Ein Computeralgebrasystem liefert nach
Fixierung einer bestimmten Stellenzahl - hier 45 :

sin1 = 0.841 470984 807 896 506 652 502 321 630 298 999 622 563 061...

Wie wird so etwas erhalten? Sicher nicht durch geometrisches Vermessen eines Dreiecks. Auch nicht iiber
eine einfache rekursive Formel fiir die einzelnen Stellen. Man benétigt einen rationalen Rechenausdruck,
der nur die elementaren Rechenoperationen enthilt. Aber den gibt es nicht. Erst wenn man die Zahl der
Summanden nach unendlich gehen ldfit, erhilt man eine immer bessere Approximation, der Unterschied
zwischen wahrem und approximativem Wert wird zu einer Nullfolge. Man muss eine allgemeine Theorie
entwickeln, die es erlaubt, solche Approximationen beliebiger Genauigkeit zu finden. Die Theorie der Reihen
erweist sich hierfiir als wichtiges Werkzeug.

(3.0.2) Noch eine kleine Uberlegung am Rande zu den Ziffern von sin(1). Es liegt nahe, einmal auszuzihlen,
wie oft die einzelnen Ziffern auftreten, die 0, die 1 usw. Wir nehmen nur die oben gegebenen Stellen und
finden (oben die Ziffern, in der Mitte die absoluten Héufigkeiten - etwa 7 mal die Ziffer 6 und unten die
relativen Haufigkeiten 7/45 = 0.15 fiir die 6).

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
6 3 6 3 3 4 7 2 5 6
0.13 | 0.07 | 0.13 | 0.07 | 0.07 | 0.08 | 0.15 | 0.04 | 0.11 | 0.13

[0 Wie werden sich die Entrége in diese Tabelle &ndern, wenn man immer mehr Stellen mitnimmt? Vermuten
Sie einen Grenzwert?

2.3.1 Reihen sind spezielle Folgen

(3.1.1) Reihen sind ein spezieller Typ von Folgen. D.h. insbesondere, dass alle Resultate zu den
Folgen auf die Reihen anwendbar sind. Wie dieser Sachverhalt entsteht, haben wie bereits mehrfach
gesehen. Man hat eine erste Folge a=(N jn— a,,C) und bildet damit eine neue Folge n— s,,, deren Glieder

der Rekursion ‘M = 8$p—1 +a, und sg = a0| geniigen sollen. Das léf3t sich sofort in eine explizite Formel

umwandeln, ndmlich | s, = ap + a1 + ... + ap = X}_pax | Diese Folge der s,, wird als "unendliche Reihe Ya;”

bezeichnet, ihre Glieder s,, werden "Partialsummen" genannt.

Nochmals: Eine unendliche Reihe ist die Folge ihrer Partialsummen und alle ein-
schligigen Resultate zu den Folgen sind anwendbar.

(3.1.2) Ist die Folge der Partialsummen konvergent, dann pflegt man auch den Grenzwert mit dem
Summensymbol zu bezeichnen. Also lim, o5, = X732 jax. In diesem Fall kann das Symbol X372 jay zwei
Bedeutungen haben: "(Konvergente) Folge der Partialsummen" und "Grenzwert dieser Folge". Ist die
Folge endlich, dann bricht auch die Reihe ab, hat einen letzten Term den man mit der dan endlichen Summe
identifiziert. s, = X}_jax

(3.1.3) In vielen Féllen enthalten die Summanden aj noch einen #ufleren Parameter, den wir meist mit
x bezeichnen. Also n— ay(z) und s, = X}_jar(z). D.h.: Fiir jede zuldssige Wahl von x gibt das eine
zugehorige eigene Reihe. Das Symbol erfasst eine ganze Schar von Reihen.

(3.1.4) Wir haben bereits einige Reihen behandelt, die wir nun alle in der Summenschreibweise wiedergeben.
Zwei davon mit duflerem Parameter.

E% harmonische Reihe | divergent
Yz" | geometrische Reihe | konvergent fiir |x|<1
vz | Bisher ? Bisher ?
E# konvergent! Bisher ?
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(3.1.5) Erneut koénnen wir die Mengen aller unendlichen Reihen bilden, darin die Teilmenge der
konvergenten Reihen usw. Parametrisiert werden die unendlichen Reihen durch die zugehorige Folge a. Und
natiirlich tragen diese Mengen jeweils gewisse algebraische Strukturen. Zuniichst einmal per Wertemen-
geniibertragung eine Vektorraumstruktur.

Typischerweise sieht das dann so aus. Seien a,b zwei Folgen N — C mit den zugeordneten Reihen
Yar und Xbg. Weiter sei «, 8 € C . Dann haben wir

Y olaay + Bbr) = aXi_gar + BE5_obk-
Und das definiert die Partialsummen der neuen Reihe aa + [b.

(3.1.6) Sei I={A, A+ 1,....,E} ein Intervall aus N. I darf auch nach oben unbeschriinkt sein. Also
I={A,A+1,A+2,...}. In diesem Fall setzen wir symbolisch E=ococ. Weiter sei © : I — J eine bijektive
Parametrisierung einer zweiten Indexmenge J. J sei Indexmenge einer Familie komplexer Zahlen. Also
(aj)jes. Dann definieren wir rekursiv Ef:Aaw(i) bzw 372 jax;) Uber s4 = ar4) und s = sg—1 + ar(r)- Ist I
endlich, bricht diese Folge ab und wir haben sp = EiE: AGr(i)- Ist [=N | dann bezeichnet X5 jar(;) stets die
Folge der Partialsummen und im konvergenten Fall bei Bedarf auch den Grenzwert. Sollten Zweifel iiber die
benutzte Parametrisierung 7 bestehen, schreiben wir auch Y.a oder Ef, = A (i)

(3.1.7) Einige Beispiele:

e 7 :kw— 2k. Dann ist Zﬁzoaﬂ(k) = Z{c\;oagk.

e Essei m: N — N eine Permutation von N . Dann liefert 352 ja,(;) eine Umordnung der Reihenfolge
der Summanden.

e Sei a eine Folge und Xa die zugehorige Reihe. Weiter sei JC N eine (endliche oder unendliche) nicht
leere Teilmenge von N. Dann kénnen wir die Elemente von j der Groe nach anordnen: J={jo,j1,72.---JE}
mit j; < ji+1. Das definiert eine bijektive Parametrisierung i— j; die wir mit w. bezeichnen wollen.
also w(i) = j;. Dafiir konnen wir X a;, definieren. Ist z.B J={1,7,3,4}, dann ist &} ja;, = ((a1 +
a3) + a4) + ay. Die so definierte (endliche oder unendliche) Folge der Partialsummen bezeichnen wir
meist mit 3¢ ;a;. Beachten Sie: Das Symbol w deutet an, dass die Elemente aus J in der natiirlichen
Reihenfolge zu nehmen sind, nicht in einer beliebigen!

O Sei 1={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Wir setzen 7(0) = (1,1), w(1) =
Dann ist Xya = ((a11 + a12) + a21) + aze. Was ist Xya fir ¢(0) = (1,1), (1) =
¥(3) = (1,2)?

(3.1.7) Ergebnis: Sei (a;);c eine Familie komplexer Zahlen mit irgendeiner Indexmenge J. Und
7 : I — J sei eine bijektive Parametrisierung durch ein Intervall I=[A,E] von N. Dann kénnen wir
den Term Eii: AGx(;) in der beschriebenen Weise definieren. Und ist NC N irgendeine nicht leere
Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die zugleich als Indexmenge (ag)gen einer Familie komplexer
Zahlen auftritt, dann kénnen wir diese Zahlen ihrer Grofle nach ordnen und die Reihe X% v a,
bilden.

(1,2), 7(2) = (2,1) m(3) = (2,2).
( al)a 7/}(2) - (2,2) und

2.3.2 Absolute Konvergenz

(3.2.1) Gibt es iiberhaupt etwas, was bei Reihen anders ist als bei Folgen? Ja - und zwar
durchaus Wichtiges! Die Summen erlauben mehr umformende Rechenoperationen als die Folgen und die re-
sultierenden Beziehungen lassen sich keineswegs problemlos ins Unendliche iibertragen. Insbesondere gehtren
hierzu gewisse Konsequenzen des Assoziativgesetzes, des Kommutativgesetzes und der Distributivgesetze.
Betrachten wir als Beispiel einmal folgende Termumformung, die fiir endlich viele Summanden infolge von
Assoziativ- und Kommutativgesetz zuliissig ist: (Fehlende Klammern sind immer im Sinne der Reihenrekur-
sion zu interpretieren. D.h. as + a4 + ag steht fir (ag + aq) + ag.)

a1+ az + a3z +as+as +ag = (a2 + as + ag) + (a3 + as) + a1
Darf man derartiges auf eine unendliche Summe ausdehnen? Gilt also auch dort notwendig beispielsweise

Yap = (ZGQk) + (Za2k+1)?
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Wir illustrieren das Problem an einem einfachen Beispiel, das zwar wenig relevant ist, aber die auftre-
tenden Schwierigkeiten aufzeigt. Seia,, = (—1)". Also a=(1,-1,1,-1,1,......). Dann folgt s9,, = 1 und sg,,+1 = 0.
Die zugehorige Reihe konvergiert keineswegs. Ausgeschrieben: Xaj =1-14+1-14+1-...... . Nimmt man jetzt
mit dem Assoziativgesetz eine Beklammerung vor, so erhilt man eine neue Reihe nédmlich

1-1D)4+(1-1)+1-1)+..=040+0...=0

D.h. die durch Anwendung des Assoziativgesetzes auf die Summe entstehende neue Folge b,, = ag,, + aon41
ist konvergent mit by = 0.

O Jetzt sei ¢ = ag 4+ a2 und ¢; = a4 — a; und allgemein ¢, = cp43 — ¢x. Welche der iiblichen Rechenregeln fiir
Summen werden hier fiir die unendliche Summe benutzt? Was ergibt sich fiir 3¢, ?

(3.2.2) Wir sehen: Die iiblichen Rechenregeln fiir Summen, gegeben durch Kommutativgesetz, Assozia-
tivgesetz und Distributivgesetz darf man keineswegs ungepriift und ungerechtfertigt auf unendliche Summen
ausdehnen. Und das heifit: Beim Ubergang nach unendlich darf man bei Summen reeller Zahlen keineswegs
eventuelle Klaammern fortlassen und die Reihenfolge der Summanden beliebig vertauschen. Bei endlichen
Zahlsummen hingt das Ergebnis von solchen Umfomungen nicht ab. Bei unendlichen kann das aber der
Fall sein. Daher haben wir iiber die Definitionen in (3.1.5) einen ganz bestimmten Rechenweg
festgelegt, der sich fiir den Ubergang nach unendlich als besonders vorteilhaft erweist.

(3.2.3) Allerdings zeigt sich, dass Ausdehnung zulissig ist, falls die beteiligten Reihen eine zusitzliche
Bedingung erfiillen, die als "absolute Konvergenz" bezeichnet wird.

Definition: D€l (Non— ay,, C) eine Folge und Xay, die zugehorige Reihe .
Dann heifit die Reihe absolut konvergent, wenn die Reihe X|ay| der Absolutbetrige
konvergent ist. D.h. die Folge der Partialsummen n— X}7_,|as| der Betrige.

Insbesondere sind alle konvergenten Reihen, bei denen fast alle a,, dasselbe Vorzeichen haben, auch absolut
konvergent. Unsere Behauptung zur absoluten Konvergenz ist natiirlich zu beweisen, was wir weiter unten
grofienteils tun werden. Dieser Beweis benutzt den in (3.1.6-7) eingefiirten Formalismus. Der Leser sollte sich
diese iiberaus wichtigen Resultate von "absolut konvergent" einpriigen und immer wieder zur Orientierung
heranziehen.

Will man mit unendlichen Summen ebenso rechnen wie mit endlichen,
dann muss man absolute Konvergenz verlangen!

(3.2.4) Beachten Sie: Da Betriige nicht negativ sind, ist n— X}_|ax| eine positive monoton wachsende
Folge. (Bei jeder Vergroflerung von n wird etwas nicht Negatives zur Partialsumme hinzugefiigt.) Ist die
Summe beschréinkt, dann ist sie konvergent (Monotoniekriterium). Ist sie unbeschrénkt, dann divergiert die
Folge der Partialsummen unbestimmt.

(3.2.5) Reihen sind Folgen: Schauen wir uns zunichst an, was das Cauchykriterium , das ja generell
iiber die Konvergenz entscheidet, fiir Reihen besagt. Sei a die Folge, s die Folge der Partialsummen und
o = (Nn— X7_|ax|,R) die Folge der Partialsummen der Betréige. Dann hat man fiir das Cauchykriterium
folgende Explikation (mit n<m):

|8 — sm| = |Xg—oar — Xpoak] = [Xi—i10k = [Gmy1 + oo+ anl.
Den mittleren Term lassen wir fast immer fort. Fiir absolute Konvergenz lautet dagegen die Forderung
on — oml| = [Zk=olar| — Exlolak| = [Xf=pmilak] = lamia] + ... + |an]
Mit der Dreiecksungleichung folgt andererseits
[$n, — Sm| = lam+1 + oo F an| <|@ma1]| + oo + |an] = |00 — ol

Und natiirlich ist denkbar, dass die linke Seite <¢ ist, ohne dass die rechte das auch ist. Wir erwarten daher,
dass aus absoluter Konvergenz die gewohnliche folgt, aber dass es umgekehrt konvergente Reihen gibt, die
nicht absolut konvergent sind.
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(3.2.6) Merke: Die Explikation des Cauchykriteriums fiir eine Reihe ¥a; ergibt (n>m)

Zu jedem e > 0 gibt es ein N, so dass fiir alle n,m > N(¢)
gilt  |sp — sm| = |ans1 + anaa + ... Fan| <e

(3.2.7) Die in (3.1.12) bewiesene Ungleichung |s, — $m| < |on — o] zeigt:
Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

(3.2.8) Ein Beispiel einer konvergenten, aber nicht absolut konvergenten Reihe gehort zur Folge a,, =

(;i)ln . Die betrachtete Reihe ist daher X (T_Li)ln =1- % + % — % + .... Die zugehorige Reihe der Absolutbetrige

ist En+r1 =1+ % + % +.... Und das ist die harmonische Reihe, von der wir wissen, dass sie bestimmt divergiert.
Die Reihe selbst ist konvergent, wie man mit Hilfe des Cauchykriteriums zeigt. Dabei beschrinken wir uns
auf eine Abschéitzung von [Sg,12k — Ssm|- Die anderen Indexkombinationen lassen sich leicht ergéinzen.

1 1 1 1 1 1
[$2mt2k = S2m] omtl m+2 m+3 om+d T mmi2k—1  2m+ 2k
B 1 L, R S 1 1
- 2m+1 2m+2 2m+2 2m+4 2m+4 7 2m+2k—2  2m+ 2k
1 1 k 1 1 1

<e.

_ - < < —
2m+1 2m+4+2k  (2m+1L)(m+k) (Cm+1)(1+4) = 2m+1 7~ 2N

Hier wurde jeder 2. Summand vorsichtig durchVerkleinern des Nenners vergréflert, so dass danach dasselbe
Fortheben wie in (2.8.11) erfolgt. Die letzte Ungleichung ist leicht fiir alle k und ¢ erfiillbar, sofern nur N< m
ausreichend grof} ist.

O Beweisen Sie: Eine notwendige, aber keineswegs hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe Yay
ist, dass k— aj, eine Nullfolge ist. (Hinweis: Cauchykriterium und Gegenbeispiel)

(3.2.9) Wir formulieren nachfolgend einen Satz, der die harmlose Gutartigkeit der absolut kon-
vergenten Reihen belegt und einen zweiten, der die interessante Boshaftigkeit der konvergenten,
aber nicht absolut konvergenten Reihen aufzeigt. Das néichste Beispiel zeigt, um welche Termum-
formungen es dabei geht:

(3.1.18) Wie kann man eine Umformung wie
a1+ as + a3+ as + as + ag = ((a2 + as + ag) + (az + as5)) + a1

formal beschreiben? Jede Summe ohne Klammern steht im Zweifelsfall fiir die in (3.1.5) festgelegte Stan-
dardbeklammerung. Wir haben zweierlei: Eine Permutation 7 der Indexmenge 1={1,2,..,6}, mit deren
Hilfe wir die neue Folge b mit b; = a,(; einfiihren. Im Beispiel ist b=(aq, a4, as, a3, as,a1). Und 7 ist
natiirlich eine bijektive Parametrisierung der Indexmenge durch ein Intervall. Und dann eine Partition P
der Indexmenge. Im Beispiel P={{1,2,3},{3,5},{1}}. Fiir diese brauchen wir zur Festlegung der Reihenfolge
auch eine Intervallparametrisierung p (der Partition). Sagen wir p(1) = {1,2,3}, p(2) = {3,5} und

p(3) = {1}. Dann kénnen wir den rechts stehenden Term schreiben als X3, _ (k) O (i)
(3.2.10) Fiir endlich viele Summanden gilt als Konsequenz der REchenregeln fiir Zahlen %¢ ja;, =
227 kel (Efep( k)aﬁ(i)> . Aber wie steht es mit dem Ubergang zu unendlich vielen Summanden? D.h. genauer,

wenn fiir die Partition P abzdhlbar viele Klassen zugelassen werden und wenn die Klassen selbst abzihlbar
viele Elemente enthalten diirfen?
(3.2.11) Satz:

Es sel a=(N,n— a,, C) eine Folge mit unendlicher Reihe Xaj. Weiter sei
7 : N — N eine bijektive Abbildung, also eine Permutation der Indexmenge.
Und T eine unendliche Teilmenge von N.

Dann ist die Reihe X cr0xr(n) auch absolut konvergent.
Insbesondere ist jede Umordnung der Reihe erneut absolut konvergent.

Zur Konstruktion: Zuerst permutiert man die Elemente mit . Aus (a, a1, ...) wird (ar(0), Gr(1), @r(2); )
Dann streicht man alle nicht zu T gehorigen Feldpléitze. Aus dem was bleibt wird in der gegebenen Reihen-
folge die neue Reihe gebildet.
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(3.2.12) Beweis: Die absolute Konvergenz besagt £°|a;| < co. Nun ist TC N. Sei Ny=max;<n (7 (7)).
Klar ist N< N;. Dann folgt fiir die endlichen Summen Yier i<n, [ar@)| < »MNlail < 22lai] <
00. Denn jeder Summand links tritt auch in der mittleren Summe auf. Grenziibergang liefert
das Gewtinschte(G9) aus (2.5.26). Die permutierten Teilfolgen liefern daher absolut kon-
vergente Reihen.

(3.2.13) Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen

Es se1 a=(N,n— a,, C) eine Folge mit unendlicher Reihe Yay. Weiter sei
7 : N — N eine bijektive Abbildung, also eine Permutation der Indexmenge.
SchlieBlich sei P=(I,i— p(i), P(N)) eine bijektive Intervallparametrisierung
einer Partition der natiirlichen Zahlen mit I=[AE]C N
Die Reihe Xay, sei absolut konvergent.

Dann gilt |sa, =%Z, (E;’e,,(i)awu))

Kurz: Bei absoluter Konvergenz sind Umformungen der in (3.1.18) beschriebenen Art auch fiir abzéhlbar
unendlich viele Summanden zulissig.
(3.2.14) Illustrationsbeispiele fiir die Anwendung des Satzes:

e Wihlt man P einelementig, also P={N}, dann folgt wie in(3.1.20), da 7 beliebig ist:

Bei einer absolut konvergenten Reihe darf man die Reihenfolge der Summanden
beliebig verdndern.

e Vielfach Wahlt man P zweilelementig: P ={G, U} mit G={0,2,4,...} und U={1,3,5,...}. Ist dann Xay
absolut konvergent, hat man:
Yia; = Xia2; + Xagit1

O Zerlegen Sie nach dieser Methode 322, (ign in Real- und Imaginirteil. Sie diirfen absolute Konvergenz
voraussetzen.

(3.2.15) Beweis (von (3.2.13):

Yay, ist absolut konvergent, also auch konvergent. Sei 32° ,a, = S. Gebe € > 0 vor. Zu zeigen:
Man kann erreichen, dass \E;-*EA (EZ;p(i)aﬁ(k)> — S| < e wird. Dabei soll ¥* bedeuten, dass

von der Summe jeweils nur eine endliche Partialsumme genommen werden soll. Gefordert
wird, dass S durch eine endliche Teilsummen approximiert werden kann. Allerdings sollen alle
eventuellen Vorgingersummanden auch mitgenommen werden.

Sei jetzt N so grof gewshlt, dass X372 ylag| < € ist. D.h. aber:ja; + ... + ay — S| < e. Oder
auch ‘ la; + ... Fan + X ar, — S| <e. (%) ‘ Dabei sei ¥X**ay, einen endliche Summe weiterer a

mit k>N. Denn das Herausziehen weiterer Summanden aus der Reihe verkleinert den Restbetrag
(Dreiecksungleichung). Jetzt restringieren wir die Partition P auf ein endliches Anfangsintervall
Iy von I, derart, dass alle ar;y mit 7(i)< N in einem p(i) mit i€ Iy vorkommen. Da N endlich
ist, ist das moglich. Und in jedem p(i) mit i€ Iy nehmen wir in der Partialsumme nur endlich
viele Glieder, mindestens so viele, dass alle ar () mit 7(k) € p(i) und 7(i) < N enthalten sind.
Das gibt wieder endlich viele Terme und definiert die Summen ¥, In diesen Summen tauchen
eventuell weitere a,(; mit 7(i) > N auf, aber das sind erneut hochstens endlich viele. In der
insgesamt so konstruierten endlichen Summe sind aj, ....,ax sicher enthalten, so dass nach (*)
wie gefordert [X7 p (Xcpan)) — S| < e gilt! Und nach Hinzunahme weiterer a; zur Summe
bleibt das so.

Geht man, wie von der Formel verlangt, in den inneren Summen zur Grenze s; = E?Ep(i)aw(j) iiber
(Mit Grenziibergang, wenn p(i) unendlich ist, sonst nur alle j€ p(7); diese Grenzwerte existieren
nach (3.1.20)), dann bleibt die Ungleichung erhalten und man hat |35 ps, — S| < e. Ist die
Indexmenge I der Partition endlich, geniigt das. Andernfalls muss man auch hier in der durch P
vorgegebenen Reihenfolge zu Grenze iibergehen, was keine Verletzung der Ungleichung bewirken
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kann, da ja immer nur weitere Terme a; mit i>N hizugenommen werden. Also bleibt auch jetzt
die Ungleichung erhalten.

Insgesamt ergibt sich, da € > 0 beliebig war das gewiinschte Resultat

lim; iz s = S = Ypan.

(3.2.16) Fazit: Fiir endliche Indexmengen I und zugehorige Familien (a;),.; komplexer Zahlen haben

iel
wir in Kap (1.2) das Symbol eingefiihrt. Es besagt, dass iiber alle Elemente von I zu summieren war,
wobei es nicht auf die Reihenfolge und die Art der Beklammerung ankam. Denn jede zuldssige Interpretation
der Summe ergab dasselbe Resultat. Dieses Konzept erwies sich fiir das Rechnen als ausgesprochen niitzlich.

Jetzt sind wir in der Lage, das Symbol ¥;c7a; von endlichen auf abzihlbare Mengen zu verallgemeinern.

Sei also I eine hochstens abzihlbare Indexmenge und (a;);c; eine zugehorige Familie komplexer
Zahlen. Wir nennen diese Familie absolut summabel,wenn es eine bijektive Parametrisierung
7 : N — I gibt, derart dass 352 ,a, ;) absolut konvergent ist. Dann ist jede Umordnung und auch
jede Zusammenfassung konvergent und wir bezeichnen das Egebnis mit | ;< ra; | Hierin geht also
wieder nur die Menge I ein, nicht aber die Art der Abzéhlung ihrer Elemente wie im Falle von
Zﬂ',iGI .

Der Hauptnutzen dieses Symbols besteht darin, dass man damit ausgesprochen effektiv rechnen kann.
Die jetzt folgende Behandlung der Doppelsummen liefert hierfiir ein gutes Beispiel.

(3.2.17) Doppelsummen treten als Folge der Distributivgesetze auf. Typischerweise gilt fiir endlich
viele Summanden unter Verwendung des Summenzeichens

(Bjerai)(Ererbr) = B k)esxxajby.

Dabei darf man die Summen wegen Assoziativ- und Kommutativgesetz beliebig interpretieren. In den links
stehenden Summen kénnen wir etwa iiber (3.1.6) zu unendlichen Reihen iibergehen. Die Doppelsumme
(i, mesxkajr der rechten Seite dagegen macht Probleme, da JxK keine Teilmenge von N ist. Es gibt viele
Wege, daraus Folgen oder Konstruktionen nach (3.2.18) zu machen. Drei davon sind besonders wichtig.
Stellt man N xN als (nach rechts unten offene) Matrix dar, dann lassen sich diese drei Reihungen wie folgt
beschreiben. Es liegt natiirlich jeweils eine der im Hauptsatz beschriebenen Strukturen vor.

e Zerlege die Matrix in ihre (unendlichen) Zeilen. Das gibt die Partition. Dann zuerst die Zeilen auf-
summieren und anschliefiend iiber die Zeilen summieren. Als Formel:

Y20 (BpZoaik)

e Analog kann man in die Spalten zerlegen:

Yio (Z?ioaik)

e Und man kann nach Diagonalen (i+k=d) zerlegen, diese aufsummieren und dann iiber die Diagonal-
summen summieren
o d
%520 (Bioaia—i)

In alle drei Fillen gibt es fiir die Partition bereits eine natiirliche vorgegebene Numerierung, also In-
tervallparametrisierung. Die dritte Summation erweist sich als besonders wichtig. Insbesondere sind alle
inneren Summen endlich. Es bleibt nur die eine unendliche Summe.

Als schematische Matrix sieht das so aus. Gleiche Symbold wie A deuten eine Klasse der dritten Zerlegung
an.
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Doppelsumme 04 = 0.9 = 0.3 = 4= 0.5 =

ik Sik X Sk1 Y Sko Y Sk3 Y Ska SpSps OO
o1. = XiSik Siié S12V Si3A S147 S5 S16
02 = XSk So1V SooA Soz# Soa# Sas
03. = XSk S31A Saa#f S33M S34 S35
04, = g Sax Sq1# Sio8 S43 Sa4 S45
05 cevinnnn S51‘

(3.2.18) Der Hauptsatz zeigt: Ist (aj;);jen summabel, d.h. gibt es irgendeine Abzihlung, fiir die
Y2 0lar(| konvergiert, dann liefern alle Abzihlungen dasselbe Resultat X; jyenxnaij. Das gilt insbeson-
dere fiir die drei beschriebenen Berechnungsweisen.

(3.2.19) Satz:

Ist 02 (B ]air]) < 0o oder 32| (522 ]ar|) < oo,
dann st die Familie (aik)i,ken absolut summabel.

Beweis: Es geniigt, absolute Konvergenz fiir eine Abzihlung nachzuweisen. Wir nehmen die Di-
agonalzidhlung. Dann folgt die Behauptung etwa fiir die Spaltenzerlegung iiber die folgende Ungle-
ichungskette, wenn man wie iiblich fadenartig nacheinander die einzelnen Diagonalen durchgeht:

Zfi\;o (Ezzomk,dfk‘) < Zﬁk:o‘aiﬂ = EJJCV:1 (E%:o‘aiﬂ) < Np2 (Bfrolaik|)

O Begriinden Sie die einzelnen Schritte genauer!
3.2.20) Im Fall des Produktes zweier unendlicher Reihen Ya; und ¥b; nennt man die dritte Konstruktion
( j

das Cauchyprodukt der beiden Reihen. Das ist gegeben durch die Reihe Ego:o(Zgzoajbd,j) .
(3.2.21) Satz (iiber das Cauchyprodukt absolut konvergenter Reihen)

Sind Y aund } b absolut konvergent,

dann ist das Cauchyprodukt der beiden Reihen absolut konvergent,
so dass ), ; a;b; in beliebiger Reihenfolge (als Reihe) berechnet werden kann.
Es gilt (Xa;) (3by) = Saiby = 332 (S9_ga;ba—;) -

[J Das Resultat ist sogar rechnerisch noch "schoner" als im endlichen Fall. Wieso?
Beweis: Mit Satz (3.1.26). Sei ). l|a;|=A und }_|b;j| = B. Dann gilt

Z|ai‘ Z|bj| :Z|ai|B=<Zai|>B=AB<oo.
i J i i

(3.2.22) Beispiel zum Umgang mit dem Summenzeichen: Wir wissen, dass fiir [x|<1 gilt == = Zz'.
2 )
Die Reihe ist absolut konvergent. Wir haben (ﬁ) = (Zz%) (X2*). Wir diirfen die rechte Seite nach dem
Cauchyprodukt ausrechnen und finden

(Exi) (Zwk) = Z?lozo (E?:Ogjjxd*j) — Zzozo(d“‘ 1)$d

Vor der Behandlung der konvergenten aber nicht absolut konvergenten Reihen ist es sinnvoll, ein
Konvergenzkriterien einzuschalten. Konvergenzkriterien sind Resultate, die es einem erlauben
mit Hilfe geeigneter Eigenschaften der Folge a auf die Konvergenz der Reihe ¥a zu schliefien. Ein
erstes grundlegendes Beispiel war das Cauchykriterium.
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2.3.3 Konvergenzkriterien(I)

(3.3.1) Das folgende Kriterium liefert Konvergenz, macht aber keine Aussage dariiber, ob absolute Kon-
vergenz vorliegt. Tatséchlich erhilt man mit seiner Hilfe leicht Beispiele von konvergenten, aber nicht absolut
konvergenten Reihen.

Das Leibnizkriterium Sei a,, reell mit a,, > 0 monotone Nullfolge
> (=1)"a, konvergent mit einem Grenzwert
Dann 1t S=6ag, wobei 0< 6§ < 1 gilt.

Die Figur illustriert das zugehorige Verhalten der Summen, die immer weiter eingeschachtelt werden. (ag —
ay + a2 — as....und ag < a1 < ag) :

ay - ¥ USW
a -a3 ay Y '

(3.3.2) Beweis: Wir betrachten die beiden Teilfolgen k— sop und k— sox41 . Man hat:

Sop41 = (ap—a1) + (a2 —as) + ... + (a2k — G2k+41)

S2k = ap — ((11 - CL2) T - (azk—1 - CL2k:)

Die erste Folge ist ist monoton wachsend, da jeder Summand (agy — agk1) positiv ist. Und entsprechend
ist die zweite monoton fallend. Da weiter ag > sop > sox+1 > 0 gilt, sind beide Folgen beschrinkt. (Vgl. die
Figur.) Nach dem Monotoniekriterium (2.6.7) sind beide Teilfolgen konvergent. Die Grenzwerte bezeichnen
wir mit S; und S_. Nach dem Grenzwertsatz (G1) aus ( ) folgt limg_, o0 (Sog+1—S2k) = S+ —S— . Andererseits
hat man

1)2k7+1

limp oo (S2k41 — Sok) = limp—oo(— azg+1 =0

Folglich ist S; = S_. Die Reihe ist konvergent und wegen der Ungleichung 0< so11 < Sor < ag gilt
0< S < ag oder | S=fag mit 0< ¢ < 1|

(3.3.3) Beispiel: Hiernach sind fiir & > 0 alle Reihen E(;la)n konvergent. Das sind dann aber Reihen,
die z.T. ausgesprochen langsam konvergieren. D.h. man benéttigt Strategiefunktionen, die mit % sehr rasch
anwachsen.

(=pkH

Das Bild zeigt die ersten Partialsummen der Reihe 322 ; 7 ab n=3. Die Konvergenz ist in diesem

Fall ausgesprochen langsam, was noch viel deutlicher wird, wenn man mehr Terme mitnimmt. Deutlich
sichtbar ist das zum Leibnizkriterium gehorige Verhalten. Und die Tabelle verdeutlicht die Langsamkeit der
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Konvergenz. Wir haben S=6 -1 mit § = 0.60...7.. (Start hier bei a; = 1)

n 100 1000 | 10000 | 100000 | 1000000
Sn, 0.555 | 0.589 | 0.599 | 0.6033 | 0.6044
Sn+1 | 0.654 | 0.620 | 0.609 | 0.6065 | 0.6054

[] Zeigen Sie, dass fiir 0<a < 1 die Reihen ¥ (_}C}y)k nicht absolut konvergent sind.
(3.3.4) Das folgende Kriterium ist einfach, aber ausgesprochen niitzlich, ja grundlegend. Es wird spéter
benutzt, um Wurzel- und Quotientenkriterium herzuleiten. Beachten Sie: Es ist ein Kriterium fiir absolute

Konvergenz.

Ist > b, absolut konvergent
und gilt |a,| < |by,| fiir fast alle n,

dann ist Y a, absolut konvergent.

Vergleichskriterium:

Beweis: Wiihle fiir die Strategiefunktion im Cauchykriterium N, = N, :
remlor] < Bp_,,|bk] <e  fir nm > Ny(e).

O Formulieren Sie ein analoges Kriterium fiir die bestimmte Divergenz von Yay
Beispiel: Die Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl mit Abschitzunmg durch die grofite Ziffer 9
gibt:
341-107"4+7-1072 441072 +5-107 + ...
< 9-(107°+107 P+ 102410+ 107 +...) =

3.1745...

=10

’5|©| ©

= 9.999999....

Also ist die Darstellungsreihe konvergent.
Beispiel. Wir haben bereits gezeigt, dass die harmonische Reihe E% bestimmt divergent ist. Die Reihen

n* (—1n*

Z(;O fiir 0O<a < 1 sind nach dem Leibnizkriterium konvergent. Da aber =

all diese Reihen nicht absolut konvergent.

Jetzt verwenden wir das Vergleichskriterium, um ein fiir viele praktische Zwecke sehr niitzliches Kriterium
herzuleiten, das Integralvergleichskriterium. ( Dabei benutzen wir einige noch nicht besprochene elementare
Eigenschaften reeller Funktionen)

) > % fiir diese « gilt, sind

Sei dazu a eine Reihe mit nicht negativen Gliedern (a,, > 0). Wir definieren eine reelle Funktion
f=f, : [0, 00[— R mit Sprungstellen durch

f(z) =a, fir n<x<n+lundneN
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Nehmen wir z.B. a,, = n+_1 Dann sieht der Beginn des Graphen von f, wie im linken Bild aus.

Die Sprungstellen sind zu Verdeutlichung verbunden. Wie grof ist der Flicheninhalt unter der
roten Kurve bis x=n€ N ? Er besteht aus lauter Rechtecken der Breite 1 und der Hohe a,,.
D.h.F(n)=["dtf(t) = Y sarl = X}Zjar = sp_1. Die (n-1)-te Partialsumme ist gleich
diesem Flidcheninhalt.

1.4] 1.47
1.2] 1.2
1 1
0.8] 0.81
0.6] 0.61
0.2] 0.2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0.2 0.2

Im rechten Bild haben wir zwei weitere Funktionen g und h mit eingezeichnet, die h(x)< f(z) <
g(z) erfiillen. Mit der Monotonie der Integration folgt:

H(n) = /On dzh(z) < $p—1 = /On dzf(z) < /On dzg(z) = G(n).

Angenommen man kann das Integral G(n) berechnen und die Folge n— G(n) erweist sich als
nach oben beschrinkt, dann gilt dasselbe fiir n— s,. Wegen a,, > 0 ist s, iiberdies monoton
wachsend. Nach dem Monotoniekriterium konvergiert die Reihe ¥a,. Und es gilt Ya, < Gy,
wenn G(n)< G fiir alle n. Divergiert umgekehrt die zweite Folge n— H(n), dann muss auch
Ya, divergieren. Im Beipiel haben wir h(x):gﬁ_1 gewithlt. Also H(n)= On xd—_fl = 1In(n + 1). Das
divergiert und wir sehen erneut (und ganz leicht), dass die harmonische Reihe divergiert.

Fassen wir zusammen:

Integralkriterium Es sei a,, > 0. Weiter seien g,h reelle Funktionen, fiir die gilt:
‘ 0<h(x)< a,, < g(z) fiir alle x mit n< 2 <n + 1 und alle ne N ‘

Dann ist > ag absolut konvergent, falls die Folge n— G(n) = [ dzg(x) beschrénkt ist.
Dann ist > ag bestimmt divergent, falls die Folge n— H(n) = [;' doh(z) unbeschrénkt ist.

Anschaulich: Der Graph von g hat einen grofieren Flicheninhalt. Ist dieser fiir n— oo beschrinkt,dann
gilt dasselbe fiir den Flicheninhalt des Graphen von f und das ist die betrachtete Reihe! Gilt die Ungleichung
fiir die ersten n nicht, dann kann man das Kriterium abgewandelt bei Ng beginnen lassen. Fiir die Konvergenz
macht das nichts.

Zwei anspruchsvolle Beispiele: | Y77, m . Da h(x):xﬁm monoton fillt, haben wir

n+1 n
dx 1
H(n) = <
(n) /2 xlnz — kZ:Q kln(k)

Das Integral gibt mit Umkehrung Kettenregel H(n)=In|Inx|[3™" = In(In(n + 1)) — In(In(2)). Das divergiert
(sehr langsam!) fiir n— oo. Folglich divergiert die Reihe 22022 ﬁ(k) auch.

Bei 22022 #ﬂk) gehen die Summanden nur wenig stérker als im ersten Beispiel nach Null. Aber diese

Reihe konvergiert. Man hat nédmlich

n

1 n+1 dr 1 n+1
kZ:kaZ(k) S/z (z+ Dz +1) [_1n(x+1)]2
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Und das geht (wieder sehr langsam!) nach Nulll Also konvergiert die Reihe | Y77, m

2.3.4 Bedingte Konvergenz. Der Umordnungssatz

(3.4.1) Wir besprechen jetzt das Verhalten von konvergenten, aber nicht absolut konvergenten Reihen.

Solche Reihen werden auch | bedingt konvergent‘ genannt. Fiir bedingt konvergente Reihen darf man den

iiblichen Summenzeichenformalismus nicht verwenden. Es kommt vielmehr auf die Reihenfolge der Sum-
manden an. Insbesondere gilt auch (3.2.21) nicht, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.

(3.4.2) Gegenbeispiel: Zunichst erinnern wir daran, das die Glieder a, einer konvergenten Reihe
notwendig ein Nullfolge bilden. Nach dem Cauchykriterium muss ja |s, — s,_1| = |an| < € gelten. Das
zeigt, dass n— a, notwendig Nullfolge ist

Jetzt betrachten wir die Reihe > (?/1%"‘ , die ja nach der Leibnizregel konvergent, aber nach Vergleich

mit der harmonischen Reihe nicht absolut konvergent ist. Den Grenzwert G kennen wir nicht. Wir bilden

einerseits
SIGANEAS <—1>k>nGG h
— — | = nach (G3)
(S EF) oo

und berechnen andererseits das Cauchyprodukt zu

d—1
Z(—l)d (Z \/E\/—ldTa> et Z(—l)dcd Was ist das?

d a=1 d
Die Zahlen ¢4 > 0 kénnen wir wie folgt nach unten abschétzen:

dz‘l S < d-1_,
Cd == - = =
—Vald—a) = /(d-1)2 d-1

da fiir die beiden Nennerfaktoren gilt a< d — 1 und (d-a)< d — 1. VergroBerung des positiven Nenners
verkleinert den Ausdruck. Und man hat (d-1) solche Summanden. Diese Reihe ist daher divergent. Oder:
Wir haben durch naiv distributives Ausmultiplizieren von zwei konvergenten Reihen eine divergente gemacht.
(3.4.3) Der folgende Satz zeigt, dass derartige Erscheinungen fiir alle bedingt konvergenten Reihen gelten:
(3.4.4) Grofiler Umordnungssatz von Riemann. Dabei begniigen wir uns mit der einelementigen
Partition)

Es sei a=(N,n— a,,R) eine Folge mit unendlicher Reihe Xaj.  Weiter sei
7 : N — N eine bijektive Abbildung, also eine Permutation der Indexmenge.
b=(N k— ar(x),R) sei die Folge mit permutierten Indizes mit unendlicher Reihe ¥by,
Schliellich sei YXay bedingt konvergent.
Dann kann man zu jedem ce€ R eine Permutation 7 von N finden, so dass ¥b gegen c konvergiert.
Ebenso gibt es Permutationen, fiir die ¥b; bestimmt gegen oo divergiert.
Sind schliefilich ¢4 und c_ zwei verschiedene Zahlen, die auch oo sein konnen,
dann gibt es weitere Permutationen, fiir die ¢4 und c_
Haufungspunkte der Folge n— Ya, () sind.

Kurz: durch eine geeignete Umordnung der Summanden kann man alle iiberhaupt iiblicherweise auftretenden

Resultate produzieren. ,1602010 # = 430559 82

(3.4.5) Statt des Beweises fiihren wir die Beweisidee an einem Beispiel konkret vor! Zunéchst erinnern
wir daran, dass diese Reihen nicht absolut konvergent sind. Und das bedeutet, Dass X|ay| iiber alle Grenzen
wichst. Das besagt aber Folgendes:

Zu jeder Zahl C>0 und jedem Ne N gibt es ein Ke N | fiir das gilt

Secw lakl = lan| + lanta| + - + lani x| > C. *)

[ Zeigen Sie: bei einer bedingt konvergenten Reihe N — R miissen beide Vorzeichen unendlich oft vorkommen.
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[0 Zeigen Sie: Die Teilfolge aller positiven aj ist divergent. Dasselbe gilt, entsprechend abgewandelt, fiir die
Teilfolge aller negativen ay

Daher gilt (*) auch fiir diese beiden Teilfolgen

Andernfalls wire die Folge der zugehorigen Partialsummen doch beschrankt!

(3.4.6) Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe 1— —|— z— 7 —|— ..... ist bedingt konvergent. In
der so gegebenen Reihenfolge konvergiert sie langsam gegen ln( ) = 0. 693 147.. Beispielsweise erhilt man
S1000 = 0.692647... Wir wollen die Reihe so umordnen, dass sie gegen eine bestimmten Wert, sagen S=1.5
konvergiert. Wie geht man vor? Man fiihrt ein Folge von Schritten aus, die wie gleich beschrieben werden.
Dabei ist zu bedenken, dass nach (*) aus (3.4.5) die Teilsummen der positiven aj beliebig grofi und die der
negativen beliebig klein (-00) gemacht werden kénnen, egal von welchem Ny man startet

Jetzt die Schrittbeschreibung:

e Wir summieren zunéchst soviel positive Terme in der Reihenfolge ihres Auftretens, bis deren Summe
1.5 iibersteigt. Numerisch gibt das |1+ % + % =1.53|

e Jetzt addiert man negative Terme bis die Summe unter 1.5 kommt. Numerisch geniigt in diesem Fall

cin Term |1+ % + 4 —4|=1.03|

e Jetzt addiert man die nédchsten noch nicht verbrauchten positiven Terme, bis die Summe wieder 1.5
tibersteigt:

1 1

144+ = — +%+%+%+1—{3+1—15 =1.521

1
375 2

e Und wieder unverbrauchte negative Terme

1 1 1 1 1 1 1 1
1 - —= — —|—il=1.27
T3ty ety tet Tt L

1 1 1 1 1 1 1 1
1 T s T T rmtatests =154

+1+1 1+1+1+ + L
3'52'7 911 13 4

11111 1 1 11 1 1 1 1 1
I+st+o-ctotot—+ o+t =ttt t+=o| —

352 79 11 13154 17 19 21 23" 25 = 1347

o=

TR SR S, I S A S S AV S AU S (SN R [T
A A AR TR ATV R T AR T TR R Ik Ikl

e Usw.

Offenbar entsteht eine Umordnung der urspriinglichen Reihe mit der gewiinschten Konvergenzeigenschaft.
Alle Terme der urspriinglichen Reihe werden genau einmal benutzt.

2.3.5 Konvergenzkriterien (II)
(3.5.1)v Wir kommen zu weiteren, héufig niitzlichen Konvergenzkriterien. Dabei handelt es sich jeweils

um Konsequenzen des Vergleichskriteriums. Verglichen wird dabei mit der geometrischen Reihe.
(3.5.2)

Quotientenkriterium: Fiir fast alle n gelte a, #0 (1)
Weiter gebe es eine Zahl q mit 0<q<1,

fiir die fiir fast alle n gilt <q(2)

Ant1
An

Dann ist > ay, absolut konvergent .
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Beweis: Die Vorraussetzungen seine ab N erfiillt. Dann ist |ay4+1]| < glan| wegen (1) und weiter:

lan 2| < glant1] < ¢*lan|. Induktiv fOlgt| lan+k| < ¢*lan] |

Folglich hat man > aj = ZkN:o + > pe n @k Zu zeigen ist die absolute Konvergenz der zweiten
Summe:

NE
S

< Z lax| < |an] Zq |aN| da g<1 nach (2).
k k=N

Il
=2

Das - Vergleich mit einer geometrischen Reihe - zeigt die Konvergenz und gibt sogar eine Ab-
schitzung.

(3.5.3) Entsprechend beweist man :

an+1

Gilt fiir fast alle n

> ¢ mit g>1|, dann ist die Reihe divergent.

(3.5.4) 1! Beachten Sie : Fiir Konvergenz geniigt nicht zu zeigen, dass

fast alle n. Das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt, dass unbedingt das von n unabhingige
q mit q<1 dazwischengeschaltet werden muss! Im Fall der divergenten harmonischen Reihe gilt
1

= g < 1 fiir alle n. Aber es gibt kein q<1, so dass -5 < ¢ fiir alle n. Der Bruch nihert sich der 1
b(glieblg an!
n+1
(3.5.5) Wie steht es mit 3, —7 Hier erhélt man |‘;+|1‘ = ‘C/I:T,‘L(nﬂ) = n‘LJr‘l Fiir n>2[x| wird das < 1

Man hat absolute Konvergenz fur alle Werte von x.

(3.5.6) Zur Anwendung des Quotientenkriteriums muss man den Bruch % von einer Stelle ab bilden
konnen! Das schriinkt die Anwendbarkeit manchmal ein. Ein Trick zum Umgehen dieses Problems besteht
darin, zu einer neuen Reihe iiberzugehen, in der alle a, mit a,, = 0 ausgelassen sind. Der Summenwert
dndert sich hierdurch nicht.

[] Beweisen Sie: Hat die Folge n— a;f einen Grenzwert q mit q<1, dann gilt fiir fast alle n auch
a €
iER [P P wenn € = 1 — g ist.
an 2’

Und das heifit, dass das Quotientenkriterium anwendbar ist.
(3.5.7) Auch das nichste Kriterium basiert auf dem Vergleich mit der geometrischen Reihe:

Das Wurzelkriterium: Es gebe eine Zahl q mit 0<q<1, fiir die gilt:
Fiir fast alle n ist {/|a,| < q.
Dann ist > a, absolut konvergent

O Was ist, wenn lim,, {/]a,| = w < 1 existiert?
Beweis: Folgt iiber die Diskussion der folgenden Ungleichung:

N+1

O Formulieren Sie das entsprechende Kriterium fiir bestimmte Divergenz.

Beispiel: Enn ist danach fiir alle x€ C absolut konvergent. Wir haben nach (..) lim {/n = 1 und ebenso
hmﬁ = 1. Mit den Grenzwertsitzen folgt {/n|z|” — 1|z|. und ebenso {/ T‘ﬂl \r\ . Beide Reihen

konvergieren daher ebenso wie Yz™ fiir |x|<1 absolut. Oder auch: die beiden zuséitzhchen Faktoren n und
% #ndern an der Konvergenz der Reihe nichts

Beispiel: Wie steht es mit der Konvergenz der folgenden beiden Reihen? ¥nz"™ und X "7 Wir
wenden das Wurzelkriterium an

+1x
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(3.5.8) Die folgende Reihe erweist sich als sehr wichtig: E[a—],"x". Wir verwenden das Quotientenkriterium

n:

e z" T n! a—n)lz -1
und finden ) [(n]jj)ll[a] wn' = U — +1) o %ihx Nach dem Grenzwertsatz g3 aus (2.5.26) hat das den Grenzwert

x. Folglich ist die Reihe fiir [x|<1 absolut konvergent.

2.3.6 Die Exponentialfunktion

(3.6.1) Im Vorkurs sind wir der Exponentialfunktion mehrfach begegnet, ohne sie exakt definieren zu
konnen. Wir die Funktionsschar x— FE,(z) = a® fiir a>0 eingefiihrt und darin a so gewihlt, dass die
Ursprungsteigung den Wert 1 hatte. Diesen speziellen a-Wert haben wir mit e bezeichnet. Daraus folgte
dann, dass E/(z) = E,(x) fiir alle x galt. Zusiitzlich konnte man iiber E,(z) = ¢*"(®) alle diese Funktionen
auf exp zuriickfithren. Aber wir hatten keine genaue Definition fiir exp(x)=e” selbst

Dann war uns die Zahl e im Zusammenhang mit der Eulerschen Formel begegnet. e = cosx + isin .
Dort hatten wir die Exponentialschreibweise allerdings nur als Gedédchtnishilfe fiir die dortigen Rechenregeln
benutzt.

Schliefllich konnte man den natiirlichen Logarithmus iiber das Integral flw
Umkehrfunktion einfithren. Das sollte erneut x— e sein.

Wir wollen jetzt die Exponentialfunktion exakt mit Hilfe von Grenzprozessen einfithren und dabei alle
die soeben zusammengestellten "losen Enden" verbinden und beweisen.

dt

+ definieren und die zugehorige

(3.6.2) Fiir ne N und xe C definieren wir | an,(z) = (1+ %)n . Wir wollen die Folge n— a,(x) genauer

untersuchen. Dabei ist x als duflerer Parameter anzusehen. Es wird sich zeigen, dass e” = lim,, a,(z) ist.
Speziell also e=lim,,(1+ %)" Die Konvergenz ist recht langsam, wie die nachfolgende Tabelle zeigt, aber die
Werte haben die erwartete Grofie: (e = 2.718281....)

n 11 10 100 1000 10000
(l—i—%)" 212,593 | 2.704813 | 2.716923 | 2.718145

(3.6.3) Wie steht es mit der Konvergenz dieser Folge? Hierzu verwenden wir das Monotoniekri-
terium (2.6.7). Dabei benstigen wir noch eine zweite Folge, namlich by (2) = (1 — £)7" = — (1—9;)'

Genauer gesagt, zeigen wir

(1) ap(z) < apt1(x)  fiir alle x und n>|x|

(2) by () > bpt1(x) fir alle x und n>|x|.

(3) an(z) < bn()

Insgesamt konnen wir argumentieren: Nach (1) wiichst die Folge a monoton fiir groe n. Und
wegen (2) und (3) ist sie nach oben beschrinkt. Also ist n—a,(z) konvergent fiir alle x.

¥ Beweis von (1). Wir verwenden AGM: (Beachte ("+i)_if"£ =1+ +47; n so groB, dass 1+ > 0, also

n>-x oder sicher n>|x|.)
T\"™ x Tn . AGM x
n:1—>:1-1—~...-1—”<1 ntl = g,
an(@) = (145 At D) (147 T (L )™ = i (a)

oder auch “g:—(lx) > 1.

¥ Beweis von (2): Definitionsgemif und wegen(1) ist bbiga) = “2*2&;;”) > 1| fiir n>x, sicher fiir n>|x|.

¥ Beweis von (3): $208 = (1+2)"(1 - £)" = (1 - &) < 1.

Damit ist die Konvergenz von n— a,(z) gesichert.
(3.6.4) Erste Eigenschaften der Exponentialfunktion folgen mit Hilfe der Grenzwertsétze:
W (3.6.4a) Sei re N

an(rz) = (1 + %)” = ((1 + %)—) = (az(z))"

r
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Mit der Grenzwertregel G3 folgt:
e"*=(e*)" | Wie zu erwarten.

MW (3.6.4b) Ableitung. Wir bilden die Ableitung a/,(z) nach x und gehen zum Grenzwert iiber:

/ _n A"t an(x)
@ = (1en) = 1+12)
. ap(x) lim,, 00 an () .
1 ) o Hnoc )
n—co (14 1) lim,, o0 (14 £)

Mit der (hier noch zu vermutenden, keineswegs immer giiltigen Regel) "Ableitung des Grenzwertes = Gren-

zwert der Ableitung" ergibt das wie erwartet | (e*) = e |

W (3.6.4c) Ist das Additionstheorem der Exponentialfunktion nachweisbar? Einsetzen der Definition

gibt
an(z)an(y) = <1+x+y+%> und  ap(z+y) = <1+x+y>

n n

Stimmen die Grenzwerte iiberein?
(3.6.5) Das folgt sofort mit dem folgenden Satz, der auch die Reihendarstellung der Exponentialfunktion
liefert:

Satz: Sel (N jn— z,,C) eine konvergente Folge mit lim,z, = Z.

Dann gilt limy, oo (14 20)"=e? =307 Z7

n

(3.6.6) Kommentare:

4

e Das gibt eine zweite (besser konvergente) Darstellung von e in Form einer unendlichen

Reihe

° Da‘ n— x +y + 7 gegen x+y konvergiert |, folgt das Additionstheorem fiir exp in der Produktdarstel-
lung. (3.6.4c)

e Die Reihe ist absolut konvergent. Die iiblichen Rechenregeln sind zulissig. Insbesondere folgt iiber
Multiplikation der Reihen das Additionstheorem.

e Uber Euler folgen die Reihen fiir sin und cos.

e Der Nachweis, dass e’ der komplexe Einheitsvektor ist, folgt entweder iiber die Diskussion der Bahnkurve
t— e und deren Ableitung in der komplexen Ebene. Oder direkt durch Anwenden des Satzes auf

. n . n 2 n
an (i) an(—ic) = lim (1+9) (1—@) = lim <1+O‘—2> = =1.
n n

n—oo n n—oo

M

Dabei ist z,, = % + 9.
(3.6.7) Jetzt der Beweis des Satzes! Wir wollen zeigen, dass stets gilt

. Znn oase ZF o
lim (1—|—;) =Xiogy wobei lim z, = Z.

n—oo n—oo

Und das heifit, dass‘ (1+ %)n - Zz"zoi—f in n abzuschétzen ist.
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v1) Gebe € > 0 vor. | Wiihle dazu K | so gro8, dass fiir n> K folgende Bedingungen erfiillt sind.

(Die zweite ist erfiillbar wegen der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe):

. Zl+1)F e
@ ol <izl+1 () B, P

v2) Jetzt schidtzen wir fiir n>K ab, wobei wir den Binomialsatz sowie die Dreiecksungleichung

verwenden:
Zn\ ™ zk K n\ |z |k ZF n\ |zn|* |Z|k
‘(1 +o) "] < (k> T R e U e
= 51+ 855+ 5;5. Klar: S3 < %
v3) Fiir Sy gilt:
n n\ lzl® o (L M o . 2nl* _ o (12l +1)*" e
Sy =Xj-kt (07 = Rk T kS =kl < S A 3
Nun die Rechnung, die (*) rechtfertigt. Wir benotigen das Resultat auch zur Behandlung von
Sl .
n 1 [ 1 2 k—1
— = —F==11--)1-—)..(1——)<1 da k<n!
(n— k) nk nk ( n)( ) ) a x=n
Das ist (*)

Oder auch (Z)

L= + % — % fiir n— oo, &, = e, (k) Nullfolge

v4) Die erste Summe S; besteht aus endlich vielen Summanden, wobei jeder einzeln mit n nach Null
geht!

k Zk 1
(n) lenl® 27kt o el = 121"]

Im letzten Beitrag geht ein, das z, gegen Z geht. Daher kann (nach den Grenzwertsitzen) auch S; kleiner
als £ gemacht werden, wenn n ausreichend grof§ wird. Oben war ja K fixiert und n>K zugelassen.
O Wogegen konvergiert n— b, (x)? Und wie?

v5) Damit ist der Satz bewiesen!

(3.6.8) Damit haben wir insbesondere die Reihendarstellung der Exponentialfunktion gewonnen:

Z __ 00 xk_l T :1:2 _1 .’172 .’173 :L'4

Das ist eine der wichtigsten Reihen iiberhaupt. Sie ist fiir alle x€ C konvergent. Als Beipiel geben wir einige
Partialsummen fiir x=2 an. Zum Vergleich noch die entsprechenden Werte von a,,(2) und ﬁ.

n 1 2 5 10 20 50 100 500
SioE 3 5 7.266 7.38399 7.3890560989306050 7.389 7.389 7.389...
an(2) 2 4 5378 6192  6.727 7.107 7.245 7.374...
be(2) - - 12 9313  8.225 7.699 7.540 7.403...

Vergleich mit dem exakten Wert e? = 7. 389 056 098 930 650 227 2..... zeigt, dass die Reihe fiir n=20 bereits 12
Nachkommastellen korrekt gibt, wogegen die beiden Folgen sich noch nicht einmal auf die erste Nachkom-
mastelle einigen kénnen.

[ Vergleichen Sie die ersten Terme der Reihenentwicklung von e und e~3. Welchen Nutzen hat das Leibnizkri-
terium hier?

[0 Bestimmen Sie die Reihenentwicklungen fiir cosx und sinx mit Hilfe der Eulerschen Formel. Wieso darf man
das?
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(3.6.9) Das Wachstum der Fakultit. Die Folge n— nlerweist sich als wichtig. Sie divergiert fiir n— oo
bestimmt nach co. Aber man hat keinen zunéchst keinen Vergleichsmafistab dafiir wie rasch diese Divergenz
ist. Genauer: Man hat keine der iiblichen elementar konstruierb2aren Funktionen, von der n! die Restriktion
auf die natiirlichen Zahlen wire. So wie n— n3 die Restriktion von x— 2% ist. Wir leiten jetzt eine erste
Abschitzung fiir das Wachstumsverhalten von n! her. Es zeigt sich, dass dieses Wachstum sehr stark ist,
stiirker als exponentiell. Grob wiichst n! wie n” = e®!"™ D.h. schneller als e, aber langsamer als e’

Wir haben oben gezeigt: ‘ ap(1) < e <bgy1(1) | fiir k=1,2,3,...Das gibt ausgeschrieben

L 1 k k 1 k+1
(L) <e< (L) k:1a273ma

k k
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Multiplikation dieser Ungleichungskette fiir k=1,..,n-1 (nicht n) gibt:

S
+
[t

iy
A/ N 7 N 7 N 77 N 7N N

n—1 n
n n—1

WD = oD

Die beiden Ungleichungen lassen sich umstellen zu einer Ungleichung fiir n!, ndmlich

n(2)" =e(2)" <ni<en(2)"

nln(Z)+1< Inn!<nln(2)41+Inn

Damit erhélt man eine ungefihre Vorstellung (mit Hilfe der elementaren Funktionen) davon, wie rasch n!
mit n wichst. Das nachfolgende Bild zeigt die zweite logarithmische Ungleichungskette. Blau in der Mitte ist
dabei der Logarithmus der Gammafunktion dargestellt, die eine exakte Interpolation der Fakultéiten liefert.

407

307

207
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2.3.7 Die Binomialreihe

(3.7.1) Die Definition der Potenzfunktion | (J-1,00[,x—(14x)*,R) | ist fiir die meisten werte von o bisher

noch problematisch. Ausnahmen sind rationale Exponenten wie a:—l,-%, %, 2,. — %, —%,

(3.7.2) Erneut ist eine Reihendefinition giinstig. Wir fiihren eine Reihe B(z;«) mit zwei dufleren Parame-
tern ein. (Beachten Sie an Stellen wie dieser den Nutzen der Konvention, dem Symbol Xa,, je nach Situation
die Rolle der Folge der Partialsummen, des zugehorigen Grenzwertes oder aber eines Rechenausdruckes mit
zugehorigen Termumformungsregeln zu geben!).

(3.7.3) Die Definition

B(z;a): =352 (%) 2" absolut konvergent fiir [z|<1. (}) = [(Z# = w

Der Konvergenzbereich folgt sofort mit Hilfe des Quotientenkriteriums:

la],
—|((ZH)1!‘ | 2|5+ Ca— I<;||Z| B

|[7€]!k||z|k k+1

1% — 1
1+1

2| = 1]z]

(3.7.4) Einige a-Werte geben bekannte Spezialfille. & = n € N gibt die {ibliche Binomialformel fiir ein
Polynom vom Grade n in z. In diesem Fall geht die Reihe iiber in eine endliche Summe, die natiirlich fiir
alle z konvergent ist.

B(z,n)=(142)" neN Endliche Summe = Polynom Grad n.

[0 Auch n=-1 sollte ein vertrautes Resultat geben, ndmlich die geometrische Reihe. Testen Sie das. Und was

ist mit n=-27
(3.7.5) Fiir ganzes n und m gilt (142)"(1+2)™ = (1+2)""™. Wenn B(z; a) fiir alle « die Potenz (1+z)*
definiert, dann muss diese Formel allgemein gelten. Sie tut es:

Satz: el a, B € R und z€ C mit |z|<1.
Dann gllt ‘ B(z;0)B(z;8) = B(z;a + B) |

Beweis: Die Reihen sind absolut konvergent. Wir konnen das Cauchyprodukt iibber den iiblichen
Summenzeichenformalismus bestimmen.

m n

Cauchypr. oo « ﬁ
2 (3,0, ) (0)

(unﬁn*) 7?20 (Oé+6>zr _ B(Z,a+5)

B(z:0)B(x ) = z:,n_o(‘“)@)zmﬂ

(3.7.6) Hieraus folgt sofort fiir alle ne N

B(z;na) = (B(z;a))"  und B(za) = (B(z, g))’ﬂ

Also gilt fiir jede rationale Zahl p==2

m

B(zity)=(1+)*

Die Ausdehnung auf irrationale Werte von « diskutieren wir hier noch nicht.
(3.7.8) Die letzte Umformung (*) aus dem Beweis ist noch zu rechtfertigen:

Hilfssatz: Fiir o, 8 € R gilt: | X5_o(,* )(’8) = (ajﬁ)

—S S
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Beweis: Wir erinnern an folgende Sachverhalte. (1) Hat ein Polynom vom Grade héchstens n
mehr als n Nullstellen, dann ist es das Nullpolynom. Man sagt: identisch Null. (2) o+ [a+ k],
ist ein Polynom vom Grade n. (3) Fiir o, 8 € N ist die Identitét richtig, da der Binomialsatz
gilt.

Jetzt der eigentliche Beweis: Die Gleichung gilt fiir fiir o, 5 € N . Interpretiere die Differenz
beider Seiten als Polynom (vom Grad hochstens r) in «. Das schreiben wir wie folgt:

ol

a = E;:O [a—'_ﬂ]r

r!

o Pl =i (] ), L8, - o+,

a+ 8], =X"_,(")[a], _.[B Zu beweisende Polynomidentitit.
n s=0\s n—s s

Wiihle jetzt 5 € N . Dann hat das Polynom P fiir jedes & € N eine Nullstelle, also sicher mehr
als r und ist mithin identisch Null (fiir alle @ € R). Oder: Die Formel gilt fiir alle @ € R und
B € N . Jetzt interpretiere man den Ausdruck umgekehrt als Polynom in # und argumentiere
entsprechend. Das gibt das gewiinschte Resultat.

(3.7.9) Es ist sinnvoll, sich einmal konkret anzuschauen, was da bewiesen ist. Wir zeigen das fiir o, 8 € R
und r=2 bzw. r=3. Das ergibt schon betréchtliche Polynomumformungen.

r=2; Lo, + 2], (81, +[8], = [a + B, |
ala—1)+2aB+B8B-1) = (a+B)(a+pB-1)
?—a+2a8+62-8 = F—a+2a8+5°-7

r=3: () et (3) el tsly o+ (3) a8l + (3) 1, = fa s

[a]s + 3[al, 18], + 31l [Blo Bl = [ + 8],
ala—1)(a—=2)+3a(a—-1)8+3aB(B-1)+B(B—-1)(8—-2)
= o =30+ 2a+3a%8 — 608+ 3a8% + 5> —36% + 28
(a+p)(a+B—1)(a+p~-2)
o — 30 4+ 20+ 3023 — 60 + 308 + 52 — 382 + 23

[+ B4

O Wir haben d% (1+2)® = a(1+2z)*~ L. Berechnen Sie Berechnen Sie die rechte Seite iber die Binomialreihe und
zeigen Sie, dass sich Z(z) %xk ergibt. Welche weitere Vermutung iiber -eigenschaften absolut konvergenter
Reihen liegt nahe?

(3.7.10) Wir diskutieren jetzt noch einige Resultate zum Logarithmus, der Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion auf heuristischem Niveau. D.h. wir iibertragen fiir den Fall absoluter Konvergenz einige
Umformungen vom endlichen auf den abzihlbar unendlichen Fall, die wir erst spéter rechtfertigen werden.
Im Augernblick geht es darum, mit den REihen und den damit verbudenen Rechnungen vertraut zu werden.

Wie sieht die Reihendarstellung fiir den Logarithmus aus? Wir erhalten den Logarithmus durch
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auflésen von e* = 1+ y nach x. Also x=In(1+y). Mit der Ndherung durch a,, folgt

(1 + %) 1+y Also an(qj) ~1+y| Das gibt

1+% = (1—|—y)% Hoffnung: lim,,_,  X,(y) = In(1 +y)
To(y) = n[(1+y)%*1} Binomialreihe!
=[]
= nz T};—'ky’c Ausgeschrieben
k=1
1 1(17 1) 1 1_l 9 _ 1
(77777) 1 -1 5 145 1, e (_1)k+1 N
lim 2, (y) 20 Ly Ly oo L = 2
Aim 2 (y) AR AR Ul AR Dy may’

k=1

. N R e DL
Wir erwarten fiir [y|<1 In(14+y)=)_ ", ——Y

Diese Reihe ist nach dem Wurzelkriterium oder dem Quotientenkriterium fiir |y|<1 absolut konvergent!!!
und fiir y=+1 nach dem Leibnizkriterium bedingt konvergent. Etwa:

o/ Y™

- [yl
Die kritische Stelle: Diirfen wir den Grenziibergang n— oo in den einzelnen Summanden ausfiihren. Oder
auch: Diirfen wir Grneziibergang und Summation vertauschen? Die bisherigen Grenzwertsitze rechtfertigen
das nur fiir endlich viele Summanden!
O Wieso ist keine Reinenentwicklung von Iny in y zu erwarten? Wieso von In(1+y)?
Jetzt bestimmen wir dieselbe Reihe fiir reelles y mit Hilfe der Integraldefinition des Logarithmus wie folgt

Y gy Y du
In(l+y) = /1 ?:/0 1+u
|

k=0
2277 — Y
= Z(—l)k/ duu®  # ##  zulissig??
k=0 0
= 1
— _1 k k+1
;f VY
. 1
= Z(—l)’”l%yk Dieselbe Reihe! Konvergent fiir |y|<1.

b
Il
—

Einige Rechenbeispiele:

| In1.5 = 0.405465108... | Y0_, EU0.5% — 0407291 | 510, 70,55 — 0.405 434

O 14+y=(1+x)* gibt x=(14y)= — 1. Was sollte das fiir die Reihen bedeuten?
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Kap. 2.4: Stetige und differenzierbare
Funktionen

2.4.0 Umgebungen

Im Zusamenhang mit den reellen Funktionen werden wir hiufig den Begriff der e — Umgebung verwenden,
den wir spéiter noch stark verallgemeinern. Er gehort zum Gebiet der Topologie, die die in gewissem Sinne
die allgemeinsten geometrischen Strukturen erfasst. Dazu gehort insbesondere der geometrische Aspekt der
Grenzwertprozesse. Der Begriff der e-Umgebung und allgemeiner der der Umgebung (eines Punktes) erweist
sich als ausgesprochen wichtig.

Definition: Es sei xg € R und € > 0.

bezeichnen wir die Menge U. (o) =]xo — &, z¢ + £]
als (offene) e—Umgebung von xq (in R).

Ist zg € C, definieren wir entsprechend

Ue(z0) = {2]|2¢C, |z — 20| < €}.

Dann

Die e-Umgebungen in C sind offene (=ohne Rand) Kreisscheiben vom Radius & und Mittelpunkt zy. (Ver-
algemeinerung in Kap.6.2.)

Die Bedingung dafiir, dass die Folge n— a, gegen A konvergiert, kénnen wir mit Hilfe des
Umgebungsbegriffes wie folgt formulieren:

Zu jedem e > 0 gibt es ein Ny, derart dass a,, € U.(A) fiir n> No.

Also: Zu jedem ¢ > 0 kann man ein Ny finden, so dass alle a,, mit n> Ny in der e-Umgebung
Uc(A) liegen.

O Sei z=(N ,n— %, C) und ke N, k>0 . Bestimmen Sie Ko, derart, dass z, € U1(0) fiir n> K.

2.4.1 Glatte Funktionen

(4.1.1) Wir betrachten zunichst nur Funktionen f:D— R mit DC R , wobei D meist noch zusiitzliche
Bedingungen erfiillen soll. Der Graph ist dann eine Teilmenge von D x R, liegt also in der Ebene Riy.
(4.1.2) Ein Hauptziel wird sein, den intuitiven Begriff der Glattheit des Graphen zu prizisieren. werden.
Oder auch zu kldren: Wann ist ein Graph zeichenbar ?
(4.1.3) Dabei sind zwei unabhingige Eigenschaften ("Freiheitsgrade" oder "Dimensionen") zu bertick-
sichtigen:
% Die geometrische Ausdehnung der Glattheitseigenschaft in D.
% Die Intensitét oder Stéirke der Glattheit. ( "glatt, noch glatter...")

(4.1.4) Hinsichtlich der ersten Dimension, dem Ausdehnungsbereich der Glattheitseigenschaft un-
terscheidet man iiblicherweise folgende Fille:

e Die Eigenschaft gilt

— im Punkte xg € D (Uber die anderen Punkte wird nichts gesagt)

— in einer Umgebung U.(x¢) des Punktes. Uber die Gréfie von € wird nichts gesagt. Nur € > 0 wird
verlangt.

— {iberall bis auf endlich viele Punkte von D, die "Ausnahmepunkte". Man sagt, die Eigenschaft
gelte "stiickweise".

— in jedem Punkt von D, man sagt "global".
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(4.1.5) Was die zweite Eigenschaft, die "Glattheitsstirke" anbelangt, so hat man folgende Skala zunehmender
Glattheit, die (oben) mit ganz beliebigen Funktionen beginnt. Was die stiickweise glatten Funktionen an-
belangt, so haben sich gewisse Kombinationen als besonders wichtig erwiesen, die wir in der rechten Spalte
mit angeben!

Punkteigenschaft Global Stickweise
Beliebig Beliebig Beliebig
Stetig in xg Stetig (C?) stw.CO
Differenzierbar in xq Stetig diff. (C!) CO+stw.C1
2-fach diff. 2-fach stetig diff (C?)  CO4-stw.C?
n-fach diff n-fach stetig diff (C") CO4stw.C™
Beliebig oft diff. (C*) C* CO4stw.C>®
Analytisch (C¥) cv CO+4stwCuw

Die Begriffe stetig und differenzierbar werden im Laufe dieses Kapitels prizisiert.

Dabei steht nicht nur fiir "einmal differenzierbar", sondern die Ableitung soll auch noch stetig
sein. "f ist C1” heifit: f ist im Definitionsbereich (mindestens) einmal differenzierbar und die Ableitung ist
stetig. Jede C2-Funktion ist automatisch C' und erst recht C°. Natiirlich sollte man die Aussagen "f ist
stetig" und "die Ableitung von f ist stetig" sorgfiiltig unterscheiden. Es gibt Funktionen, die differenzierbar
sind, aber trotzdem nicht C!. Beispiel in (4.6.12).

soll besagen: In allen Punkten stetig und bis auf endlich viele Ausnahmepunkte sogar dif-
ferenzierbar. "stw" steht fiir stickweise d.h. "bis auf endlich viele Ausnahmepunkte". Analytisch schliefflich
ist eine noch stéirkere Glattheitseigenschaft als beliebig oft differenzierbar. Wir werden darauf zuriickkom-
men. Das Kurzsymbol C" fiir die Eigenschaft "n-fach-differenzierbar" hat sich inzwischen ziemlich einge-
biirgert.

(4.1.6) Beachten Sie, dass jede dieser Stufen die Zahl der erfiillenden Funktionen stark einschréinkt. D.h.
es gibt etwa iiberall stetige, aber nirgends differenzierbare Funktionen.

(4.1.7) Es gibt noch einige weitere Eigenschaften, die man in diese Glattheitshierarchie einfiigen sollte.
Drei wollen wir unmittelbar nennen: Monotone Funktionen und konvexe Funktionen und Lipschitz-stetige
Funktionen.

O Versuchen Sie durch Nachschlagen in einem oder mehreren Analysisbiichern herauszubekommen, wo in unserer
Glatheitsleiter diese Funktionen einzuordnen sind. Und ob das iiberhaupt geht. .

2.2.2 Stetigkeit

(4.2.1) Wir beginnen mit dem fundamentalen Begriff der Stetigkeit, der im wesentlichen die glatten
Funktionen aus der Menge der beliebigen aussondert.
(4.2.2) Wir benotigen eine zusétzliche Definition, mit der wir den Umgebungsbegriff ergéinzen.

Sel DCR, xo € D und U.(zg) =|ag — €,z + €] eine e-Umgebung von x; in R.
Dann bezeichnen wir UP(z0) = U.(29) N D als eine Relativumgebung von x, in D.

Beispiele: D=[0,1] und U.(0) =] — €,¢[ mit 0 < ¢ < 1. Dann ist U?(0) = [0,¢[. Oder D={0}U[1, oo[ und
U.(0) wie eben. Dann ist UP(0) = {0}.

Ist D Definitionsbereich einer Funktion f, dann besteht U (a) aus all denjenigen Punkten der e-Umgebung
von a, fiir die man auch den Funktionswert bilden kann.

(4.2.3) Die folgende intuitive Bedeutung von "f ist stetig in xg € D” macht den Stetigkeitsbegriff fiir
die Anwendungen bedeutsam:

Enthilt UP () fiir ein € > 0 ausreichend viele Elemente, dann wird f(xo) durch die Werte von

f(x) inl UL (x9) — {xo}‘ festgelegt, ist also aus den Funktionswerten der benachbarten Punkte

vorhersagbar! Insbesondere ist das der Fall, wenn ein ganzes U.(z() in D enthalten ist, so dass
hierfiir UP (x¢) = U (z¢) gilt.

41



(4.2.4) Oder auch: Wir betrachten die Funktion vom Feldstandpunkt. D-{x¢} sei unser Konfigura-
tionsraum. Wir stellen uns vor, dass wir den Feldwert f(x) fiir beliebige x€ D — {xo} bestimmen konnen.
Sind wir mit diesen Daten in der Lage den Feldwert f(x(;) vorherzusagen, obwohl wir ja in
xo selbst nicht messen kénnen? Wir werden sehen: Die Eigenschaft "stetig" erlaubt diese Vorhersage
(unter der gemachten Einschrinkung)!

(4.2.5) Man hat mehrere mathematisch gleichwertige Moglichkeiten, "stetig" zu definieren
bzw. diese Eigenschaft zu charakterisieren! Die wichtigste davon pafit das fiir Folgen entwickelte
Strategiefunktionskonzept an die neue Situation an. Bei Folgen kam man zur Grenze, wenn man n nach oo
gehen lieB. Oder + nach Null. Jetzt muss man x gegen den Aufpunkt x; gehen lassen. Das liefert

n
folgende Formulierung:

Definition: S5€l f:D— R und xo €D.

Dann heift | f in zo stetig |, wenn gilt:

* Zu jedem >0 gibt es ein 0=9(g)=d(e,xo) derart, dass gilt:

|f(x) = f(zo)] <e fir alle x € D mit [x-x,| < = d(e).

* f heifit stetig |, wenn f in jedem x¢ € D stetig ist.

* f heifit gleichmdflig stetig
gemeinsame Strategiefunktion fiir alle xg € D finden kann.

, wenn’ man eine

Eine alternative Schreibweise fiir "f ist stetig in x¢” ist: |1immﬂrof(x) = f(=o) ‘

(3.2.6) Wir konnen das Szenenbild auch etwas anders formulieren, indem wir eine neue unabhiingige
Variable einfithren und schreiben

Ax=x-Xq

[t Ax) =fx0) +F Ceo.Ax) | mit 5\ TR Ay — g+ Aa) — f(a0)

Diese Darstellung entspricht folgendem Vorgehen:

xo wird als neuer Nullpunkt gewiihlt. Dann ist Az neue unabhiingige Variable und Ay =
F(zg, Az) ist die Werténderung, die man erhilt, wenn man von x¢ nach xg+ Az geht. Oder auch
den Fehler, den man macht, wenn man f(xo + Az) durch f(xg) ersetzt. Ist die Funktion stetig,

dann geht der Fehler nach Null, wenn Az nach Null geht ‘ limg_, 4, F(xo, Az) = 0. |

Oder auch: Der Herausforderer legt iiber die Vorgabe von ¢ eine Stellenzahl (im Funktionswert)
vor. Und der Verteidiger stellt sicher, dass fiir |[Az| < § der Fehler keinen Einfluss auf die
vorgegebenen Stellen hat. In den vorgegebenen Stellen unterscheiden sich die Werte f(xo) und
f(xo + Ax) nicht. Man sagt: Der Fehler kann beliebig klein gemacht werden.

(4.2.7) Die GréBe Ax entspricht der Grofe  bei den Folgen. Beide gehen in der Grenze nach Null.
(4.2.8) Hiufig hat man es mit folgender Situation zu tun: d(g) sei Strategiefunktion fiir f . Man méchte,
dass A-|f(xo + Az) — f(z0)| < € wird fiir ein gegebenes A>0. Dann geniigt es, |Az| < 6(5) zu wiihlen.
(4.2.9) Beispiel: f(x)=x?und xg = 1. Dann ist F(1,Az) = (1+Ax)?—1 = 2Az+Ax? mit der erwarteten
Nullstelle bei Az = 0!
O Formen Sie die Fehlerfunktion F(xg, Az) fiir die Sinusfunktion in naheliegender Weise weiter um, so dass man
die Nullstelleneigenschaft besser sieht:

F(zo, Az) = sin(zg + Azx) — sin(xp) = ....

O Was bedeutet lim%xgoF(xo, Az) = 0 nach (3.2.5) explizit?
x#0

(4.2.10) Ein gutes Versténdnis der e-§-Definition der Stetigeit ist wichtig. Wir entwickeln hierfiir zun#ichst
eine geometrische Interpretation:

e — Wir definieren zu gegebenem f und xq in der ¢ — Axz—Halbebene

H = {(Az,¢)|(Az 4+ x0) € D,e > 0}

42



die folgenden beiden Mengen

Z = {(Az,e)le>0,Az =z —x0 € R,z € D,|f(xo + Az) — f(z0)| < €}
V = {(Az,e)le >0,Az =x — 29 € R,z € D,|f(x0 + Az) — f(z0)| > €}

V ist die Menge der verbotenen Punkte, in denen die Ungleichung verletzt ist, und Z die der
zuldssigen Punkte, in denen die Ungleichung erfiillt ist, in denen sich die beiden Werte also um
weniger als ¢ unterscheiden. In den nachfolgenden Bildern ist der verbotenene Bereich V dunkel
gezeichnet. Der helle Bereich ist Z. Die e—Halbachse gehort auch zu Z.

— Z hat offensichtlich die Eigenschaft: ‘ g1 >¢eund (Azx,e) € Z = (Ax,e1)eZ ‘ Die Grenze zwischen
den beiden Bereichen wird gegeben durch

[z — & =7(Ax) = [f(wo + Az) — f(x0)]]

Der Graph dieser Grenzfunktion trennt die beiden Bereiche Z und V.
0 Bestimmen Sie Z=Z(x) und V=V(x) fiir f(x)=x? durch Angabe der Grenzfunktion.

e — Die Stetigkeitsbedingung verlangt, dass zu jedem £ > 0 ein kleines Axz—Intervall um Az = 0
existiert, das ganz in Z liegt. Oder auch: Fiir alle Az mit —0 < Az < § muss (Ax,¢) € Z gelten.
Der Graph einer eventuellen Strategiefunktion € — (g, z¢) muss demnach fiir jedes e > 0 die
folgende Bedingung erfiillen

Fiir alle Az mit — (e, x0) < Az < §(g,z9) ist (Azm,e) € Z.

% (4.2.11) Wir beschreiben das Konzept eines Computerprogramms zur Veranschaulichung des Sachver-
haltes in der Az — e—Ebene.

e Gebe einen Rechenausdruck fiir f vor und ebenso den Wert xg.

e Der Computer soll alle Punktepaare (Az,e) mit 0<e < 1 zeichnen, die die gewiinschte Ungleichung
|f(zo + Az) — f(z)| < € verletzen. Oder: Er schwiirzt die Punkte der Menge V.

e Dazu geht das Programm alle Punkte (Az, €) des Bildschirmbereiches durch, berechnet jeweils e—(Ax)
und schwiirzt den Punkt, sofern dieser Wert positiv ist.

Die geometrische Form der komplementiren Figur Z der zuldssigen Punkte entscheidet, ob Stetigkeit in
xo vorliegt oder nicht: Im linken Bild der Figur ist das der Fall. Dabei handelt es sich um die Funktion
y=x(1-x?) und xg = 0. Also f(0)=0. Fiir x = +1 ist |f(x)-0|]=0<e, d.h. Z reicht bis zur Az—Achse herunter.
Zusitzlich ist hier noch der Graph einer Strategiefunktion eingezeichnet. Zwischen deren beiden Asten darf
nie ein Punkt aus V liegen und die Graphenpunkte selbst diirfen nie auf der e—Achse liegen.

Im rechten Bild reicht der verbotene Bereich bis an die e—Achse heran. ) Man kann keine zuléssige
Funktion § = 6(¢) finden. Es handelt sich hier um die Funktion f(x)_{ 2 52(1 _fuéx;{ Sf{?r 0

Stelle xg = 0, die in diesem Punkt unstetig ist. Die Nullstelle in der Nihe von x=4 ist sichtbar, nutzt aber

6
nichts.
\ /

an der

43



Jetzt noch das Beispiel f(x)=sin2 fiir x# 0 und f(0)=0. Diese Funktion hat Nullstellen bei x,, = -L fiir alle
n€ Z und n# 0. Zwischen je zwei dieser Nullstellen liegt ein Maximum bzw. Minimum mit Funktionswert 1.

In der Figur sind die Nullstellen fiir n=-1,-2,...,-8 angedeutet,

fiir die der Z-Bereich jeweils bis zur Az—Achse

reicht. In dem nicht gezeichneten Bereich bis zur ¢ — Achse gibt es dann unendlich viele weitere immer
schmaler werdende V-Bereiche, die sich der € — Achse beliebig nidhern.Sie sind nicht gwezeichnet, da sie das

Auflssungsvermogen des Bildschirmes iiberfordern.Das zeigt

sich bereits daran, dass etwa ab n=3 die Menge

Z in der Zeichnung nicht mehr bis zur Az — Achse herunter zu reichen scheint. Es ist offensichtlich, dass
man fiir diese Funktion keine Strategiefunktion findet. Wie klein man §(e) fiir 0<e < 1 auch wéhlt, es gibt
immer noch V-Bereiche, die zwischen (d,¢) und der e _Achse liegen.

2 3 4 5 678

m

silon

Deltax

(4.2.12) Der iibliche explizite Nachweis der Stetigkeit einer Funktion erfolgt durch Angabe einer
Strategiefunktion. Der allereinfachsten Fall liegt vor, wenn die Grenzfunktion € = y(Ax) fiir Az>0 und fiir
Az < 0 jeweils fiir 0 < € < g¢ invertierbar ist. Ist € — A(e) das Minimum dieser inversen Funktionen, dann
kann € — §(e) = aA(e) mit 0<a < 1 als Strategiefunktion genommen werden.

Ist v nicht invertierbar, dann geht man in der Regel nach folgendem Schema vor:

()
|{(x0+A%)-f(x0)| < g(x0,A%)

(m) (r)
< h(X(),(s) < €.

e Zunichst wird |f(xo + Ax) — f(xo)| vorsichtig vergréfert, D.h. man geht in der Menge Z vertikal nach

oben. Das ist Schritt (v).

e Dann sichert man - etwa iiber Monotonie des durch Vergréflerung entstandenen Ausdrucks, dass die
Ungleichung fiir alle Az mit |Az| < § gilt. D.h. man testet, ob sich in horizontaler Richtung zur
e¢—Achse hin keine verbotenen Punkte befinden. Schritt (m).

e Und schliellich versucht man die verbleibende Bestimmungsungleichung in § zu lésen. Das ist Schritt
(r). Jede Losung (der Ungleichung) ist eine Strategiefunktion.

e Zusitzlich geniigt es, die Abschétzungen auf ¢ < gy und § < §p fiir zwei fallspezifisch geeignete
Konstanten £g,09 > 0 zu beschrinken. Es geniigt, die Losbarkeit in diesem Bereich nachzuweisen.

Denn man kann §(e) = d(g¢) fiir € > g¢ wihlen.

Das Vorgehen ist weitgehend analog zum Vorgehen zur Untersuchung der Konvergenz von Folgen.
(4.2.13) Es folgen Beispiele. Jeweils mit einer Abschitzung der beschriebenen Art mit an-

schlielender kurzer Diskussion der Schritte.
¥(4.2.14) Beispiel: | f(x)=x? in x¢=0:

1f(@) = FO) 2 (@) 2 22

(3) (5)
< 6 @ 5(e) < e

(1) £(0)=0; (2) f(x)=x? einsetzen; (3)=(m) radiale Monotonie von x— z?; (5) Die Bedingung

wird erfiillt durch | 6(e)=/5.

44



Vv (4.2.15) Ein Beispiel einer Unstetigkeitsstelle (in xg = 0)

£(x) z24+c firx>0 c=0 stetig in xo = 0, sogar differenzierbar (f(0)=0)
X )=
0 fiir x<0 ¢ # 0 : unstetig in xg = 0. (f(()):)
1 22 x>0
F0) 1) - oL@ -0 ={ 35
Wihle € = ‘—;‘, Dann gilt fiir jedes § > 0 und etwa x3 = fg

F(@1) = FO) Y fle] — 0 > e = g

Also kann es keine Strategiefunktion geben.

O Die zugehorige Verneinungsiibung: Vervollstindigen Sie die Stetigkeitsaussage und darunter
ihre Verneinung. Diese Verneinung wurde im Beispiel benutzt.

Fiir jedes € > 0 gibt es ein > 0 derart dass ....fiir alle zuldssigen x .... <e
Es gibt ein € > 0, so dass fiir alle § > 0 es ein zuldssiges x gibt mit ..... >e€

v (4.2.16) Beispiel: | f(x)=sqr(|x|) fiir x>0 und 0.B.d.A. x>y>0

1
2

(1) Umformen. (2)=(v) VergroBern. (3) Umformen. (4)=(m) Monotonie der Wurzelfunktion.
Wir haben gleichmiflige Stetigkeit, da das angegebene § nicht von zy abhingt.

v(4.2.17) Beispiel: | f=(]0,00[,z — 1,R)

1 1@ |z—z0| @ 2Jz—xzo] @ 26 @
[E— < 5 < — < €
x @ xTo x? x?

1 1
Fir (2) 6 < %0 verlangen. Dann ist x> z9—49 > %0

1 1

o(e,mg) = min(ixo, Zx%e) erfiillt (2) und (4)
Wann ist die Bedingung verletzt?
|z — o] > .
TXo
|z —zo| > exmg
x—x9 > elx—x0+T0)To fiir x>xq
(1—¢e)(x—mx0) > ea?
(x —xg) > 1 c z2  (gleichw.)
—€

Wihlt man jetzt irgendein 6 = §(e) unabhéngig von xp, so kann man zu festem ¢ > 0 immer
xo > 0 so klein wihlen, dass d(g) > Qéx% wird. Dann ist die gewiinschte Ungleichung fiir
0<x-x¢ < 6(g) sicher verletzt. Oder: Fiir zuldssiges ¢ muss gelten

Lx% > (e, x0) >0

1—¢
und das geht mit xg nach Null. Die Ungleichung kann nicht unabhéngig von xq erfiillt werden.
Die Funktion ist (iiberall) stetig, aber nicht gleichmiBig stetig.
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v (4.2.18) Beispiel |f(><;):x2 im Punkte xq |

(2) (3) 4
122 — 22) Y |z + wollz — 20| < Clzo)|z — 0| < Clx0)8 < &

C(zo) g max(1,3zp) und d(e) = m
Verletzungsbereich: ( Beachte |a+b|> ||a| — [b]])
o2 — 22| Lo+ wollr — wo] = o — wo + 2ao][z — 0

= Az®+2z0Az > ¢ fiir x>x¢ > 0

Az = —zot/ 23 —e=uxp (—1:|:‘/1—i2>
Lo

Axr, = - Axo = =20 + =
2x9 2xg

L

Die durch Az; gegebene Grenze riickt mit wachsendem xy immer néher an Null heran. Eine von
X unabhiingige Wahl von § ist erneut nicht moglich.

v(4.2.19) Beispiel fiir Stetigkeit in einem Randpunkt: | f=([0,1],x— /z(1 —z),R) und xg =0

|f(Az) — f(0)] = Az(1-Az)<VAz<Vi<e
Aber nur fir0 < Az <1! d(e) = %5.
1 fiir x irrational
O Wir definieren eine Funktion D wie folgt: D(z) = 0 fiir x rational, x # 0
! fiir x=0

2
[0 Zeigen Sie, dass diese Funktion in jedem Punkt unstetig ist, indem Sie die zugehorige Menge V genauer
beschreiben. Wie sieht V insbesondere fiir xo = 0 aus?

O Bisher haben wir Funktionen R — R betrachtet. Wie steht es mit Funktionen R — C oder C — C. Lafit
sich der Stetigkeitsbegriff darauf in naheliegender Weise verallgemeinern?

2.4.2a Alternative Charakterisierungen von stetig
(4.2.20) Wir geben zwei alternative Charakterisierungen der Stetigkeitseigenschaft. Genauer: Ist f
stetig in xg, dann sind die folgenden beiden Bedingungen erfiillt. Ist umgekehrt eine dieser beiden Bedin-
gungen erfiillt, dann ist f stetig in xq.
(4.2.21) Umgebungsformulierung der Stetigkeit:

Sei fD— R, xo+— yo = f(z0), Ue(yo) irgendeine e-Umgebung von yy.
Dann enthalt /71 (Uc(yo)) eine Umgebung von x¢ in D, also ein U (zo) mit § > 0.

Diese Definition eignet sich gut zur Verallgemeinerung auf Fille, in denen man die Punktumgebungen nicht
durch Zahlen charakterisieren kann.

O Beweisen Sie die Gleichwertigkeit zur Stetigkeitsdefinition.
(4.2.22) Folgenstetigkeit oderVorhersagbarkeit des Funktionswertes mit Hilfe von Folgen:

Sei U.:(N A Up, D) mit lim,_cou, = o.
Dann  folgt lim, o0 f(un) = f(20)-

Folgenstetigkeit liefert in vielen Féllen eine giinstige Explikation der Stetigkeitsaussage.

Beweis: | Stetigkeit ist gleichwertig zur Folgenstetigkeit|
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i) Sei f stetig in xg € D und 6 = §(¢) zugehorige Strategiefunktion. Weiter a,, € D mit a,, — xq.
Oder lim,,_, ooy, = xo. Weiter sei N(¢) eine zur Folge gehorige Strategiefunktion. Wihle ¢ > 0 und
bestimme d(g). Moglich, da f in x stetig. Bilde damit N(§(¢)) und n>N(d(¢)) also |a, —zo| < d(¢).

Es folgt || f(an) — f(wo)| < | Also lim, o f(an) = f(w0)-

ii) Sei f in x( folgenstetig. Indirekter Beweis. Angenommen f ist in xo nicht stetig. D.h.: Es
gibt ein ¢ > 0, so dass es fiir jedes § > 0 ein x€ D gibt mit |[f(x)-f(xo)] > ¢ (*) , obwohl
|x-x0| < . Wéhle nun fiir 6,, = % ein x=a,, mit dieser Eigenschaft. Da |a,, — | < %, ist das eine
konvergente Folge mit Grenzwert xg. Wegen der Folgenstetigkeit folgt lim, oo f(an) = f(zo)-
Das widerspricht (*), das fiir ausreichend hohes n erfiillt sein miifite.

2.4.2b Elementare Konsequenzen der Stetigkeit

(4.2.23) Die elementaren Grenzwertsétze sind von der Form: "Seien f,g... in ...stetig. Dann
ist auch .... stetig in .... ". Wie iiblich kann man mit ihrer Hilfe aus stetigen Funktionen rekursiv weitere
stetige Funktionen konstruieren. Und die Sétze sind tendenziell derart, dass die Mengen stetiger Funktionen
bestimmte algebraische Strukturen erhalten. Etwa: Die Menge aller in xy € D stetigen Funktionen D— R
bildet einen Vektorraum.

(4.2.24) Wir geben ein Beispiel eines solchen Satzes (mit Beweis):

Seien f und g stetig in x¢g € D. Dann ist af + Bg in xq stetig.

Beweis iiber Angabe einer Strategiefunktion: d¢ und d, seien Strategiefunktionen fiir f und g in
Xg. Solche gibt es laut Voraussetzung. Damit folgt:

[(euf + Bg)(zo + Az) — (auf + Bg) (o)
o (f (w0 + Az) — f(20)) + B (9(z0 + Ax) — g(20))]
|| f(zo + Az) — f(zo)| + [Bllg(z0 + Az) — g(z0)]

el ()~ () =

Fiir die Strategiefunktion | § = 04 f44(€) = min ((ﬁ(ﬁe), (Sg(ﬁé‘)) .

IN

N

(4.2.25) Die Aussage des Satzes kann man wie folgt zusammenfassen: Die in xoeD stetigen Funk-
tionen D— R bilden einen Vektorraum. Inspektion des Beweises zeigt weiter: Sind f und g in D stetig
bzw. gleichmifBig stetig, dann hat af 4+ B¢ dieselbe Eigenschaft.

O Was ist mit f-g? Bilden die in xpeD stetigen Funktionen einen Ring?
O Wie steht es mit den analogen Aussagen fiir (global) stetig und fiir gleichmé#Big stetig?
O Wie steht es mit 5 und g(xg) # 07

O gof und f~17

(4.2.26) Alle diese Siitze sind elementar und man sollte sich nicht ausfiihrlich, sondern nur stichwortartig
auf sie beziehen. Etwa: "Das Produkt stetiger Funktionen ist erneut stetig".

Betrachten wir dazu ein Beispiel. hg : 2 +— 1 und h; : x — 2 sind stetig mit §(¢) = 1 und d(e) =
%5. Beide sind daher auch gleichmiflig stetig. Dann folgt iiber Produktbildung die Stetigkeit von
hy = hq-hy und allgemein h,,. Durch Linearkombinationsbildung folgt anschlieend die Stetigkeit
jedes Polynoms in jedem Punkt. Aber bereits hs ist nicht mehr auf ganz R gleichméfig stetig!
Haben Sie das bei der Ausfithrung von obigem Beweis bemerkt? Arbeiten Sie den Grund heraus.
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O: x— z und x— |z| = Va2 sind beide stetig. Aber wie steht s mit x— Tal ? Das Beispiel zeigt, dass manchmal
auch im Bereich elementarer Sitze Vorsicht geboten ist.

2.4.2c Das Computerprogramm zur Epsilontik.

PROCEDURE ein__epsdelt

a=-2

E=2
O=15
u=-0.5
d=E-a
h=0-u
dx=3/_X
dy=3/_Y

RETURN

PROCEDURE vor _epsdelt
drawp(a,0,E,0)
drawp(0,0,0,0)
drawp(a,1,E,1)

DEFFN f(x) = x "2 - (x > 0) * P

DEFFN g(y) = Q *y "2

RETURN

PROCEDURE kreis

ein__epsdelt
vor__epsdelt
FOR x = a TO E STEP dx
FOR y = 0 TO 1 STEP dy
GOSUB skalar(x,y)
IFs <05
drawpm(x,y)
ENDIF
NEXT y
NEXT x

COLOR 0
RETURN
PROCEDURE skalar(x,y)

s = (-FN f(x) + FN £(0) + y > 0) * (y + FN f(x) - FN £(0) > 0)

RETURN
PROCEDURE lauf2
DEFLINE 0,3
FOR yy =0 TO O STEP dy / 2

xx = FN g(yy)

drawpm(xx,yy)

drawpm(-xx,yy)
NEXT yy

COLOR 0
DEFLINE 0,1
RETURN
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2.4.3 Einige topologische Grundbegriffe

(4.3.1) Wir haben den Begriff der e—Umgebung eingefithrt. Mit dessen Hilfe lassen sich in R einige
Typen von Teilmengen aussondern, die sich fiir den Ausbau der Analysis als ausgesprochen wichtig erweisen.
Genauer benétigt man sie immer zur Formulierung geometrischer Aspekte der Analysis. Wir behandeln
davon die offenen, die abgeschlossenen und die kompakten Mengen.

(4.3.2) Man kann diese Mengen teilweise auch iiber ihre Punkte charakterisieren. Diese Punkte ste-
hen dann in einer ganz bestimmten Beziehung zur Ausgangsteilmenge, einer Beziehung, die meist mit
Hilfe des Umgebungsbegriffes ausgedriickt wird. Anschlieffend bildet man dann die Menge aller Punkte
eines bestimmten Typs. Ist TC R Teilmenge, dann gibt es z.B. innere Punkte von T, Randpunkte von T,
Beriihrungspunkte und Hdufungspunkte von T.

O Sei T={-1}U[0,1[. Was werden die zugehorigen Randpunkte von T, was die inneren Punkte von T sein.
Was fiir einen Unterschied wird es zwischen Bertihrungspunkt und Hdaufungspunkt geben. Vergleichen Sie
die drei Punkte -1,0 und 1 von 1 von T. Versuchen Sie selbst eine allgemeine und verallgemeinerungsfihige
Definition dieser Punkte zu entwickeln. Versuchen Sie auch, sich iiber Beispiele zu verdeutlichen, dass dies
alles unterschiedliche Typen von Punkten sind. Testen Sie, ob Thre Definitionen auch auf Funktionen C — C
anwendbar sind. Die genauen Definitionen geben wir spéter. (Achtung: Das ist eine wichtige Frage, mit
der Sie sich beschiftigen sollten, ohne gleich die spéteren Definitionen nachzuschlagen. Einmal, weil das
definitorische Festlgen von Begriffen eine wichtige und nicht leichte mathematische Arbeit ist, die man auch
iiben sollte und zum anderen, weil sich vorab gemachte Uberlegungen beim spiiteren Verstehen und merken
dieser "abstrakten" Definitionen auszahlen diirften.)

(4.3.3) Die Giiltigkeit vieler allgemeiner Sitze ist auf einen bestimmten Typ derartiger Teilemengen
beschrankt.

(4.3.4) Definition: Sei TC R eine Teilmenge. T heifit offene Teilmenge von R | wenn es zu
jedem x€ T eine e—Umgebung U.(x) gibt, die ganz in T liegt. Also U.(xz) C T oder auch
UL(z) = U.(2).

Insbesondere ist ganz R offen und auch die leere Menge ist offen. Da sie keinen Punkt enthilt, ist jede
Bedingung an ihre Punkte automatisch erfiillt.

(4.3.5) Definition: Sei TC R. T heifit abgeschlossene Teilmenge, wenn ihr Komplement R—T
offen ist.

Da leere Menge und ganz R Komplemente von einander sind, sind beide Mengen abgeschlossen. Diese
beiden Mengen sind daher sowohl offen als auch abgeschlossen. Giiltig ist hier die exakte mathematische
Definition, nicht aber die vage umgangssprachliche Bedeutung, der dieser Sachverhalt natiirlich widerstreben
konnte.

(] Beweisen Sie kurz: Ein offenes Intervall ist offen ein abgeschlossenes abgeschlossen.

(4.3.6) Natiirlich sind die meisten Teilmengen von R weder offen noch abgeschlossen. Ein ausgeprigtes

Beispiel hierfiir ergibt die Teilmenge der rationalen Zahlen.

Definition: Eine Teilmenge TC R heiflt beschrinkt, wenn sie sowohl eine obere wie eine untere
Schranke besitzt.

(4.3.7) (Vorldufige) Definition: Eine Teilmenge TC R heifit kompakte Teilmenge von R, wenn
sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Spiter werden wir eine andere fiir R gleichwertige Definition geben, die sich besser verallgemeinern l:f3t.

(4.3.8) Sei TC R eine Teilmenge. Ein Punkt a€ T heifit innerer Punkt von T, wenn es eine e-Umgebung
von a (aus R) gibt, die ganz in T liegt. eine offene Menge besteht dann aus lauter inneren Punkten. Die
beiden Randpunkte 0 und 1 des abgeschlossenen Intervalles [0,1] sind keine inneren Punkte dieses Intervalles!
Ist U.(a) eine derartige e-Umgebung eines inneren Punktes a€ D eines Definitionsbereiches, dann kann man
fiir alle Punkte dieser Umgebung den Funktionswert bilden.

(4.3.9) Wodurch sind die Punkte abgeschlossener Mengen ausgezeichnet? Sei AC R abgeschlossen, d.h.
R- A ist offen. Weiter sei (N jn— z,,, A) eine konvergente Folge aus A mit Grenzwert lim,z,, = X. Liegt
dann X erneut in A? Allgemein ist das sicher nicht der Fall. Etwa (N,n +— ——1]0,1]) mit Grenzwert 0.

nt1’
Aber 0 liegt nicht im Intervall ]0,1] und idese Intervall ist auch nicht abgeschlossen.
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Also nochmals etwas sorgfiiltiger: Eine (in R) abgeschlossenen Menge enthilt auch alle ihre
Grenzwerte in R. Man gelangt auch vermittels einer Grenzwertbildung nicht aus ihr heraus. Daher das
Attribut abgeschlossen.

Zum Beweis dieser Behauptung. Sei A abgeschlossen, (N ,n— z,, A) konvergente Folge mit lim,x,, = X.
Wir fiihren einen indirekten Beweis, nehmen also an, dass X¢A. Dann liegt X im offenen Komplement von
A. Und das heifit, dass es eine Umgebung U.(X) gibt, die auch ganz im Komplement liegt. Andererseits soll
x, gegen X konvergieren. Also muss es n geben, mit |x,, — X| < e. Widerspruch: Alle x,, liegen in A, also
auch dieses. Andererseits liegt es in U, (X)), also nicht in A.

0O Ubertragen Sie diese Uberlegungen von R nach C.
O Sie mochten die Uberlegungen auf Q iibertragen. Welche Schwierigkeiten entstehen? Betrachten Sie ins-
besondere "A ist abgeschlossene Teilmenge von Q”.

(4.3.10) Sei jetzt K eine kompakte Teilmenge von R und a:N — K eine Folge mit Werten in K. Da
K beschrénkt ist, ist a beschréinkt und enthilt nach dem Satz (2.6.8) von Bolzano und Weierstrafl eine
konvergente Teilfolge. Da K auch abgeschlossen ist, liegt auch der Grenzwert G in K. Also in K hat jede
Folge eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert erneut in K liegt. Ist also K Definitionsbereich einer
Abbildung, dann ist {(G)=f(lim,a,,) sicher bildbar.

(4.3.11) Zusammenfassung: Wir haben offene, abgeschlossene und kompakte Teilmengen von R einge-
fithrt. Die offenen Mengen bestehen aus lauter inneren Punkten. Die abgeschlossenen enthalten auch alle
ihre Grenzwerte in R.

2.4.4 Allgemeine Konsequenzen der Stetigkeit

(4.4.1) Stetigkeit hat eine Reihe von Konsequenzen. Das sind einmal die bereits behandelten Grenzwert-
sitze, die aber alle mehr formaler Natur sind und die fiir sich alleine die Bedeutung des Stetigkeitsbegriffes
nicht begriinden kénnen. Dazu gibt es jedoch eine Reihe sehr allgemeiner Sétze, die den eigentlichen Wert der
Stetigkeit ausmachen. Folgerungen dieser Sitze werden fiir den praktischen Umgang mit Funktionen immer
wieder benotigt. Und vieles, was man im Umgang mit Funktionen zu tun gewohnt ist, wird erst durch diese
Sétze gerechtfertigt. SchliefSlich ist auch die leichte Verallgemeinerbarkeit des Stetigkeitsbegriffes und vieler
der allgemeinen Sétze wichtig.

Sachlich geht es bei diesen Sétzen um die Vorhersagbarkeit, die Annahme von Zwischenwerten und
Extremwerten und Grenzwerten und um die Vollstindigkeit.

(4.4.2) Wir geben jetzt die wichtigsten dieser Sétze. Und es sei betont: Keines dieser Resultate ist
selbstverstindlich! Fehlt eine zugehorige Voraussetzung wie stetig, dann wird es Gegnbeispiele geben.

B (4.4.3) Umgebungssatz:

Es sei  fin xq stetig mit f(xq) > 0.
Dann  gibt es eine kleine Umgebung Us(zo) in der f(x)>0 gilt.

Beweis: Sei § = d(¢) eine Strategiefunktion. Setze f(xg) = 2¢. Dann gilt

f(x) = f(zo) + (f (@) — f(=0))
Wihlt man |[x-xg| < d(g), dann heifit das, f(x)=2e + 1 mit |n| < ¢, also f(x)>e.

W (4.4.4) Zwischenwertsatz:

Sei f:[a,b]— R stetig mit a<b und A=f(a) und B=f(b).
Dann  wird jeder Zwischenwert C zwischen A und B angenommen.
D.h. es gibt xo mit a<xy < b, so dass f(x¢) = C gilt.

Beweis: OBdA sei B> A. (Sonst -f betrachten!). Also a<b und A< B. Ist A=B, so ist C=A=B.
Der Zwischenwert ist eventuell ein Randpunkt. Sei jetzt A<B und A<C<B. Betrachte die Menge

M=Azla<z<b, flz) <C}

Diese Menge ist nach oben durch b beschréinkt und besitzt folglich ein Supremum c. Fiir x>c ist
notwendig f(x)>C.
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Da ¢ Supremum, gibt es eine Folge (N n— z,,, M) , die gegen c konvergiert. Wegen der Stetigkeit
von f folgt f(x,) = f(c). Wegen x, € M folgt f(x,) < C und damit wie iiblich iiber einen
Grenzwertsatz f(c) < C < B. Daher gilt auch c<b. Wéhle nun eine Folge n—y, mit ¢ < y, < b,
die auch gegen ¢ konvergiert. Wir haben f(y,) > C, da y,, ¢ M. Wegen der Stetigkeit folgt
limf(y,,) = f(c). Und nach den Grenzwertsétzen ist f(c)> C.

Mit dem ersten Resultat gibt das f(c)=C wie gewiinscht. ¢ ist dann der gréfite zwischen a
und b liegende x-Wert, in dem f den Wert C annimmt.

Der Satz wird gerne benutzt, um die Existenz von Nullstellen zu sichern. Das bekannteste Beispiel
hierfiir ist die Aussage, dass jedes Polynom mit einer ungeraden Ordnung mindestens eine reelle
Nullstelle besitzt.

O Vervollstéindigen Sie die Begriindung der letzten Aussage.

Der Satz sagt aus, dass es mindestens ein derartiges xg gibt. Aber natiirlich kann es auch mehr als einen
solchen Punkt geben. Wieviel mehr es sind, dariiber macht der Satz keine Aussage. So kann ein Polynom
der Ordnung 2k-+1 bis zu 2k+1 verschiedene reelle Nullstellen haben.

W (4.4.5) Wertvorhersage. Hierzu bendtigen wir zunéchst eine Definition:

Def:  Hdufungspunkt einer Menge.
Sei  DCR. und x € R. x¢ heifit Hiufungspunkt der Menge D,
wenn jede Umgebung UL (z) = U.(z¢) N D unendlich viele Elemente enthiilt.

Beachten Sie: Es wird xg € R, nicht aber xg € D gefordert. Eventuelle Hiufungspunkte von D kénnen,
miissen aber nicht in D selbst liegen. Ist D={-1}U]0,1], dann ist -1€ D kein H&ufungspunkt, 0 ¢ D
dagegen ist einer. Das entspricht der semantischen Bedeutung von hdufen. Damit gilt nun zum Stichwort

Wertvorhersage:
Ist f:D— R in xq stetig und xo Hiufungspunkt von D,
dann kann man den Wert f(xg) tiber limy .4, »£4, f(z) = f(x0) vorhersagen.
Oder auch: Es gibt genau eine stetige Ergéinzung von (D-{x¢},z — f(x),R),
e aucl: Gilt x¢g € D, dann die Ergénzung durch den Wert f(x(). Andernfalls durch den Grenzwert.

Und ebenso gilt

Ist fin D-{zo} definiert und ist xo Hiufungspunkt von D,
dann  gibt es héchstens eine stetige Ergiinzung von f in xq.

Beachten Sie: D={-1}U[0, 1]. dann &8t sich f(-1) nicht vorhersagen, obwohl f dort stetig ist.

Die Hiufungswerte einer Folge a sind die Hiufungspunkte von Bild(a). Denken Sie an das
Beispiel n— sin(n). Was ist da die Menge aller Hiufungspunkte?

O Bestimmen Sie die Menge H(a) aller Haufungspunkte der Folge a:n— tan(n). Was bedeutet das fiir die
Miichtigkeiten von Bild(a) und H(a)?
[0 Beweisen Sie: Eine abgeschlossene Menge enthiilt alle ihre Haufungspunkte.

Weifl man, dass f in a stetig ist, dann geniigt die Kenntnis beispielsweise der Werte f(x,,) fiir x, = a + %
zur Vorhersage von f(a).

B (4.4.6) Extremwerte werden auf kompakten Mengen angenommen! Dieser Satz verlangt
als Wertemenge R. Dagegen ist C nicht zugelassen. Zunéchst ein erlduterndes Gegenbeispiel: f=(]0,1[,x—
%,R). Hier werden die Extremwerte nicht angenommen. D.h. z.B.: es gibt kein x5, € D =]0, 1], so dass
f(xar) > f(x) fir alle x€ D. Ebensowenig gibt es x,,, € D mit f(x,,) < f(x) fiir alle x€ D. Der Rand- und
Héufungspunkt 1 liegt ja nicht mehr in D! Jetzt der Satz:

Sei f:K— R und KC R kompakt.
Dann gibt es x,,, 23 € K so dass f(x,,) minimal und f(x3;) maximal in Bildf wird.
Die Extremwerte sind endlich und werden angenommen.
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Beweis: Wir betrachten das Maximum. Dazu setzen wir M=supBildf, sofern das Bild beschrinkt
ist. Und M=oc0, wenn das Bild unbeschrinkt ist. Dieser Fall wird bald ausgeschlossen werden.
Jetzt betrachten wir im Falle M<oo in der Wertemenge die Umgebungen U 1 (M) und wihlen
zu jedem n ein x,, € K mit f(x,) €UK(M). Ist M=co wiihlen wir x,, so, dass f(x,) > n. Nach
Supremumsdefinition muss es solche X:L geben. Damit haben wir eine Folge (N ,n— x,, K). Da
K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge. k— x,, mit Grenzwert limyx,, = za. Da
f stetig ist, folgt limf(x,, ) = f(xar). Das schlieft M=oco aus. Nach der Definition der x,, gilt
auferdem limf(x,,) = M. Also {(x,,) = M wie gewiinscht. Da M=supBildf ist, nimmt f in x;
sein absolutes Maximum M an.

W (4.4.7) Gleichmifige Stetigkeit auf einem Kompaktum (Vgl. hierzu die Beispiele. (3.2.16) und
(3.2.17).
Sei K kompakt und f:K— R stetig.
Dann ist f gleichmiiflig stetig.
D.h.: Man kann eine fiir alle xg € K giiltige Strategiefunktion angeben.

Oder auch:
Zu >0 gibt es 0=0(¢), so dass |f(x1) — f(z2)| <e fiir alle x3,x2 € K mit |x3 — x2| < 4.

Beweis: Indirekt. Angenommen f wire nicht gleichméfBig stetig. D.h. es gibt ein g9 > 0
ohne zugehoriges fiir alle x giiltiges 6. Wéhle §,, = % Dazu gibt es daher x, und Az, mit
|Az,| < 6, = L, so dass [f(x, + Az,) — f(x,)] > g0 ist (¥). Wihle aus der Folge n— w,
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert X€ K. Das geht, da K kompakt! (x, und x+Az,
aus K.). Da f stetig ist, folgt lim,f(x,) = f(X). Und da n— Az, Nullfolge ist, folgt iiber
die Grenzwertsiitze auch lim(x, + Az,) = X. Also limf(x, + Az,) = f(X). Und das heifit
n— (f(xn, + Azy) — f(z,)) ist Nullfolge im Widerspruch zur Eingangsannahme (*).

2.4.5 Funktionsfolgen und die Darstellung stetiger Funktionen

(4.5.1) Sei DC R ein fester Definitionsbereich und F(D,R) die Menge aller Abbildungen D— R. Eine
zugehorige Funktionsfolge ist dann eine Abbildung der folgenden Art.

|(Nn—f, F(DR))  mit f,=(Dx—£,(x)R)|

Sagen wir D = [-1,1] und f,, = h,,. Oder D=R und f,, = ¢,, mit ¢, (z) = < sin(nz).
(4.5.2) Es liegt nahe, einen Rollenwechsel der folgenden Art vorzunehmen: Man macht x€D zu einem
duBeren Parameter. Das ergibt eine Schar von Zahlfolgen, fiir jeden zuldssigen Wert von x eine zugehorige

Zahlfolge:

‘ (N,n—f, (x),R) gewohnliche Zahlfolge mit duflerem Parameter xe D|

Auf jede dieser Zahlfolgen kann man dann den gesamten fiir Zahlfolgen entwickelten Apparat loslassen.
(4.5.3)Wegen der grofien Bedeutung dieses Rollenwechsels schieben wir eine Reihe von Beispielen ein.

(4.5.4) Beispiel Exponentialfunktion. Wir hatten in Kap. 2.3.6 die Folge |n— a,(z) = (1 + £)"

betrachtet, bisher mit x als Auflerem Parameter. Jetzt betrachten wir die Folge von Funktionen x— a,(x) =
(1+2£)". Das ist ein Polynom vom Grade n mit a,,(0) = 1 = exp(0) und a/,(0) = 1 = exp(0) und aj, (0) = 21
(statt 1). Weiter hat dieses Polynom eine Nullstelle n-ten Grades bei x=-n. Das &hnelt schon einigen
wesentlichen Eigenschaften der Exponentialfunktion. Die ersten 4 Bilder zeigen die Graphen von a;(z) bis
a4(z) zusammen mit dem der Exponentialfunktion. In der zweiten Reihe noch as(z) und ag(x) in anderem
Mafstab. Fiir x>0 né#hern sich die Polynome von unten der Exponentialfunktion. Fiir negative x erfolgt
das polynomiale Wachstum erst jenseits der Stelle x=-n, wandert also immer weiter nach links. Beachten
Sie: Die frither bewiesene Monotonieeigenschaft a,(z) < ap41(z) in (3.6.3) galt erst fiir n>-x, d.h. fiir x>-n
oder rechts von der Nullstelle.
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Die Figuren zeigen die ersten Glieder der Funktionsfolge. W#hlt man einen festen x-Wert, etwa x=-2, dann

erhélt man daraus die zugehérige Zahlfolge. Vgl. (3.6.2) fiir x=1.
5

O Lassen Sie von einem Computeralgebrarpgramm den Graphen von x— ’1 — —|z fiir x> 0 zeichnen. Welche

Bedeutung hat das fiir unser Problem? Warum der Absolutbetrag? Der '%,erste Blick" auf den Graphen
weckt eine falsche Erwartung. Namlich?

(4.5.5) Als zweites Beispiel betrachten wir die geometrische Reihe. Wir wissen, dass sie nur fiir
|x|<1 gegen ﬁ konvergiert. Die Zeichnung gibt die Grenzfunktion (rot) sowie die ersten Partialsummen
wieder. Blau so, s4, s¢ und sg und schwarz sg, s5, s7 und sg. Die erste Gruppe geht durch (-1,1) und die zweite
durch (-1,0). Fiir x=1 hat man keine Konvergenz mehr. Fiir -1<x<0 sieht man, wie sich die Funktionen
immer mehr, aber nicht gleichmifig der Grenzfunktion ndhern. Fiir x>1 ist von Approximation keine Rede

mehr. Die Grenzfunktion ist negativ, wihrend die Partialsummen nach +oco streben.
F1.4
1.2

F0.8
£0.6
F0.4
F0.2

! 0 T ! -1.2 1 -0.8 -6 -04 -02 0 02 04
2 -1 % 2 F-0.2
e F-0.4

(4.5.6) Beispiel‘ f, = ([0,1], 2 — 2™, R) ‘ Das ergibt per Rollenwechsel die Folge n— 2™ mit dem dufleren

0 fuiro<z<l1

1 fiir x=0

Wechseln wir jetzt wieder (von der Folge mit dufferem Parameter x) zur Funktion (mit unabhéngiger
Variabler x) iiber, dann sieht man: Alle Funktionen f,, sind stetig, sogar C*°, aber die Grenzfunktion f ist
in x=1 unstetig! Die Eigenschaft stetig bleibt beim Grenziibergang nicht notwendig erhalten! Schauen wir
uns einmal die zugehérige Strategieabschéitzung an:

Parameter x. Sie konvergiert gegen f(x)=

!
" —0<aV <e N(e)Inz > In(e) N(e,z)=2{¢ O0<x,e < 1.

Die Abschitzung ist nicht gleichmiflig in x!
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(4.5.7) Zur Unterscheidung fithren wir die folgende wichtige Sprechweise ein:

Gegeben eine Folge fin— f,(x) mit duBlerem Parameter xeD,
die sich auch als Funktionsfolge n— f,, interpretieren l&ft.
* Konvergiert jede Folge f,,(x) gegen einen Grenzwert f(x),
dann sprechen wir von punktweiser Konvergenz (der Funktionsfolge n— fy,).
Ist es (zusétzlich) moglich, fiir alle x€ D dieselbe Strategiefunktion zu wéhlen,
* dann sprechen wir von gleichmdéfiger Konvergenz (der Funktionsfolge).

Aus gleichméifiiger Konvergenz folgt natiirlich punktweise Konvergenz. Der umgekehrte Schluss ist falsch.
Unser Beispiel hat gezeigt: Punktweise Konvergenz stetiger Funktionen reicht offensichtlich nicht, um
Stetigkeit der Grenzfunktion zu sichern!

(4.5.8) Der folgende Satz zeigt die Bedeutung der gleichmiBigen Konvergenz:

Satz: Sei n— f, Funktionsfolge mit f, € F(D,R). Alle f, seien in xq € D stetig.
Weiter konvergiere f,, gleichmiiflig gegen f.

Dann ist f in x( stetig!
Sind die f,, stetig (in ganz D), dann ist auch f stetig (in D).

Man kann auch sagen: Der Grenzwert einer gleichmiiflig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist erneut
stetig.

Beweis: Dies ist ein typischer Beweis aus dem Bereich der Epsilontik. Denken Sie immer an das
Ziel, némlich eine giiltige Abschétzung fiir | f(xo + Az) — f(zo)| zu erhalten. Dahin arbeitet man
sich in mehreren Schritten vor.

1) Sei € > 0 vorgeben. Bestimmen N(g), so dass gilt
|fr(z) — f(z)| < % fir alle © € D und alle n > N(g)

Das ist infolge der gleichmifigen Konvergenz méglich. N(g) ist unabhéingig von xo. Wéhle dann
n> N(g).

2) Da f,, in xo stetig ist, wihle Az so klein, dass |f, (2o + Az) — fu(w0)] < 5.
3) Jetzt rechne man mit Hilfe der Dreiecksungleichung wie folgt:

|f(zo + Az) — f(z0)]
[(f(zo + Az) = fo(zo + Az)) + (fulwo + A) — fr(20)) + (fnlz0) — f(20))]

< |(f(@o + Az) = fulzo + Az))| + |(fn(zo + Az) — ful@o))] + [(fu(z0) — f(20))]
< sHz+z=-

Das ist die geforderte Abschiitzung und f ist wie behauptet stetig!

(4.5.9) Wann aber hat man gleichméfige Konvergenz? Hier ein niitzliches Kriterium, das in vilen Féllen
das Gewiinschte liefert:
Weierstraf3isches Majorantenkriterium fiir gleichméflige Konvergenz

(1) n— f, = (D,z — fn(z),R) eine Funktionsfolge.
Es sei  (2) Es gelte |f,(z)| < a,, fiir alle n.
(3) Die Reihe X, a,, sei konvergent.
Dann ist die Reihe X, f,,(z) absolut und gleichmfig konvergent auf D.

(4.5.10) Folgerung: Falls die f,, aus (3.5.7) stetig sind, ist auch f nach Satz (3.5.6) stetig.

(4.5.11)Beweis von (4.5.7): Durch Abschéitzen des Betrages des Reihenrestes! Es sei N Strate-
giefunktion der konvergenten Reihe Yaj. Damit folgt

(@) = 1522, f(@)] < B fu(@)] < Sar <& n> N(e)

Das ist eine von x unabhiingige Abschétzung fiir die Reihen X f,, (z).
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(4.5.12) Anwendungsbeispiel: .Wir setzen t,(x) = a, sin(nz), wobei n— a,, eine Zahlfolge sein soll,
etwa a, = <. Dann betrachten wir die Reihe ¢, (z). Zunéichst wéhlen wir x als &uBeren Parameter. Etwa
x=0. Dann sind alle Glieder Null, wir erhalten eine konstante Nullfolge, die Reihe gibt Null. Dasselbe gilt
auch fir x=4n. Fiir x=% erhalten wir Yaysin(k%3) = X(—1)"a; usw. Nach Rollenwechsel sieht die Sache
dagegen wie folgt aus: Jeder Summand ist periodisch mit Periode 27 und iiberdies ungerade Es geniigt, das
Intervall [-, 7] zu betrachten, und darauf sollte eine eventuelle Grenzfunktion erneut ungerade sein. Xt (z)

ist ein Beispiel einer trigonometrischen Reihe.

| t1(z) =sinz | ta(z) =sinz + 3sin(2z) | t3(z) = sinz + 3 sin(2z) + +sin(3z) | usw. |

(4.5.13) Wann kann man das Majorantenkriterium fiir unser Beispiel anwenden? Wir haben |t,(z)| =
|ay||sin(z)| < |an|. Das Kriterium ist anwendbar, wenn Yla,| < oco. Also beispielsweise fir a, = 5.
Es ist nicht anwendbar fiir a,, = % Allerdings diirfen wir dabei nicht vorschnell auf Divergenz schlieflen:
Die zusétzlichen Sinusfaktoren liefern noch unterschiedliche Vorzeichen, so dass Kompensationen auftreten
konnen. Wir erproben das Verhalten der beiden Funktionsreihen einmal. Zunichst E# sin(nz). Nach dem
Kriterium sollte das gleichméBig gegen eine stetige Grenzfunktion gehen. Wir zeicnen das Intervall [-4,7], um
auch die Periodizitéit zu verdeutlichen. Die Konvergenz ist sehr schnell. Im rechten Bild sind unterschiedlich

gefirbt die 7. und die 8. Partialsumme gezeichnet. Es ist kein Unterschied mehr zu erkennen.

N BN N
B / 2 w 4 fz ) 2 \j

Ao
)

(4.5.14) Ganz anders sieht es im Falle a,, = % aus. Hier muss man viele Terme mitnehmen, um ein
stabiles Grenzverhalten zu erkennen. Dabei deutet sich folgender Sachverhalt an: Die Grenzfunktion ist
unstetig und die Konvergenz ist zumindest in der Nihe der Unstetigkeitsstelle nicht gleichmifig. Die ersten
drei Bilder zeigen die Partialsummen s, s und sg. Beispielsweise s3(z) = sinz + 1 sin(2z) + 4 sin(3z). In
der Nihe von x=0 erhalten wir mit Tangentenapproximation s3(z) ~ z + 32z + é?):v = 3z. Entsprechend
so(z) = 9z. Die Steigung wiichst unbeschrinkt. Bei dagegen x;=(2k+1)7 entstehen Nullstellen vom Typ
z— $2z + $3z — 14z + ...mit z=(x-x}).

'4\‘2\/0 ZW "W LN N E VN
- -1 -1

2 -2 20

Das niichste Bild zeigt s59. Man sieht, dass sich bei x=27k Sprungstellen entwickeln, Dazwischen kon-
vergiert die Folge punktweise gegen eine Gerade.
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Das niichste Bild zeigt sogp. In der Nihe der Sprungstellen sieht es nicht nach gleichmifliger Konvergenz
aus.Eine dieser Stellen ist im nachfolgenden Bild noch einmal vergréfiert dargestellt.
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00 Wann ist eine Fourierreihe Ya,, sin(nx) sicher stetig? (Bedingung fiir die a,,.)

(4.5.15) Im Falle der Binomialreihe hatten wir Konvergenz nur fiir |x|<1. Wie verhalten sich Reihen, die
fiir alle x konvergieren? Als Beispiel wihlen wir die trigonometrische Funktion sin.

Die Eulersche Formel e = cosz + isinz liefert uns die beiden zugehorigen Reihen. Die Rechnung ist
zuléssig, alle beteiligten die Reihen absolut konvergieren.

o e (@ oo ("

© T IR T =0 gy

: -1)" :
¥+ iZfﬂOﬁx%H = cosz + isinz.
r !

Einige Beobachtungen: sin ist eine gerade Funktion, die Reihe enthélt nur die ungeraden Potenzen. Die
cos-Reihe dagegen die geraden. Beide Reihen sind alternierend als Folge der Werte von i¥. Die beiden resul-
tierenden Reihen sind erneut fiir alle Werte von x absolut konvergent. Die Figur zeigt etwa zwischen -37 und
3m. Dazu rot die ersten Approximationen. Angeschrieben ist jeweils 2r+1, die héchste noch mitgenommene

Potenz.
1
% |
12
\ s,
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Je weiter sich x vom Ursprung entfernt, umso mehr Terme muss man mitnehmen, um eine akzeptable
Approximation zu erhalten. Die Konvergenz ist nur in kompakten Intervallen gleichmiilig und wird dort von
den Punkten bestimmt, die am weitesten vom Ursprung entfernt sind.

2.4.6 Differenzierbarkeit

(4.6.1) Die Definitionsbereiche seien in 2.3.6 immer als endliche Vereinigung von nicht trivialen Intervallen
darstellbar. An eventuellen Randpunkten sind einseitige Limiten zu bilden und zu betrachten. Es soll keine
isolierten Punkte geben. Dann ist jeder Punkt von D ein Haufungspunkt von D.

(4.6.2) Szenenbild: f: D — R, zp € D und Az =z — 29 # 0 fiir + € D und me R. Damit kénnen wir
folgende Termumformung vornehmen

f(zo + Az) = f(wo) + mAz + Az R} (w0, Az).

Diese Gleichung bestimmt den Term R fiir Az # 0 eindeutig, da man nach ihm umstellen kann. m ist
bisher beliebig. Als Zusatzbedingung wihlen wir

11111%3567_&()&{’}1 (x0,A%x)=0 Resttermbedingung

Man kann auch sagen: Ax HR}”(.’L‘Q, Ax) ist fiir Az = 0 stetig ergénzbar mit Wert 0. Die iibrigen Grofen
xo und m sind duflere Parameter. Vgl. auch (3.2.6).
(4.6.3) Je nach Wahl von m kann das erfiillt sein oder nicht. Nun gilt:

Es gibt hochstens einen Wert von m,

Satz: fiir den die Restermbedingung erfiillt ist.

Oder auch: R ist fiir hochstens einen Wert in Ax = 0 stetig ergéinzbar mit Wert 0.

Beweissizze: Angenommen man hat zwei Zerlegungen der angegbenen Art. D.h zwei giiltige
Gleichungen mit erfiillter Restermbdingung

f(x+Az) = f(z) + mAx + AzR7" (x, Ax)
f(x+Az) = f(z) + meAx + Az Ry (z, Ax)

Subtrahiere die beiden Gleichungen, dividiere durch Az und gehe zum Grenzwert Ax — 0
(Az # 0) iiber. Das gibt m; = my. Beachten Sie: Hier liegt ein Beispiel der Wertvorhersage
(3.4.5)vor Setzt man m; = mgy in die durch Subtraktion erhaltene giiltige Gleichung ein, Folgt
R;Z“ = R}"Q D.h. die Zerlegungen sind gleich. Natiirlich kann die Beweisausgangslage unerfiillbar
sein in dem Sinne, dass man iiberhaupt keine Zerlegung finden kann.

(4.6.4) Ist die Restermbedingung fiir genau einen Wert erfiillt, dann verwendet man folgende Beszeich-
nungen und Sprechweisen

Statt m:  f/(zg) = %(mo) = (Df)(xo) = f(zo) = ... "Ableitung von f in x¢”
flzo + Az) = f(xo) + f(x0)Az + A:ch(xo, Az) Die Tangentenzerlegung von f um xg
fzo+ Az) = f(z0) + f'(z0) Az Tangentenapproximation von f um xg
F(zo, Az) = AzRy (20, Az Absoluter Fehler (von ....)
Ry (zo, Ax) Restterm oder lokaler Fehler.

‘f ist in xo differenzierbar mit Ableitung f'(xo) |

(4.6.5) Zu eventuellen Randpunkten von D gehoren einseitige Ableitungen. D.h. man hat mit Rel-
ativumgebungen UL zu arbeiten. (Vgl. (2.3.3).) Sei beispielsweise f=([0,2],x— 1+ /22(2 — z),R) und
xo = 0. Dann ist Az — 0, Az > 0 zu betrachten. Wir werden sehen, dass m=+/2 die zugehorige einseitige
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Ableitung ist. Die Figur zeigt den Graphen samt zugehoriger Tangente (Bzw. Halbtangente) x— 1 + 2v/2.
Bei x=2 gibt es dagegen kein zuliissiges m. (Unendliche Steigung!)

2.57
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(4.6.6) Ist f in jedem Punkt xo € G differenzierbar, dann heiit f differenzierbar (inD). Unter diesen
Umsténden kann man die Ableitungsfunktion definieren

P'=Df=(G x—f (x)R) |

(4.6.7) Ist f' in G stetig, so sagt man f sei stetig differenzierbar und verwendet zur symbolischen
Charakterisierung das Zeichen C!.

2.4.6a Die zwei Denkfiguren

(4.6.8) Die Tangentenzerlegung ist eine giiltige Gleichung, bei der der interessierende Term f(xg + Ax)
in einer fiir die Anwendungen giinstigen Weise codiert oder aufgespalten ist. Man benutzt sie vornehmlich
im Rahmen von zwei hiufig auftretenden Denkfiguren, die wir jetzt beschreiben und in denen das Vorgehen
unterschiedlich ist.

(4.6.9) Die erste Denkfigur.

% Das zugehérige Szenenbild: ‘ f, xo, f(xo + Ax) sind gegeben. ‘

¥ Durch geeignete Rechenmanipulationen fiir f(xg + Axz) verschafft man sich eine  Zerlegung
der Form (3.6.2)

Vv Fiir das darin enthaltene R weist man die Restermeigenschaft nach.

¥ Dann kann man nach (3.6.3) folgern, dass f in xq differenzierbar ist und iiber den linearen Term
liest man die zugehorige Ableitung ab. Die Denkfigur liefert Differenzierbarkeit und eine
Formel fiir die Ableitung!

(4.6.10) Die zweite Denkfigur
% Das zugehorige Szenenbild: |f,x0, f(zo + Az) und f'(zg) sind gegeben, f ist in xo differenzierbar

¥ Dann schreibt man die Tangentenzerlegung als giiltige Gleichung (mit der man weiter arbeiten
kann hin). Fiir den Resterm R reduziert man das Wissen iiber die exakte Funktion auf die
Restermeigenschaft. Damit sucht man dann die Lésung anstehender Probleme.

1. (4.6.11) Wie im Vorkurs beschrieben, gibt es zum Start der ganzen Theorie ein Routinevorgehen:

¥ Man bestimmt fiir die iiblichen Grundfunktionen die Ableitung mit Hilfe der ersten Denkfigur
V¥ Man beweist mit Hilfe beider Denkfiguren die iiblichen Ableitungsregeln

¥ Man berechnet in Problemen die Ableitung einer Funktion mit Hilfe der Ableitungsregeln und
verwendet dann die zweite Denkfigur, um das zu behandeln.

99



(4.6.12) Ein Beispiel einer differenzierbaren Funktion, die nicht C! ist, bei der die Ableitung also unstetig
ist. Sei | f(x)=x2sin < | fiir x# 0 und f(0)=0. Man zeigt leicht, dass f stetig ist. Uber die erste Denkfigur folgt

T
Differenzierbarkeit in xg = 0 mit f'(0) = 0. Fiir = # 0 folgt die Ableitung iiber die Ableitungsregeln. Dieser
sieht man per Inspektion an, dass sie keinen Grenzwert fiir x nach Null hat.

(] Fiihren Sie die Einzelheiten aus.

(4.6.13) Die Ableitungsregeln und Beispiele dazu im Vorkurs.

2.4.7 Allgemeine Konsequenzen der Differenzierbarkeit

(4.7.1) Wie im Fall der Stetigkeit gibt es auch im Falle der Differenzierbrkeit eine bestimmte sachgeméfe
Reihenfolge des Vorgehens. Diese beginnt mit den Definitionen, die bei der Formulierung der Resttermbe-
dingungauf den Stetigkeitsbegriff zuriickgreifen. Dann werden die elementaren Konsequenzen in Form der
Ableitungen einfacher Funktionen und der Ableitungsregeln erarbeitet. Im niichsten Schritt geht es um die
allgemeinen Konsequenzen der Differenzierbarkeit. Die sind in der Regel relativ abstrakt, d.h. sie wer-
den meist nicht unmittelbar zur Losung konkreter Probleme benétigt, sie werden eher benétigt, um dabei
benutzte Verfahren zu entwickeln und zu rechtfertigen.

Die elementaren Konsequenzen setzen wir als bekannt voraus.

Wir besprechen davon jetzt die wichtigsten.

(4.7.2) Das Kriterium fiir einen lokalen glatten Extremwert.

Satz:  f:ila,b[— R habe in c€ ]a,b[ einen lokalen Extremwert.
Weiter sei f in ¢ differenzierbar.
Dann ist notwendig f'(c) = 0.

Beweis. O.B.d.A liege in ¢ ein lokales Maximum vor. D.h. Es gibt ein g > 0, so dass f(¢)> f(z)
fiir alle xe U, (c). Beachten Sie: ¢ ist notwendig innerer Punkt von ]a,b[. Da f in ¢ differenzierbar
sein soll, diirfen wir die Tangentenzerlegung als giiltige Gleichung anschreiben:

fle+ Az) = f(e) + f'(¢)Azx + AzRy(c, Ax).
Angenommen f'(c) # 0. Dann wihle &1 = $|f/(c)| > 0 und & = min(gg,&1). Sazu § so dass fiir
|Az| < 6 gilt |Rs(c, Ax)| < e. Ry ist ja stetig. Dann folgt

fle+ Az) = f(e) = Az(f'(c) + Ry (c, Ax)).

Nun kann man das Vorzeichen von Az soe wihlen, dass Azf’(c) > 0 ist. Da |Rf(c, Az)| <
21f'/e)| gilt, muB  f(c+ Az) — f(c) > 0 gelten. Und das heifit, entgegen der Annahme kann f in
¢ kein lokales Maximum haben.

O Gilt der Satz auch fiir ein lokales Extremum in einem Randpunkt?

(4.7.3) Der zweite Satz ist der Mittelwertsatz, nicht zu verwechseln mit dem nur Stetigkeit fordernden
Zwischenwertsatz.

Mittelwertsatz Sei K=[a,b] kompakt und f:K— R stetig und in ]a,b[ differenzierbar.
. . . () —f(a
Dann gibt es ein ¢ €]a,b[ mit | f/({) = %

2.57

Geometrische Interpretation
151 Verschiebt man die Sekante (blau)
zwischen a und b parallel,

1 so gibt es eine Stelle, an der diese
zur Tangente (rot) wird.

T T T
02 04 06 08 % 12 14 16 18 2
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Im Spezialfall f(a)=f(b) ist die Sekante parallel zur x-Achse, so das der Tangentialpunkt die Steigung Null
hat.
O f(x)=x> und x¢ = 0. Versuchen Sie die Konstruktion der Figur fiir diesne Fall. Was ist anders?
(4.7.4) Der Beweis erfolgt durch Riickfiihrung auf einen Spezialfall. Dazu fiihrt man die folgende
Hilfsfunktion g ein
f() — f(a)

9(z) = fla) = = —

Findet man hierfiir ein ¢ mit g’(¢) = 0, dann erfiillt {'({) offensichtlich die Forderung des Mittelwertsatzes.
Die Existenz eines ( fiir g folgt aber aus dem jetzt folgenden Satz von Rolle.

(x —a) mit gla)=g(b).

Satz von Rolle: Sei K=[a,b] kompakt und g:K— R stetig und in |a,b[ differenzierbar.
Weiter sei g(a)=g(b).
Dann gibt es ( €la, b] mit g'({) = 0.

Beweis: Dieser ist trivial, wenn g konstant ist. Sei g nicht konstant. Da g stetig auf dem
kompakten Intervall K ist, nimmt g seine Extremwerte an. Mindestens einer dieser Extremwerte
ist ungleich g(a). OBdA sei das das Maximum M der Funktionswerte (Andernfalls die Funktion
-g betrachten!). M werde in c# a,b angenommen: M=g(c). Nun soll g in ¢ differenzierbar sein.
Dann ist die Ableitung Null, sonst liéige kein glatter Extremwert vor.

(4.7.5) Jetzt wollen wir eine weitere wichtige Folgerung herausarbeiten.

Angenommen wir Wissen| :m< fl(z) <M |ﬁ'1r alle x€]a, b[. Dann folgt tiber den Zwischenwert-
satz (b>a):

IN

m

)= w <M und damit
mb—a) < f(b)—fla) < M(b—a)

Fiir b darf man natiirlich auch jedes x mit ¢ < x < b withlen. Das gibt den

Schrankensatz:  Es sei f in [a,b] stetig und in |a,b[ differenzierbar.
Fiir alle x€la, b[ gelte m < f'(z) < M.

Dann folgt fiir alle x€ [a, b] die folgende Ungleichung fiir den Zuwachs
|m(z—a) < f(z) = f(a) < M(z —a).]

In etwas allgemeinerer Form haben wir das im Vorkurs als "Satz vom beschriinkten Zuwachs" eingefiihrt.
Dort haben wir beispielsweise die wichtige Monotonie der Integration damit begriindet. In Kapitel 6 kommen
wir erneut auf diesen Satz zueriick und geben einen Beweis.

O Was folgt, wenn man eine Ungleichung |f'(z)| < K hat?

[0 Was folgt fiir monotone differenzierbare Funktionen?

2.4.8 Konvexe Funktionen und Differenzierbarkeit
(4.8.1) Wir erinnern an die Zweipunkteformel einer Geraden:
TN =G+ Ab—a3) = (1 =A@+ A= \d@+ b mit A+ Ay =1
Die Verbindungstrecke zwischen d und b wird erhalten, wenn man zusétzlich A1, Ay > 0 verlangt. D.h.
0 < A < 1. Jetzt betrachten wir zwei Punkte (x,f(x)) auf einem Funktionsgraphen. Je zwei von ihnen kénnen
wir verbinden. Liegt dann die Verbindungsstrecke (=Sekante) immer auf einer Seite des Graphen oder

schneidet sie diesen? Liegt sie immer auf einer Seite, bezeichnet man die Funktion als konvex bzw. konkav
(im betrachteten Bereich). Vgl. die Figur in (3.7.3).
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(4.8.2) Dieser Sachverhalt 1a8t sich wie folgt prézisieren:

Definition: IC R Intervall. f:I— R heif3t konvex in I,
wenn fiir alle X1,Z2 € I und )\1, Ao mit Ay + X =1 )\1,)\2 >0 gllt

(Kl) | f()\lxl + )\21’2) S )\1f(.’171) =+ )\gf(.’EQ) ‘

Links in der Figur der Graph einer konvexen glatten Funktion mit drei eingezeichneten Sekanten oberhalb
des Graphen. In der Mitte und rechts Beispiele konkaver Funktionen. Auch die rechte Funktion ist konkav,
aber bei x=0 nicht differenzierbar.

T T T
4 2 2 x 4

[J Weitere Prézisierung: Definieren Sie streng konver sowie konkav und streng konkav. .
O Verallgemeinerung Sie die Ungleichung (K1) durch Induktion.

O Welche Beziehung ist auflerhalb der Verbindungsstrecke (der Sekanten) zu erwarten?

[0 Welche der elementaren Funktionen sind konvex, welche konkav?

00 In welchem Teilintervall ist x— (22 — 4) konvex?

(4.8.4) Sei f konvex. Weiter sei| D(x1,x2) = fr2)=f (@) gie Steigung der Sekanten |zwischen den Graphen-

T2—x1

punkten (x1, f(x1)) und (x2, f(x2)), wobei wir allerdings x; < x5 fordern.
(4.8.5) Wir betrachten jetzt drei Punkte x3 < = < xo im Konvexititsbereich und behaupten:

Satz:  Sei I Intervall und f:I— R.
Dann st f genau dann konvex, wenn fiir alle z, 21,20 € I mit z; < x < x5 gilt

(K2) ‘D(a:l,x) < D(z, ) ‘ oder ausgeschrieben ‘f(wi:f:g“) < flz2)=f(2)

ro—xT

Beachten Sie, dass es nicht um Betrége geht. So ist etwa -100< +1 zuléssig. Der Beweis folgt weiter unten.
[0 Geben Sie ein Beispiel einer nicht konvexen Funktion mit verletzter Ungleichung.
[ Interpretieren Sie die Ungleichung geometrisch.
O Wieso ist die folgende Gleichung fiir x; < = < w9 trivialerweise korrekt? (Denken Sie auch an unsere
Konvention y>x in D(x,y) zu verlangen. Das vermeidet Betragsstriche!))

D(z1,z)(x — 1) + D(z,22)(x2 — ) = D(x1,22) (T2 — 271)

(4.8.6) Aus (K2) und der Gleichung der letzten Frage folgt eine weitere Beziehung zwischen den Steigun-
gen:

D(z1,22)(xe —21) = D(x1,2)(x —21) + D(z,22) (22 — )
< D(m,xo)(x —x1) + D(x,22) (22 — ) = D(2, 22) (22 — 21)
D(z1,22) < D(z,x2) X1 < 2 < Xy
Und analog
D(z1,29)(xe —x1) = D(x1,2)(xz —x1) + D(z,22) (22 — T)
> D(zy1,2)(x —x1) + D(x1,z)(x2 — ) = D(z1, ) (22 — 21)
D(z1,2) < D(x1,z2)

(4.8.7) Zusammen folgt der

Satz: Sei f:I— R konvex und x; < & < x5 mit x1,29 € I.
Dann  gilt D(x1,z) < D(z1,22) < D(z,22)
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[ Fertigen Sie eine Skizze, die den Inhalt auch dieser Ungleichung verdeutlicht.

O Interpretieren Sie die beiden Ungleichungen| D(x1,z) < D(x1,2) ‘und‘ D(x1,29) < D(z,x2) |als Monotonieeigen-
schaft von D.
(4.8.8) Zum Beweis von (K2) selbst benstigen wir einige Hilfsiiberlegungen.
(4.8.9) Bisher haben wir die Punkte der Verbindungsstrecke von (x1, f(x1)) und (x2, f(22)) durch den
Parameter A erfafit, der den Verbindungsvektor umskalierte, also EL'—F)\(E —da). Ausgeschrieben in Koordinaten:

yr=1f(x2)
A(b-a) T To — T1
4w i A ( f(a1) > A ( f(@2) — f(1) >
( 1 + Mag —x1) <x>
O\ S@) FAS () = flz) )\ 2
7= Ax1+(1-L)X, 2> y=f(x)

Wir kénnen alternativ die x-Koordinate des Punktes als Parameter nehmen. Man erhélt die Umrechnung
durch Umstellen nach A :

x = 1+ Mza—x1)=(1— Nz + Az
)\: x:zl 1_A: a:z::t
To2—T1 T2—xT1

(4.8.10) Damit findet man eine andere gleichwertige Bedingung fiir konvex:

Satz: f:1 — R ist genau dann konvex,
wenn fiir alle X1, z, 2o mit 7 < z < xo gilt:

(K3) f(x)< Z2=2 f(xq )+ 2= (x2)

T2—T1 T2—T1

Der Unterschied liegt im zugehérigen Szenenbild: Bei (K1) wird man typischerweise mit x; und xo beginnen
und dann ein x dazwischen wihlen. Bei (K2) dagegen beginnt man eher mit x und wéhlt dann dazu die
Punkte x; und x».

(3.8.11) Mit (K3) konnen wir Satz (3.8.5) fiir die Sekantensteigung beweisen. Dazu rechnen wir wie folgt,
wobei wir mit (K2) beginnen

(2 —21)f(x) < (22 —2)f(z1) + (x — 21) f(22)
(w2 =)+ (z —21)) f(z) < (22—2)f(z1) + (T — 21) f(22)
(2 —2)(f(z) — f(z1)) < (z—21)(f(z2) — f(2))
f(x) = f(z1) < f(z2) — f(z)

Also ‘ D(x1,x)<D(x,x2) | wie behauptet. Jeder Schritt dieser Rechnung geht auch in umgekehrter Richtung,
so dass die "genau"-Aussage des Satzes bewiesen ist.

(4.8.12) Kann man zum Grenzwert xo —x1 = 0 {ibergehen? Im differenzierbaren Fall geht D(x1, 22) dann
in die Ableitung f'(z1) iiber. Erstaunlic. Dazu benutzen wir die Ungleichungskette (3.8.7) in geeigneter
Form. Beachten Sie dabei, dass (3.8.7) einfach gewisse Monotonieeigenschaften von D beinhaltete.

(4.8.13) Fiir jeden inneren Punkt x€ I gibt es x1, 22 € I mit x3 < z < x2. Nach (3.8.7) gilt fiir Az > 0
aber D(x1,z) <D(x+Az,z) D.h. Az~ D(zx + Az, z) ist nach unten (durch D(x;,x)) beschrénkt und
monoton wachsend in Az > 0. Also existiert der einseitige Grenzwert

Az>0 Az

=f'(z+0).
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Ebenso ist D(x-Ax, z) < D(z,z2) und Az —D(x-Az, z) monoton wachsend. Damit existiert.

Do~ 0) = timy, o T E==0 =T

= f'(x —0).

Ergebnis: Fiir eine konvexe Funktion existieren zu jedem inneren Punkt die beiden einseit-
igen Ableitungen (die aber nicht gleich sein miissen!)

(4.8.14) Seien jetzt x und y mit x<y innere Punkte von y und 0<Az < %(3: —y). Da x,y innere Punkte
von I sind, kann man Az zusitzlich so klein wihlen, dass x-Az und y+Az noch in I liegen. Dann folgt mit
den durch (3.8.7) ausgedriickten Monotonieeigenschaften folgende Ungleichungskette:

(4.8.15) Jetzt gehen wir zur Grenze Az — 0, Az > 0 {iber. Nach (3.8.13) existieren diese Grenzwerte und
man erhalt:

[/'(@=0)< ['(2+0) < D(a,y) < fy—0) < /' (y+0)]

Nochmals: Diese Ungleichungskette gilt fiir alle inneren Punkte x<y der konvexen Funktion f:I — R.
[ Interpretieren Sie die Ungleichungen graphisch!
Sei x innerer Punkt von I. Dazu gibt es zwei weitere innere Punkte x1,zs von I mit x; < z < x2. Dazu
wihlen wir Az mit Az < x93 — 2 und Az < z — x; Nach (3.8.15) folgt

f/(z1+40) < D(z — Az,z) < D(w, 2+ Ax) < f'(22)

Nun war D(x — Az, z) = MLW und D(x,x+Ax) = w. D.h. die Sekantensteigung ist

in Az beschréinkt durch C=max(|{'(z1 + 0)|, |f'(z2 — 0)|)

[f(z + Az) — f(2)]
|Az|

| D.h. <C  Und daher. |[f(x+Ax)-f(x)|<C|Ax||

Die letzte Ungleichung liefert aber die Stetigkeit von f in x! (Eine mogliche Strategiefunktion ist 6(¢) = 55¢.)
(4.8.16) Das ist ein erstaunliches Resultat. Denn der urspriiglichen Definition von konvex war die
Stetigkeit keineswegs anzusehen!

Satz: Es sel f:I— R konvex.
Dann st f in jedem inneren Punkt stetig und einseitig differenzierbar.

Beispiel: x— |z]| ist konvex und daher stetig. In x=0 ist f aber nicht differenzierbar. Man hat dort die
einseitigen Limiten f'(0 — 0) = —1 und f'(0 4 0) = +1. Dabei ist £'(0 — 0) < f/(0 + 0) natiirlich erfiillt.

O Sei f:[0,00[— R mit f(x):{ ;2 fﬁf;er;(ZOO . Zeigen Sie, dass f konvex ist. Was folgt aus dem Beispiel? Ist

. 1 fiir x=0

gR — R mit g(x)—{ 2?2 firx?#£0

(4.8.17) Angenommen f ist in x; € [ sogar differenzierbar. D.h. die beiden einseitigen Ableitungen
f'(z1 4+ 0) und f(z — 0) sind gleich. Dann folgt aus (3.8.15) fiir geeignetes Az > 0

konvex?

fl(x) < D(z,z+ Ax) also 0 < f(x + Az) — f(z) — f'(z)Ax und
D(x— Az,z) < f'(z) also 0< f(z—Az)— f(z) — f(z)(—Ax)

Vergleicht man das mit der Tangentenzerlegung, so steht rechts in beiden Féllen der absolute Fehler, also
die Grofie AzRy(z, Ax).

Satz:  Sel f:[a,b]— R konvex und in x¢ mit a<xg < b differenzierbar.
Dann gilt fiir den absoluten Fehler in der Tangentenapproximation

|F(X0,Ax) = AxRy(xo,Az) >0 ‘

Also: Bei dem Graphen einer konvexen Funktion liegt die Tangente immer unterhalb des Graphen.
(4.8.18) Jetzt nehmen wir an, dass f tiberall differenzierbar ist.

64



Satz: Sei fin [a,b] stetig und in ]a,b[ differenzierbar.
Dann ist f genau dann konvex, wenn die Ableitung in Ja,b[ monoton wiichst.

Beweis: i) Angenommen f ist konvex und differenzierbar. Dann folgt die behauptete Monotonie aus
(3.8.15).

ii) Angenommen die Ableitung wiichst monoton. Wir beweisen (K2) aus (3.8.5). Das beinhaltet die
Konvexitdt. Seien Seien xi, 22,2 € I mit x1 < = < x9. Da f stetig ist, ist der Mittelwertsatz (3.7.3) auf
[x1, 2] und auf [x,x;] anwendbar. Also gibt es zwei Werte ¢; €]z1,z[ und (, €]z, xo[ mit {'({;) = D(z1,2)
und {'(¢y) = D(x, x2). Die Monotonie von {’ liefert die Ungleichung (K2).

O Wie lautet (3.8.18) fiir konkav. Zeigen Sie damit, dass x— In(x) konkav ist! Was ergibt dann die induk-
tiv verallgemeinerte Ungleichung aus (3.8.2) fiir die Logarithmusfunktion? Beweisen Sie damit die AGM-
Ungleichung.

(4.8.19) Es gibt noch eine weitere gleichwertige Charakterisierung von konvex:

Definition {D— R, x9 € D und ¢ = 0, Gerade mit Gleichung o (x)=f(x¢)+m(x-xo).
Dann heit o=0,, Stitzgerade der Funktion f in xq, wenn gilt
f(z) < oz (x) | fiir alle x € D. (und f(xy) = 02, (20)).

D.h. man beginnt nicht mit Sekanten, sondern verschibt diese so lange, bis sie den Graphen nur noch
beriihren.
(4.8.20) Damit gilt:

| Satz: f]a,b[— R ist genau dann konvex, wenn jeder Punkt eine Stiitzgerade besitzt. |

Wir erinnern an eine geometrische Konstruktion, mit der man in vielen Fillen Tangenten einfiihren kann:
Man verschiebt eine Gerade parallel, bis Sie in genau einem Punkt die betrachtete Figut beriihrt. Dann ist
der Graph lokal um diesen Punkt herum auf einer Seite der Tangente, also von der Art der hier eingefiihrten
Stiitzgeraden. Aber eine eventuelle Tangente ist - wie wir wissen - eindeutig. Die Stiitzgerade ist da
allgemeiner: Betrachte x— |z| und xo = 0. Eine Tangente existiert nicht. Aber alle Geraden y=mx mit
-1<m <1 sind Stiitzgeraden!

(4.8.21) Beachten Sie, dass im Satz ein offenes Definitionsintervall gefordert wird. D.h. fiir jedes x daraus
gibt es die rechtsseitige Ableitung f'(x + 0).

[0 Vergleichen Sie das mit der Tangentenzerlegung. Was ist analog und welch Unterschied besteht!

Beweis: 1) Ist f konvex, dann hat f in jedem Punkt eine Stiitzgerade. Nehme dazu
o(x) = f(xo) + f'(x0 + 0)(z — o).
Denn es gilt (xo > ) :
f'(xo+0) < D(xy,20)
0uo(®2) = f(20) + f'(20 + 0)(z2 — 20) < f(20) + D(22,20)(22 — 20)

= gtoo)+ LI g, i) < o). Db [ <T0w)

Analog behandelt man den Fall x; < z¢. D.h.: Es gibt zu jedem Punkt x¢ eine Stiitzfunktion.

2) Jetzt habe f zu jedem x( eine Stiitzgerade. Wir benétigen den folgenden Hilfssatz, den
wir unten beweisen

Hilfssatz Sei o(z) = b+ maz und x=A121 + Agza mit Ay + A2 =1
Dann ist  o(z) = o(Mz1 + Aaza) = Mo(x1) + Aeo(22).

Wir zeigen jetzt die Konvexitiit iiber die urspriingliche Definition, zeigen also

Fqz1 + Aaza) > A f(x1) + Aaf(z2).

Dazu rechnen wir wie folgt, wobei in der zweiten Zeile der Hilfssatz benutzt wird:
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fx) = fuzs + Xaze) = 0.(Miw1 + Aawz)  da f(x)=04(z)!
= Mog(z1) + A2oz(x2) mach (¥)
A f(z1) + Aof(z2) nach Definition Stiitzfunktion.

IN

Zum Beweis des Hilfssatzes einfach die rechte Seite ausrechnen!

Ao (x1) + Ao (z2) A (b4 maxy) + Ao (b + mas)
()\1 + )\Q)b + m()\lxl + )\21’2)

= b+mz=o0(z)

(4.8.22) TIst f in xq differenzierbar, dann hat f in xo hochsten eine Stiitzgerade und das ist die Tangente.

Beweis: Die Stiitzgerade habe die Steigung m. Dann formen wir die Tangentenzerlegung wie
folgt um:

f(xo + Az) — (f(zo) + mAz) = (f'(z0) — m+ Ry(zo, Ax)) Az, wobei Ry die Resttermeigenschaft
besitzt.

Sei |f'(zg) — m| = 2e. Angenommen & > 0. Dann wéhlen wir Az so klein, dass |[Ry(zo, Az)| < &
gilt. Dann ist fiir diese Az sichr |f'(z9) — m + Ry(xo,Az)| > ¢ > 0. Und damit wechselt
f(xo + Ax) — (f(zo) + mAz)Az fiir Ax = 0 das Vorzeichen, was bei einer Stiitzgeraden nicht
zuléissig ist. Die einzige eventuelle Ausnahme bildet m=f'(z).

Ist f differenzierbar mit positivem absoluten Fehler, dann ist die Tangente in jedem Punkt Stiitzgerade
(wie die Tangentenzerlegung sofort zeigt. Und damit ist f konvex.
O Wie konnen Sie jetzt den Satz aus (3.8.17) ergénzen?

2.4.8a Konvexe Mengen

Threr Natur nach sind konver und konkav Begriffe, die sich auf die Form von Figuren, also Teilemengen
eines Konfigurationsraumes beziehen. Denken Sie an konvexe und konkave Linsen. Taséchlich liegt es
nahe die Definition von konvez fiir Vektorriume iiber R zu formulieren und dann die konvexen Funktionen
gleichgwertig dadurch zu definieren, dass eine bestimmte aus dem Graphen gebildete Figur konvex sein soll.

Die zu wihlende Figur fiir f:I— R ist Ky = {(z,y)|z € I,y > f(z)}. D.h. sie besteht aus allen Punkten
oberhalb des Graphen. Diese Funktion soll im Sinne der Geometrie konvex sein. Uberelgen Sie sich die Form
dieser Figur fiir f=([-1,1],x— 2% R). Dies f war konvex.

Und nun die rein vektorielle Definition von konvex:

Sei V Vektorraum iiber R und KC V Teilmenge. Dann heifit K konvex, wenn folgende Eigenschaft erfiillt
ist:

Sei @,b € K. Bilde dazu die Verbindungsstrecke Sap = {d+ A(b — @)|0 < A < 1}. Dann gilt auch
Sa; C K. Kurz: (5,56 K) = (565 C K)

Kurz: Mit zwei Punkten gehort auch die gesamte Verbindungsstrecke zu K. Diese Verbindungsstrecke
ist in jedem Vektorraum iiber R erklirt.

Und konkave Funktion bedeutet, dass die Menge Uy = {(z,y)|z € I,y < f(x)} konvex sein soll.
Der Beweis der Gleichwertigkeit verlangt natiirlich noch die Ausfithrung einiger Einzelheiten.
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