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Kap. 16 Funktionentheorie

16.1 Grundlagen

” Funktionentheorie” handelt von einer speziellen Art von Abbildungen C — C. Die hier betra-
chteten Funktionen sind also nicht die tblichen “reellen Funktionen”.

(1.1) Wir erinnern zunéchst kurz an einige Gruppen mathematischer Eigenschaften, die zum Koérper der
komplexen Zahlen gehéren und die wir benutzen werden.

o Algebraische Eigenschaften: C ist Korper. (Man kann also mit komplexen Zahlen rechnen wie mit
Zahlen und jedes Polynom zerfillt in C vollsténdig in Linearfaktoren.)

e Geometrische Eigenschaften. C ist der Vektorraum R2. mit zusitzlicher Geometrie. Die gesamte
Geometrie der Ebene steht zur Verfiigung, insbesondere die kartesische und polare Darstellung der
komplexen Zahlen. Hinzu kommt die Eulersche Formel. Die Schreibweise z statt 2’ betont die Bedeutung
der algebraischen eigenschaften gegeniiber den geometrisch- vektoriellen.

e Topologische Figenschaften. z— |z| macht aus C einen Banachraum, (z1,22) — %1 - 22 macht daraus
einen Hilbertraum.

o Mehrdimensionale Analysis. Der gesamte Ableitungs- und Integrationskalkiil steht zur Verfiigung. Die
totale Ableitung einer Abbildung R% — R stelt sich als reelle 2x2-Matrix dar.

(1.2) Die von der Funktionentheorie behandelten Abbildungen werden ”holomorph” oder auch ”ana-
lytisch” genannt. Wir werden holomorph sagen. Eine Verallgemeinerung auf Abbildungen C* — C" ist
moglich (7 Funktionentheorie mehrerer Verinderlicher”). Die durch die Holomorphie bewirkten besonderen
Eigenschaften iibertragen sich auf diesen Fall. Dagegen sind Abbildungen C — R und R — C von anderer
Art, zeigen die Besonderheiten der Funktionentheorie nicht. (Beispiele z — |z| bzw. t— ef).

(1.3) Jede holomorphe Abbildung kann auch als Abbildung R%- — RZ% interpretiert werden. Aber der Typ
dieser Abbildungen ist allgemeiner. Die meisten Abbildungen R? ~— R2 fithren nicht zu einer holomorphen
Abbildung, wie wir sehen werden.

(1.4) Die Veranschaulichung der Abbildungen R? — R?, insbesondere der der Funktionentheorie,
erfolgt entweder vom Feldstandpunkt aus oder vom Parametrisierungsstandpunkt oder vom Zuordnung-
standpunkt. Diese Verwendung dieser Standpunkte ist moglich, da die beteiligten Dimensionen alle gle-
ich 2 sind. Ausgeschlossen ist nur der Graphenstandpunkt, der einen vierdimensionalen Raum verlangt.
Vielfach benutzt man eine Art reduzierten Graphenstandpunkt, indem man den Graphen von z— |f(z)]
betrachtet. Das verlangt nur einen dreidimensionalen Raum. Die genannten Veranschaulichungen gelten
fiir alle glatten Abbildungen R? +— R2. Denken Sie daran, dass man die kanonische Identifikationsabbildung

ji=Cz=z+iy— 2= ( v ) ,R?.) hat, mit der wir nachfolgend immer stillschweigend arbeiten werden,
Yy
um bei Bedarf zwischen Korper- und Vektorrolle zu wechseln.
(1.5) Ein Beispiel dieser Identifikation. Die Abbildung
p=(C,z=u+iv— 2% = (u? — v?) + 2iuv, C)

erweist sich als holomorph und lésst sich gut als Illustrationsbeispiel verwenden, da sich alle Werte leicht
rechnerisch bestimmen lassen. Interpretiert man C als Vektorraum R%., so gibt das die folgende Abbildung
des friither in Kap. 6 besprochenen Typs:
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(1.6) Jetzt zur eigentlichen Definition. Wie iiblich wéhlt man diese moglichst schwach, verlangt somit
moglichst wenig an Glattheit. Wir werden sehen, dass in diesem Fall daraus ungeheuer viel folgt.

Definition »IOlOMOTrph-.

Sei G C Cund £:G — C und 7 € G.

Dann heisst f holomorph in zg, wenn es eine Umgebung U(zp) von zg gibt, so daB f in
jedem Punkt z der Umgebung komplex differenzierbar ist, also eine C— lineare
Tangentenzerlegung erlaubt.

Als Formel:
f(z4+Az) = f(2) + ['(2) - Az + |Az| Ry (z, Az).

Die Resttermbedingung muf3 dabei erfiillt sein. Das Produkt im linearen mittleren Term f’(z2) - Az ist eine
komplexe Multiplikation! Beachten Sie: Es wird nicht einmal Stetigkeit der Ableitung in der Umgebung
verlangt. Natiirlich muBl (z + Az) € G gelten.
Wie iiblich heifit f selbst holomorph, wenn f in jedem Punkt 2 € G holomorph ist. Die Definition verlangt
dann, dafl G offen ist. Also immer unterscheiden: holomorph in einem Punkt und holomorphe Funktion.
(1.7) z— 22 ist offensichtlich holomorph mit Ableitung 2z. Beachten Sie dazu, dass man infolge der
Korpereigenschaft von C die Ableitung iiber den Grenzwert eines Differenzenquotienten erhalten kann:

/(2) = lima,_g LEHAR-F(G)
f(z) = limas o0 255

Das entspricht vollstéindig der traditionellen Einfiihrung der Ableitung.
(1.8) Fiir das totale Differential gilt (erneut in Form eines komplexen Produktes):

df =dz- f'(2).

(1.9) Eine beliebige (auch differenzierbare) Abbildung R% — RZ% besitzt die Eigenschaft komplexer
Differenzierbarkeit nicht. Fiir sie ist die totale Ableitung nur R — linear im Sinne der Matrixmultiplikation,
nicht C — linear wie es die Holomorphie verlangt. Wir wollen diesen Sachverhalt nachfolgend etwas genauer
analysieren.

16.1.1 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

(1.10) Sei also f: R2 — R? in 7 = (,y) reell differenzierbar. Wir setzen

Flay) = ( jjgzg ) und 1w, = %(w,y) usw.

Damit folgt (fiir die Tangentenzerlegung):
- ryY x x A
f@+A%y+mD=ﬂ%w+<u v )(A§>+ .....

(1.11) Wann ist das so erhaltene totale Differential d f gleich einem komplexen Produkt ( von Az mit
einer komplexen Zahl )? Wir setzen Az = Az + Ay und f/(2) = f{(z) + if5(2). Damit folgt

dz - f'(z) = (fi(z)Az — f5(2) Ay) +i(f1(2) Ay + fo(2) Az

Das gibt in Matrixform
< fi(z)  —f2(2) ) < Az )
fa(z)  fi(z2) Ay )

D.h. die Ableitungsmatrix muss ganz bestimmte Bedingungen erfiillen, damit sie die Form einer komplexen
Multiplikation besitzt! Vergleich mit der allgemeinen Form zeigt:

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:
Fiir die partiellen Ableitungen einer holomorphen Funktion f(z)=u(x.y)+iv(x,y)

gilt notwendigerweise ‘um(aj,y) =vy(z,y) und uy(z,y) = —vz(z,y). ‘




Oder kurz: u, = v, und uy, = —v,.

(1.12) Fiir 2 +— 22 priift man das sofort nach. Jetzt sieht man auch, wieso holomorphe Funktionen (unter
den differenzierbaren) so selten sind: Setzt man etwa u(z,y) = 2% — y? und v(z,y) = 2axy, so sind die
Cauchy-Riemann-Gleichungen nur fiir a=1 erfiillt. Fiir die iibrigen Werte von « sind sie es nicht.

(1.13) Grob kann man sagen: Bei einer reellen (differenzierbaren) Funktion R% — R% sind beide
Komponenten u und v frei wihlbar. Bei einer holomorphen dagegen ist nur eine vorgebbar. Die zweite folgt
weitgehend als Losung des dann iiber die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gegebenen Systems
partieller Differentialgleichungen. Zu u(z,y) = 22 — y? gehort etwa immer v(z,y) = 2xy + ¢, wobei ¢ noch
eine freie reelle Konstante ist.

(1.14) Angenommen u und v sind zweimal stetig differenzierbar. Dann folgt durch Differenzieren der
beiden Gleichungen sofort:

Real- und Imaginirteil einer holomorphen Funktion sind harmonische Funktionen.
D. h. fiir sie gilt | Upe+Uuyy=0 und vgye+vy,=0 oder Au=Av=0.

(Die Voraussetzung der zweifachen Differenzierbarkeit darf hier fortgelassen werden. Wir werden spiter
sehen, dass sie automatisch erfillt ist.)

Und das heisst, dass nicht einmal eine der beiden Funktionen u oder v frei vorgebbar ist. Diese Funktion
muss auch noch harmonisch sein.
O Bestimmen sie alle homogenen Polynome 3. Grades (in x und y), die harmonisch sind. Wie erhilt man diese
mit Hilfe der Zuordnung z — 23? Die Laplacegleichung Au = 0 ist linear. Wieso ist das fiir unsere Frage
bedeutsam?

16.1.2 Die geometrische Interpretation

Was besagen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen geometrisch? Diese Frage kin-
nen wir jetzt leicht beantworten.

(1.15) Nochmals: Wir haben zwischen der geometrischen Ebene und C die Identifikationsabbildung
2 . T 2
j=Cz=z+iy— ( Y )aRK)

Wir legen durch den Punkt zy zwei glatte Kurven ¢ — r(t) und ¢ — s(¢) mit 7(0) = s(0) = 2. In der Ebene
sind das t — #(t) = j o r(t) und ¢ — §(t) = j o s(¢). Im Schnittpunkt bilden die beiden Tangenten R und
S einen Winkel o miteinander. Also R = F(O) und § = §(0) Durch die Abbildung f werden diese Kurven
zu neuen Kurven mit einem Schnittpunkt in f(zp). Formal sind das die beiden Kurven ¢ — f o r(¢) und
t — fos(t). Welchen Winkel bilden die Tangenten der Bildkurven in f(z;) miteinander? Man
sollte sich den Sachverhalt unbedingt vom Zuordnungsstandpunkt aus veranschaulichen. Die Figur zeigt die
Verhiltnisse. Einige der Bezeichnungen sind selbst zu ergéinzen.
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Hier &ndert sich der Winkel zwischen den beiden Tangenten!
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O Sei f(z) = 22 und z = 1 + i. Bestimmen Sie f(z0), j(z0) und j(f(z)). Weiter sei r(t)=(14t)+i und
s(t)=1+i(t+1). Bestimmen Sie Schnittpunkt und Schnittwinkel, die Bildkurven fos unf for sowie deren
Schnittwinkel.

(1.16) Der Formalismus der totalen Ableitung beantwortet unsere Frage nach dem Verhalten des Winkels
sofort allgemein. Wir setzen fx = j o f o 57! und arbeiten so mit den iiblichen R2-Vektoren. Dann ist

o Uy Vg
Dfk = ( w v, >

Jetzt miissen wir fx (r(0 + At)) und fx(s(0+ At)) um At = 0 entwickeln. Das gibt per Kettenregel:

fr(r(0+At)) = fr(20) + ( Z”” Yy ) ( g;ii ) + .

Analog fiir s.

(1.17) Die Ableitungsmatrix wandelt demnach die Tangenten des Urbildraumes in die Tangenten der
Bildkurven im Werteraum um. Gelten nun die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, so kénne wir
v herauswerfen und folgende Umformung vornehmen:

Ug Uy \ cos¢ sing . A 2 Acosp = uy
( —Uy  Ug >_A ( —sing cos¢ > mit A_\/ uz +uy und Asing = u,

Es liegt also eine Drehung um den so bestimmten Winkel ¢ vor sowie eine Langenstreckung um den Faktor
A, sofern dieser ungleich Null ist. A ist aber ungleich Null, sofern f/(zg) ungleich Null ist.

(1.18) D.h. aber: Man erhilt die Tangente an die Bildkurve fx o 7, indem man die Ausgangstangente
um ¢ dreht und ihre Lénge um A skaliert! Und das gilt fiir jede Kurve durch j(zo) mit ein und demselben
Winkel. Damit bleibt der Schnittwinkel zwischen zwei Kurven bei der Abbildung unversindert!

Definition: Eine glatte Abbildung R? — R? heisst in einem Punkte zg konform, wenn die
Tangenten von Kurven durch und an zy bei der Abbildung einfach um einen bestimmten Winkel
gedreht und um einen festen Lingenfaktor verdndert werden.

(1.19) Wir haben somit gezeigt:

Ist f in zy holomorph mit einer Ableitung ungleich Null,
dann ist f in z;, konform!

Insbesondere gilt: Stehen zwei Richtungen im Urbildraum aufeinander senkrecht, dann gilt das auch fiir die
Bildrichtungen! Betrachtet man etwa im Urbildraum ein achsenparalleles Gitter, dann sind (bei Holomor-
phie) die Kurven des Bildgitter erneut zueinander orthogonal. Ist die Abbildung f nicht holomorph, dann
gilt dies Eigenschaft in der Regel nicht.

O Priifen sie das im Falle von z — 22 nach. Wie steht es mit dem Gitter der Polarkoordinaten?

[0 Was leistet der Satz iiber die inverse Abbildung fiir unser Problem? Zwei Fragen liegen nahe: Ist das Inverse
von holomorph erneut holomorph? Und: Wie steht es mit den Urbildern von Gittern im Werteraum, etwa
einem achsenparallelen Rechteckgitter?

(1.20) Eine weitere Kosequenz: Ist F eine ”kleine” Figur, etwa ein Dreieck, das ganz im Giiltigkeitsbereich
einer Tangentenzerlegung liegt, dann ist das Bild f(F) dieser Figur in Tangentenapproximation zur Aus-

gangsfigur dhnlich! Die Ableitung muss natiirlich ungleich Null sein. Verliert die Tangentenapproximation
ihre Giiltigkeit, wird die Figur deformiert.

O Priifen sie, dass z— exp(z) = e%e?¥ = e%(cosy + isiny) die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt. Welche
Veranschaulichung ist hier giinstig? Was ergibt sich fiir die (komplexe) Ableitung?

O Was liisst sich iiber die Ableitungsregeln (fiir holomorphe Funktionen) sagen?



16.1.3 Bildbeispiele und Veranschaulichung

(1)Bei der jeweiligen Veranschaulichungen ist die erste Frage:

Was withlt man als Konfigurationsraum? Die Urbild-C—Ebene oder die Werte-C—Ebene? Oder
beide? In der Regel wird die Urbild-C—Ebene als Konfigurationsraum gewihlt, d.h. man geht
vom Feldstandpunkt aus.

(2) Vom Feldstandpunkt bieten sich bei unserem Abbildungstyp folgende Vorgehensweisen an:
e Die iiblichen Feldveranschaulichungen: An z=z+iy den Wert f(z)=u+iv anheften! Speziell

— Feldmessung entlang einer Kurve im Urbildraum (Gerade, Kreis,...)

— Feldlinienbilder und deren Orthogonaltrajektorien
e Man konstruiert das Urbild von Figuren aus dem Werteraum, etwa eines Gitters. Hat man
f(z2) =u+iv=Re"™ und z=x+iy

dann bieten sich besonders die Gitter u,v=const und R,a = const. an. In jedem Fall entsteht ein
krummliniges Koordinatensystem im Urbildraum. Alternativ sind das Niveaumengen der Skalrfelder
u,v bzw R,a !

(3) Einfaches Beispiel: '
2z 22 = (22 — y?) + 2ixy = r?e’?®

O u=x? — y? = const und v=2xy=const. Was ergibt das fiir Figuren? Zeigen Sie, dass die beiden
Scharen Orthogonaltrajektorien zueinander sind. Interpretieren Sie das fologende mit einem
Computeralgebrasystem gewonnene Bild (fiir z— 2?)

0.87

0.6

0.47

0.27]

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0O R=r? = 22 + y? = const und 2¢ = const. Was fiir Figuren? Orthogonaltrajektorien?
O Wie findet man die Feldlinien?
O Wie verhiilt sich das Feld radial auf einer Ursprungshalbgeraden.

(4) Nachfolgend das iibliche Feldbild und das Verhalten auf dem Einheitskreis. Wieso geniigt im Prinzip
das zweite dieser Bilder?
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(5) Parametrisierungsstandpunkt (und Zuordnungsstandpunkt).

Der Parametrisierungsstandpunkt ist hier weniger wichtige.

In beiden Fillen hat der
Werteraum die Rolle eines Konfigurationsraumes. Beim Zuordnungsstandpunkt neben dem Urbildraum.

(5) In der Regel erfolgt die Veranschaulichung hier iiber das Bild eines Urbildgitters, etwa eines achsen-
parallelen Gitters im Urbildraum. Im Beispiel z — 22 zeigt die Figur links das Urbildgitter und rechts
das Bild dieses Gitters. Die durch y=c gegebene Parallele zur x-Achse etwa wird abgebildet auf die in
parametrisierter Form gegebene Kurve x— (22 — ¢2, 2cx). Das sind gerade die roten Parabeln.

O Das Computeralgebrasystem gibt unter dem Stichwort "plot2d - konform" folgendes Bild aus.

Urbildbereich wurde gewihlt?

Welcher



(7) Graphenstandpunkt. Hier wiire C x C als Konfigurationsraum zu wiihlen mit einer zu hohen reellen
Dimension von 4. Aber man kann mit Hilfe des Feldstandpunktes sich dem idealen Graphenstandpunkt
ziemlich weit nidhern. In der Regel geht man hierzu wie folgt vor:

Betrachte die Fléche (z,y) — (2,9, |f(2)]) im Anschauungsraum R3,. Die Niveaulinien |f(z)|=R=const.
sind die Hohenlinien dieser Fliche. Und die dazu orthogonalen Kurven a = const sind die
zugehorigen Falllinien. Ja meist veranschaulicht man die Flichen noch durch ihre Hohenlinien-
projektion in der Ebene, wobei man die zugehorige Hohe, also den Betrag von f(z)), wie bei

den Lénderbildern im Atlas durch eine Farbe beschreiben kann. In unseren bildern wihlen wir
Farbstreifen, die jeweils zu einem Hohenintervall gehoren.

Drei Beispiele (bei denen die Niveaumengen als Mengen iibereinstimmen, sich nur durch den
zugehorigen Feldwert unterscheiden. Es sind stets Ursprungskreise). Die untere Zeile gibt einen
Schnitt durch die rotationssymmetrische Fliche):

e Fiir eine einfache Nullstelle z— z = ret®

o Fiir eine doppelte Nullstelle z — z2 = r2e2i®

e Fiir einen einfachen Pol z— % = legi

08 06 04 02 0 02 04,06 08 1 08 06 04 02 0 02 04,06 08 1 408 06 04 02 O 02 04,06 08 1

(8) Es folgt ein wichtiges Beispiel:

2 cosz=35 (" e 1*)=1(e'Te V4o "eY)

Das gibt fiir den Betrag

1
z=x+1iy+— R(z,y) = 5\/6274 + e72Y + 2z0s(2x)

Die Figur zeigt farbig die Hohenlinien (mit falscher Farbreihenfolge, blau hier hoher Betrag!)
Horizontal die x- Richtung mit 3 Nullstellen des reellen Cosinus. Vertikal die y-Richtung mit
starkem durch die beiden Exponentialfunktionen bedingtem Anstieg der "Hohe". R#aumlich ist
das ein leicht welliges Tal in Richtung der reellen Achse mit steilem Anstieg auf beiden Seiten.
Auf der rechten Seite sind schwarz eine Reihe der Orthogonaltrajektorien eingezeichnet. Das sind
Kurven gleicher Phase (von cosz).



Als néchstes betrachten wir die Funktion f(z)=z4+1 + (2 — 1)2. Sie entwickelt bei z=0 einen Pol. Weiter
hat sie, wie man leicht nachpriift, drei Nullstellen die in der Nihe von -0.54 und von 0.77+1.2¢ liegen.
Fiir grofie z geht der Betrag etwa wie r2. Die Figur zeigt die Hohenlinien bis R=10 und eine Reihe von
Orthogonaltrajektorein, also von Falllinien.

Der Pol liegt im Ursprung. Rot und orange deutet
auf hohe Feldbetréige. Blau und violett auf solche

in der Nihe von Null. Deutlich sieht man die

drei Nullstellen sowie einen Sattelpunkt in

der Nihe von 1. Alle Fallinien gehen von hohen
Werten aus und gehen zu einer der Nullstellen,

die natiirlich absolute Minima des Betrages bilden.
Zwischen Null und der Nullstelle bei -0.54 haben wir
einen dramatischen Abfall des Betrages von co nach
Null.

O f(z)=u(x,y)+iv(x,y). Berechnen Sie u und v fiir unser Beispiel. Dabei sollte sich v(x,y)=y-zz¥> +2y(z — 1)
ergeben.

Im n#chsten Bild ist die reelle Achse vertikal statt horizontal gelegt. Und im rechten Bild ist iiberdies in

den Imaginérteil ein Vorzeichenfehler eingebaut. Statt 4+2y(x-1) ist -2y(x-1). Das Bild zeigt die Auswirkung.

10



Die Funktion ist dann nicht mehr holomorph.

Die Konformitétseigenschaft kann man beispielsweise mit Hilfe des Basisfeldes 8_;;,5;, verdeut-
lichen. Das sind ja die Bilder der kannonischen Basis des Urbildraumes und die stehen aufeinan-
der senkrecht. Das nichste Bild gibt diese Basisfeld fiir z— 22. Da hier u(x,y)=x* — 3? und
v(x,y)=2xy ist, folgt

2 Qu 2z 2 Gu —2y
8&17: o - 8: oy =
(B)-(5) a-(F)-(=)

Demnach ist der rote Vektor 5; =2Z. Und 5;, - blau - steht darauf immer senkrecht!
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Jetzt ersetzen wir v durch vg(z,y) = 2Qzy. Dann gibt Q=1 den alten Fall mit Holomorphie.
Das néchste Bild zeigt Q=0.5 und Q=-0.5. Beides ergibt nicht holomorphe Funktionen und ein

11



nicht orthogonales Basisfeld.
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Um zu verdeutlichen, dass die Winkel nicht etwa durch eine Maflstabsverzerrung entstehen, haben
wir noch das Einheitsquadrat mit eingezeichnet.
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16.1.4 Beispiele

(1.4.1) Eine Reihe illustrativer und wichtiger Beispiele holomorpher Funktionen kénnen unmittelbar mit
Hilfe der elementaren Rechenregeln fiir C konstruiert werden. Man muss nur darauf achten, dass der
Rechenausdruck eine (komplexe) Tangentenzerlegung erlaubt. Ein zweiter Punkt ist die Frage des Defi-
nitionsbereiches. Dieser muss in jedem Fall offen sein. Uberdies sollte er ”zusammenhiingend” sein. Auf
jeden Fall gilt nur fir zusammenhingende offene Mengen: ” Ableitung identisch Null =Funktion ist
konstant”. Offene zusammenhéngende Mengen werden wir ” Gebiete” nennen.

(1.4.2) Zusétzlich sollte man auch noch die Frage nach der globalen Umkehrbarkeit, also der Injek-
tivitdt, im Auge behalten. Wir diskutieren zwei Beispiele ausfiihrlicher. Wie iiblich gehen wir von der
Zuordnung aus und ergéinzen fallspezifisch zu einem vollen Abbildungstripel.

(1.4.3) Zunichst betrachten wir die bereits besprochene Zuordnung "Quadrieren"

z=x+iy=re? 22 = (2% —y?) + 2izy = r’e?¥

Denken Sie daran, dass man die komplexen Zahlen immer kartesisch und polar darstellen kann und dass
man die jeweils giinstige Darstellung verwenden soll. Wir mochten aus z — 22 eine umkehrbare Abbildung
machen. Dann diirfen wir als Definitionsbereich nicht ganz C nehmen. Stattdessen wihlen wir die ”rechte
Halbebene”, also die Menge aller z mit x=Re(z)>0. Welche Bildmenge ergibt das? Die Polardarstellung
zeigt: Alle w aulerhalb der negativ reellen Achse samt Ursprung. Formal:

C—] — 00,0] = {w|w € C,w = u + fv, wenn v=0, dann u>0}

Das ist eine offene Menge. Besonders in der Physik ist hierzu folgende Sprechweise iiblich: ” Die entlang der
negativ reellen Achse aufgeschnittene Ebene”. Der Startpunkt w=0 des Schnittes ist mit entfernt. Weiter
spricht man vom ”oberen und unteren Ufer des Schnittes”, je nachdem, ob man sich der negativ reellen
Achse aus der oberen oder unteren Halbebene nihert. In den Figuren zeigt die Schraffierung jeweils die
Gebietsgrenzen an, d.h. die Grenze des zuléssigen Bereiches. Die beiden Bereiche der Figur werden bijektiv
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aufeinander abgebildet. Beide Richtungen sind holomorph.

z=1+2i
>X %
Wurzel(w)

Der Winkel des z-Pfeiles wird verdoppelt, seine Linge quadriert!

Vergroflert man den linken Bereich, dann ist die quadratische Zuordnung nicht linger injektiv und man
kann keine (globale) Umkehrabbildung definieren. Das Quadrat kann natiirlich auf ganz C ausgedehnt wer-
den. Was dabei geschieht, verdeutlicht man sich giinstig, wenn man im Urbildbereich einen Ursprungskreis
durchléuft und verfolgt, wie sich die zugehorige Bildkurve entwickelt. (Die Parametrisierung, nicht allein die
Menge!)
O Tun Sie das!

(1.4.4) Uberschreitet man den Schnitt mit der Wurzelfunktion, dann springt der Funktionswert unstetig!
Oder auch: Die Wurzelfunktion 1483t sich iiber den Schnitt nicht stetig ergéinzen. Das wird besonders deutlich,
wenn man sich das Verhalten der Wurzelfunktion in der aufgeschnittenen Ebene vom Feldstandpunkt aus
verdeutlicht. Die Pfeilrichtung springt beim Uberschreiten des Schnittes.

[ S B A A A
N R S A S A
N 2 S O
L
R N S R
P rrrrore
L T
AR T T R R T S
R R N
\\\\\\\'\'\\'\\HHHM
L T S S N T T

(1.4.5) Als zweites Beispiel betrachten wir die komplexe Exponentialfunktion. Die Ausgangszuordnung
sieht wie folgt aus: _ '
z=z+iy—e® =" =" = e”(cosy + isiny).

Erneut zeigt die angegebene Umformung, wie die Zuordnung zu bilden ist. Setzt man w=se'”, dann folgt
fiir die Umkehrzuordnung - also den komplexen Logarithmus - offensichtlich

w = se'"—In(w) = In(s) +iT.

Da sin und cos die Periode 27 haben, muss man y auf einen Streifen dieser Breite beschréinken. Parallelen
zur xAchse (y=const) werden durch exp auf Ursprungshalbgeraden abgebildet. Die Figur zeigt eine mogliche
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Wahl von Bereichen mit bijektiver Zuordnung.

YA v A
+Pi
7. //
T () /
~ )
/X A NNy u
Y In(w)
-Pi

O Worauf wird eine Parallele zur y-Achse durch exp abgebildet? Denken sie dabei an konform! Was geschieht,
wenn man die Parallele zur x-Achse von y=-7 nach y=+m wandern 148t? Worauf wird ein Kreis mit kleinem
Radius um den Ursprung abgebildet? (Ungefiihrer Verlauf oder Computeralgebraprogramm!) Was geschieht,
wenn man den Kreisradius iiber 7 hinaus steigert? Inspizieren Sie (mit dem Computeralgebraprogramm)
insbesondere auch das Verhalten dieser Kurven um den Ursprung. Und worauf werden Halbgeraden um den
Ursprung abgebildet?

(1.4.6) Weitere Beispiele sind die beiden trigonometrischen Funktionen sin(z) und cos(z). Uber die
Eulerformel kann man sie auf die Exponentialfunktion zuriickfiihren. Man hat ja

1 . . . 1 . .
cos(z) = =(e” +e7**) und sin(z) = — (¥ —e™*?)
2 23
Da die jeweils rechten Seiten definiert sind, sind es auch die linken. Fiir reelle z erhalten wir die iiblichen
trigonometrischen Funktionen. Spéter werden wir sehen, dass die Formeln dann auch fiir die iibrigen z
zwingend sind. Beide Funktionen sind fiir alle z definiert, aber natiirlich nicht injektiv.

(1.4.7) Wir wollen an diesem Beispiel eine andere Darstellungsmethode illustrieren, die Darstellung als
Hohenfléiche, die durch den Betrag gegeben wird. Oder in der Ebene durch die entsprechenden Hohenlinien.
Wir finden etwa (wegen |z|> = z- 2z ):

TR SR i o ot 1
Jcos(a +iy)|” = 7 (€7 e ) (7Y ey — o

Das ist als System von Hohenlinien der x-y-Ebene aufzutragen. Beachten Sie: der minimale moglich Feldwert

ist Null. Er gehort zu den Nullstellen der cos-Funktion im Zentrum der Kreise. Mit zunehmendem y-Wert

werden die Feldwerte immer grofler. Die x-Achse ist eine Art Tal. In x-Richtung liegt m — Periodizitat vor.

(Nicht 27!)

(e_2y +e? + 2cos x)
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O Die Funktion z— sin z ist 2m-periodisch. Wiso ist z— | sin z| nur m-periodisch?

O Eine weitere ausgesprochen wichtige Grundfunktion ist z— 2% und a aus R oder auch C. Auch sie lisst
sich auf exp und In zuriickfithren. Und zwar schreibt man z® = e®™™#. diskutieren Sie das Verhalten dieser
Funktion. Defintionsbereich (mit geeignetem Schnitt)? Aymptotisches Verhalten in der komplexen Ebene?

1.1.5 Wegintegration holomorpher Funktionen

(5.1) In (1.8) haben wir bereits fiir eine holomorphe Funktion f : G — C das Differential df = dzf’(2)
eingefiihrt. Es sei t — z(¢) mit ¢; <t < ¢y eine ganz in G verlaufende glatte Kurve, deren Weg wir mit ¢
bezeichnen wollen. Dann kénnen wir mit der allgemeinen Theorie aus Kap.6 das zugehorige Wegintegral

Jar= [are) = [ aarem = [ agiem = feem) - o)

definieren und - wie die Formel zeigt - auch ausrechnen. Achtung: "Weg" steht in diesem Kapitel fiir
"Kurvenzug" aus Kap. 15. Also nicht fiir das mengentheoretisch Bild!

(5.2) Definition ”komplexes Wegintegral”. Dieses Wegintegral 148t sich in naheliegender Weise
verallgemeinern: Zutaten sind unser Weg ¢ C G mit Parametrisierung ¢ — 2z(¢) und eine holomorphe
Funktion f : G — C. Dann bilden wir

Jof=[.dzf(z) = [ dtz(t) f(=(t)).

Die Berechenbarkeit ( im Sinne der Riickfiihrung auf eine reelle Integration) wird durch die rechts
stehende Formel gesichert. ”Weg” meint hier ”Klasse von Parametrisierungen, die durch orientierungstreue
Umparametrisierungen auseinander hervorgehen”

[0 Beweisen Sie die Invarianz des Integrales unter orientierungstreuen Umparametrisierungen.
[0 Formulieren Sie eine Summenapproximation des Integrales, die erneut die Parametrisierungsunabhingigkeit
verdeutlicht.

(5.3) Die Berechnung derartiger Integrale iiber Parametrisierungen ist problemlos. Ein Beispiel: ¢ sei ein
Kreissektor gegeben durch t— Re” und 0 < t < a. Weiter sei f(2) = az?. Wir wollen [, f berechnen. Im
Einschub steht links das konkrete Beispiel und rechts das allgemeine Vorgehen.

Vorgabe: z(t)=re’ mit 0< ¢t < « und f(z)=2> z(t) und a< ¢t < b angeben und f(z)
Ableiten z(t) = riet #(t) berechnen

Einsetzen: [ dt(rie') - a(re')? Einsetzen in fS dt0 f(O).
Ausrechnen: .. = ar®i [;* dte®’ = “77’363”\8‘ = .... | Gewohnliches Integral auswerten .

(5.4) Ist der Integrand im gesamten Bereich eine Ableitung, dann ist das Integral wegunbhéingig und hat
im Fall eines geschlossenen Weges den Wert Null. Oder auch: Man hat dasselbe Verhalten wie bei einem
konservativen Kraftfeld. Im Falle der holomorphen Funktionen erweist sich die Frage nach der Wegunab-
hiingigkeit als wichtig und grundlegend. Wir werden sie daher nachfolgend besonders sorgfiiltig behandeln.

(5.5) Zun#chst ein erstes Beispiel, das zeigt, dass man beim Umgang mit dieser Frage vorsichtig sein
mufl. Wir wihlen f(z) = 2" mit n € Z. (D.h. n=-1,-2,... sind zugelassen!) Und als Weg nehmen wir einen
Ursprungskreis mit Radius R der einmal positiv umlaufen werden soll. Etwa z(t) = Re®. Unser Schema

gibt:
27 " T 3 T -
/f = R”+1i/ dpe2r(n+1)it — prcEy i (nHItET — 0 fiir 0 # —1
c 0 2me fiir n=-1
Der Fall n = —1 liefert demnach mit f(z):% ein Beispiel dafiir, dass ein Integral iiber einen geschlossenen

Weg und dort stetigem Integranden nicht verschwindet. Aber bemerkenswerterweise hiingt der Wert nicht
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vom Radius ab. Wir haben es mit einem Analogon zum rdumlichen Coulombfeld zu tun, von dem wir
analoges Verhalten kennen. Ubrigens erweist sich dies als auflerordentlich wichtiges Beispiel.

[0 Welche der iiblichen elementaren Integrationsregeln lassen sich auf den Fall der komplexen Wegintegrale
iibertragen und wie lauten diese Ubertragungen?

O Man kann (iiber die Linearitit) die komplexen Wegintegrale vollstindig auf reelle gewthnliche Integrale
zuriickfithren. Wie geht das?

O Sei wieder z(t)=Re" aber fiir 0< ¢t < 27N und N=1,2,3,... Was ergibt fc dz% jetzt?

O Sei f(z)=e"** und z(t)=Re®. Was fiir ein gewohnliches Integral erhilt man? (Nicht ausrechnen!)

(5.6) Nochmals zur Frage, ob das eingefiihrte Integral wegunabhéingig (also parametrisierungsunabhéngig)
ist, wie das Arbeitsintegral eines konservativen Kraftfeldes. Wir kénnen auch hier den Satz von Frobenius
heranziehen und die daraus resultierende Bedingung rot# = 0 an unseren Fall anpassen. Die in der néchsten
Frage gegebene Ausfithrung zeigt tatséchlich, dass die geforderte Bedingung erfiillt ist, so dal Wegunab-
héngigkeit zu erwarten ist, zumindest, wenn die Abbildung ausreichend glatt ist.

O Setzen Sie dz=dx+idy und f(z)=u(x,y)+iv(x,y). Das ist als Wahl einer bestimmten Parametrisierung zu
interpretieren. Welcher? Bringens Sie dann den Integranden in folgende Form

dzf(z) = (dx + idy)(u + ) = deFy + dyFy = dtzF) + dtyFs

Frobenius verlangt Gleichheit der tiberkreuzten Ableitungen: Fi, = Fb,. Zeigen sie, dass das tatséichlich
infolge der Cauchy-Riemann-Gleichungen gilt!

16.1.6 Die Windungszahl einer geschlossenen Kurve um einen Punktes

(1.6.1) Wir haben friither bereits dikutiert, dass es Kurven mit gleichem Bild geben kann, die nicht
durch Umparametrisierung auseinander hervorgehen, etwa wenn ein Kreis unterschiedlich oft vollstéindig
durchlaufen wird. Mit Hilfe eines geeigneten Integrales kann man diese ”Windungszahl” in der komplexen
Ebene genauer bestimmen. Uberdies werden wir das zugehorige Integral und seine Interpretation spiter
mehrfach benotigen.

(1.6.2) Es sei c:[a,b]— C eine geschlossene stetige Kurve. Also c(a)=c(b). Die Kurve sei iiberdies
stiickweise C! (=stetig differenzierbar), so dass man sie als Integrationsweg verwenden kann. Schliefilich sei
a€ C ein Punkt, der nicht auf Bildc liegt. D.h. z — a # 0 fiir alle z€ Bildc. Dann kénnen wir folgendes
Integral bilden:

TL(C, CL) = # c zdfa
Wir setzen die Parametrisierung c(t) in Polarform (um a) an, also als c¢(t) = a + 7(a(t))e*® mit

geeigneten Funktionen r(a) und af(t) fiir a< ¢t <b. Da c(a)=c(b) gelten soll, muBl r(a(a)) = r(«(b)) gelten
und a(a) = a(b) + 2mn, wo n eine ganze Zahl ist, die beschreibt, wie oft der Ortsvektorpfeil den Punkt a
umrundet hat. D.h. n ist unsere Windungszahl.

[0 Skizzieren Sie fiir die folgenden Kurvenziige grob den Verlauf moglicher r und o. Wie grof3 ist jeweils n? Bei
der dritten Kurve sind zwei a-Werte angegeben. Es liegt nahe, fiir t=0 mit o = 0 zu starten.

o

(1.6.3) Jetzt rechnen wir das Integral mit unserer Parametrisierung aus. Differenzieren gibt

dz = dte(t) = a(t) [F(a(t) + ir(a(t))] ee®,
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Beim Einsetzen in das Integral fiillt der Exponentialfaktor heraus. Fiir den Rest hat man sofort eine Stamm-
funktion. Mit den oben gegebenen Anfangswerten folgt:

1P dta(t) [Falt) +ir(a(t)]

e = 55 ), H(al®)
= L i(r(a(t) +ia(t)] |2 = = [0+ - 27n)
27 ¢ 2mi

(1.6.4) Das ist das behauptete Ergebnis! Das Integral (mit dem Vorfaktor ﬁ) ergibt immer eine
ganzeZahl und liefert die Windungszahl der geschlossenen Kurve ¢ um den Punkt a. Der Faktor % ist
ein zur Funktionentheorie gehoriges Maf}, dem wir immer wieder begegnen werden. n=+1 bedeutet: Ein
Umlauf im mathematisch positivem Sinn. n=-1 bedeutet Ein Umlauf im mathematisch negativem Sinne.
Liegt der Punkt a auflerhalb des von Bildc erfafiten Bereiches, dann ist n=0.

[0 Die Umkehrung der letzten Aussager ist falsch, zumindest problematisch. Was fiir eine zusiitzliche Bedingung

muss Bildc erfiillen, damit die Umkehrung korrekt wird?

16.2 Der Cauchysche Integralsatz

Nach den bisherigen Erfahrungen vermuten wir, dass das komplexe Wegintegral wegunabhdingig
ist. Wir werden sehen, dass das tatsdchlich der Fall ist und dass aus dieser Wegunabhdngigkeit
eine Vielzahl dusserst wichtiger Resultate folgt. Damit diese auf sicherem Boden stehen, ist eine
sorgfiltige Formulierung des Resultates und Eingehen auf den zugehérigen Beweis angebracht.
Vom Beweis werden wir nur ein - allerdings zentrales - Teilstiick ausfiihren.

16.2.0 Der Satz

(2.0.1) Das zu besprechende mathematische Resultat lduft unter dem Namen ” Cauchyscher Integralsatz”.
Nochmals zur Erinnerung: Die holomorphen Funktionen haben eine Vielzahl erstaunlicher und niitzlicher
Eigenschaften. Und praktisch alle diese Eigenschaften folgen mit Hilfe des Integralsatzes, lassen sich ohne
ihn nicht beweisen.

(2.0.2) Zunichst wollen wir uns genauer mit den Voraussetzungen befassen, die zum Satz gehoren.
Wir benétigen generell zwei Zutaten, den Integrationsweg und die Funktion.

e Die Funktion sei f = (G, z — f(z),C). Der Definitionsbereich G muss zunéchst offen und zusam-
menhingend sein, also zu jedem Punkt zg € G muss auch eine kleine Umgebung zu G gehoren. G
besteht also nur aus inneren Punkten. Und G muss einfach zusammenhingend sein, was intuitiv
besagt, dass G keine Locher enthalten darf.

e Und dann muss f auf G im Sinne unserer Defintion holomorph sein. D.h. zu jedem zy € G muss
es eine (komplexe) Tangentenzerlegung geben. Zusétzlich wird von der so erhaltenen Ableitung nichts
verlangt. Nicht einmal die Stetigkeit.

e Die letzte Voraussetzung kann man noch etwas abschwiichen und diese Abschwiichung erweist sich
als niitzlich. Wir lassen in G noch endlich viele ” Ausnahmepunkte” zu, fiir die man nicht weiss,
ob f dort holomorph definierbar ist. Ein Punkt zg € G heifit ” Ausnahmepunkt (beziglich f)”, wenn
lim,_,.,(z — z0) f(z) = 0 gilt. D.h. f(z¢) muss zunéchst garnicht definiert sein, aber die Punkte einer
in G liegenden Umgebung von zg miissen die angegebene Grenzwertbeziehung erfiillen.

(2.0.3) FEinfach zusammenhdngend bedeutet Folgendes: Hat man eine geschlossene glatte Kurve in G,
dann ist es immer moglich, diese Kurve kontinuierlich auf einen einzigen Punkt zusammenzuziehen, ohne
dabei G je zu verlassen. Natiirlich gibt es Zusammenziehungen, die G verlassen. Aber es muss immer
mindestens eine geben, die ganz in G verlduft. Und das muss fiir jede geschlossene Kurve in G der Fall sein.
Eine Kreisfliiche, ein Stern, ein (unendlicher) Streifen sind Beispiele einfach zusammenhéngender Mengen.
Nimmt man dagegen den Nullpunkt aus C heraus, dann lassen sich manche geschlossene Kurven nicht
zusammenziehen, ohne dass man auf die Liicke trifft.

(2.0.4) Die zweite Zutat ist die Kurve, entlang der integriert werden soll. Hierzu machen wir folgende
Voraussetzungen:
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e Die Kurve ist im Sinne einer Parametrisierung ¢ = ([a, b],t — ¢(t),C) zu sehen. Dabei soll [a,b] ein
endliches Intervall sein und die Kurve soll geschlossen sein. Also c(a)=c(b). Und schliefllich soll die
Kurve stetig und stiickweise C! sein, also stetig und stiickweise stetig differenzierbar.

Unter diesen Umsténden ist das zugehorige Kurvenintegral sicher ausfithrbar. Insbesondere muss Bildc
dann beschréinkt sein.
(2.0.5) Das sind die Voraussetzungen, die wir fordern werden.

per Cauchysche Integralsatz:

Es sel f:G— C eine in G holomorphe Funktion mit eventuell endlich vielen
Ausnahmepunkten. Dabei sei G offen und einfach zusammenhingend. Weiter
sei c:I— G eine geschlossene stetige Kurve, die iiberdies stiickweise C! ist.

Dann gilt [, dzf(2)=0.

Wie angekiindigt wollen wir nur ein Teilstiick des Beweises anfiihren, das allerdings die zentrale Idee enthiilt.

(2.0.6) Dazu zunichst ein erster Punkt: Is G nicht einfach zusammenhéingend, dann kann man den
Definitionsbereich von f u.U. verkleinern. Es muss nur Bildc samt zugehérigem Inneren im verkleinerten
Bereich liegen. Oder auch: auflerhalb von c liegende Locher (in G) sind unwirksam. Das ¢, fiir das wir den
Beweis fiihren wollen, soll ein Rechteck beschreiben, das in G enthalten ist und f soll in ganz G holomorph
sein. Denken Sie daran, dass nach (1.1.6) dann f in jedem in einer kleinen Umgebung eine Tangentenzerlegung
besitzt!

(2.0.7) Fiir den Beweis erinnern wir an die folgende Abschéitzung der Integrationstheorie:

Gilt |f(2)] < M auf ganz Bildc und ist ¢ injektiv,
dann ist [ dzf(z) < ML, wobei L die Léinge von c ist.

Das gilt offensichtlich auch dann, wenn ¢ in den Endpunkten nicht injektiv ist, die Kurve also geschlossen
ist.
(2.0.8) Jetzt zum (teilweisen) Beweis:

e Essei R das Rechteck und ¢(R) eine zugehorige Parametrisierung des Randes. Setze (R) = | (r) 42f (2).

Zerlege R in 4 gleiche Rechtecke R;. Wihle Ry so, dass [n(R;)| maximal wird. Wegen n(R) = >, n(R;)
folgt [n(R1)| > 471 |n(R)|. Das sei (1).

e Diese Prozedur wird iteriert. Das gibt eine Folge ineinander geschachtelter Rechtecke n — R, die
gegen ein z* € G konvergiert. Induktiv folgt dabei [n(R)| < 4™ |n(Ry,)]

Das sei (1a).

e Nun gilt folgende Gleichung (f'(z*) die Ableitung im Punkte z*) :

n(Rn)

/ dzf(z) = / d={f(2) — f(27) = (2 — =) ' (")}
c(Ry) c(Ry)
= / dz(z — 2")Ry (2", 2 — 2¥)

c¢(Rn)

Die beiden Zusatzintegrale lassen sich direkt ausrechnen und ergeben den Wert Null, so dass die
Gleichung korrekt ist. Ry ist der Restterm der vorausgesetzten Tangentenzerlegung in z*. Die erhaltene
Gleichung sei (2).

e Fiir z*gilt laut Voraussetzung die Resttermeigenschaft. Daher konnen wir n so grofl wihlen, so dass
|Rs(2*,z — 2%)| < e wird fiir z€ R,,. Fiir diese z gilt iiberdies |z — z*| < d,, = 27"d. Dabei ist d,, die
Lénge der Diagonalen von R,, und d die von R. (Bei jeder Viertelung werden alle Léngen halbiert.)
Weiter Sei L, der Umfang von R,, und L der von R. Wieder gilt L,, = 27" L. Zusammen erhalten wir
iiber (2) die Abschitzung

[n(Ry)| < edpLy, =ed™"Ld.
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e Mit (1la) folgt fiir jedes € > 0
In(R)| < eLd.

Ein ¢ ist iibrig geblieben! Und das besagt, dass unser Integral den behaupteten Wert Null hat.

(2.0.9) Der Beweis l#8t sich zunichst auf den Fall verallgemeinern, dass R Ausnahmepunkte enthiilt.
Dann beweist man den Rest des Satzes mit einigem technischen Aufwand. Vgl etwa Ahlfors). Diesen Teil
lassen wir aus. Vielmehr gehen wir dazu iiber, die Konsequenzen des Satzes herauszuarbeiten. Beachten Sie,
dass nur die Tangentenzerlegung fiir einen Punkt, ndmlich z*, benutzt wird.

16.2.1 Die Deformation des Integrationsweges

Es sei c=([t1,ta],t— ¢(t),C) ein nicht notwendig geschlossener Weg, fiir den man [ dzf(z) bilden kann.
Bilden Sie die neue Parametrisierung d=([a,b],t— d(t) = c(t2 + t1 — t)), C) entgegengesetzter Orientierung.
Zeigen Sie [, dzf(z) = — [ dzf(z). Es ist daher iiblich, d mit -c zu bezeichnen. Was wird entsprechend die
Bezeichnung c; + ¢o besagen?

(2.1.1) Der Integralsatz macht zunéichst nur Aussagen iiber geschlossene Wege! Aber man erhilt sofort
Aussagen vom Typ ”Wegunabhiingigkeit”. Es seien ¢; und ¢y Kurven, die beide den Punkt a mit dem Punkt
b verbinden. Dann ist ¢; — ¢ eine geschlossene Kurve. (—cy hat entgegengesetzte Orientierung wie cj!).
Liegen beide Kurven samt dem Inneren von ¢; — ¢ im Holomorphiebereich von f, dann ist der Integralsatz

anwendbar. Man hat
0—/Clc2dzf(z)_/01 dzf(z)/cz dzf(2).

D.h. die beiden Integrale sind gleich, der Weg ist von ¢; nach co deformierbar. Man sollte sich das zugehorige
Szenenbild moglichst iiber eine graphische Skizze einprégen. Die linke Skizze zeigt das typische Szenenbild.
In der rechten enthiilt das Holomorphiegebiet einen Schnitt, durch den man auf keinen Fall hindurchgehen
darf. Tut man es doch, gilt der Integralsatz nicht mehr.

(2.1.2) Was ist, wenn das Holomorphiegebiet von f Loécher enthilt, also G nicht einfach zusammen-
héngend ist? Dann kann man den Integrationsweg auch noch deformieren wie die folgende Skizze nebst
zugehoriger Frage zeigen. Grob gesprochen kann man den Radius des Integrationskreises solange vergrofiern
oder verkleinern, wie man nicht auf die Grenze des Holomorphiebereiches des Integranden stof3t. Der Wert
des Integrales, der dann natiirlich nicht Null sein muss, veréindert sich dabei nicht.
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[0 Das Holomorphiegebiet von f enthalte ein Loch, sei nicht einfach zusammenhéingend. Das Loch liege im
Innern der beiden Kreise K, und K;. Zu zeigen ist (durch Anwendung des Integralsatzes), dass || K. =/ K f
gilt. Die linke Skizze zeigt die Idee. Durch den zusitzlichen angedeuteten horizontalen Schnitt erhélt man
ein einfach zusammenhéingendes Gebiet. Was 1i8t sich iiber die beiden Integralbeitrige an den Ufern des
Schnittes sagen? Fiihren Sie die Argumentation sorgfiltig aus.

16.2.2 Die Integralformel von Cauchy

(2.2.1) ‘Integralformel| und ‘Integralsatz‘ sollte man nicht verwechseln! Erstere wollen wir jetzt mit

letzterem herleiten. Sei dazu f : G — C holomorph und zy € G. Wir wihlen eine (ausreichend kleine)
geschlossene Kurve ¢, die mitsamt ihrem Inneren ganz in G liegt, die aber zg nicht trifft. D.h. z — 25 # 0
fiir alle z aus Bildc. Wir bilden das folgende Integral

Ry LORT S

zZ— 20

Der Integrand ist erneut holomorph in G ( =differenzierbar, Quotientenregel), abgesehen vom Punkt z = zj.
Aber zq ist ein Ausnahmepunkt, wie man sofort priift! Also gilt der Cauchysche Integralsatz und das Integral
hat den Wert Null.

(2.2.2) Per Linearitéit kann man das Integral in zwei Teile zerlegen. Der zweite ist ”-f(zg) mal dem in
(1.6.2) besprochenen Windungszahlintegral”. Das gibt insgesamt:

H(Cazo)f(zo)zﬁ c dzzfii) .

Ist insbesondere n=1, d.h. ¢ lduft einmal im positiven Sinne um zy herum, dann gilt:

Cauchys Integralformel
fiir n=1!
f(20) = 57 [,

2mwi Je z—=zo

(2.2.3) Das ist ein bemerkenswertes Resultat: Es beinhaltet, dass der Funktionswert f(zg) im Innern des
Integrationsweges vollstindig durch die Werte auf dem Rande festgelegt ist. In das Integral der rechten Seite
gehen ja nur die Werte auf Bildc ein. Oder: Die Randwerte bestimmen vollstindig die Werte im Innern,
sofern nur Holomorphie verlangt wird. Vom Reellen her ist man gewthnt, dass man nur nidherungsweise
interpolieren kann. Es gibt immer beliebig viele glatte Interpolationsmoglichkeiten. Hier dagegen gibt es
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eine einzige ausgezeichnete: Die Randwerte determinieren die Werte von f im Innern vollstéindig.
Hinzu kommt, dass man den Integrationsweg weitgehend deformieren kann, ohne dass sich dieser Sachverhalt
dndert.

(2.2.4) Es ist niitzlich, die Struktur des Integranden (der Integralformel) etwas genauer zu inspizieren.
Zunichst einmal ist zu beobachten, dass der Integrationsweg immer beschriinkt ist (”stetiges Bild einer
kompakten Menge”). Das erweist sich spéter in mathematischer Hinsicht als wichtig. Der Integrand hat
Produktform: Der eine Faktor ist der iiber f einzugebende, variable Funktionswert f(z) auf dem Inte-
grationsweg. Der zweite Faktor ﬁ enthélt beide Variable, die Integrationsvariable z und den &ufleren
Parameter zy. Dieser taucht umgekehrt im ersten Faktor nicht auf. Man kann das auch so interpretieren:
Das Ergebnis der Integration ist f(zg). Im Integranden werden die beiden in f(zg) verbundenen Groflen f und
zo multiplikativ voneinander getrennt.

(2.2.5) Verallgemeinert hat man es mit folgender struktureller Form zu tun, die man ” Integraldarstellung”
oder ”"Integraltransformation” nennt:

J[f](z)= [ ;du K(z,u)f(u) |

Die (die Grofen trennende) Funktion K nennt man "Kern der Integraldarstellung”. Wir werden bald eine
ganze Reihe von Kernen kennen lernen. Generell ist die sich durch die Integration ergebende Funktion
g(z) nicht gleich der hineingesteckten, wie im Fall des Cauchyschen Integralsatzes. Daher haben wir g in
Operatorschreibweise mit J[f] bezeichnet.

Hiufig betrachtet man zu einem festen Kern K viele "zu transformierende Funktionen f und erhilt so
eine Zuordnung f— J[f], eine Integraltransformation.

(2.2.6) Ein besonders wichtige Beispiel einer solchen Integraltransformation ist die ”Fouriertransforma-
tion”, fiir die die Formel wie folgt aussieht:

o0
Fifla) = [t st
O Begriinden Sie, dass es sich bei derartigen Integraldarstellungen in gewisser Weise um eine Veralgemeinerung
der Linearkombiantionsabbildung der Vektorrechnung handelt.
[0 Die Eulersche I'—Funktion kann auch als Integraltransformation interpretiert werden. Was fiir ein Kern liegt
vor?

16.2.3 Konstruktion und Vorgabe holomorpher Funktionen

(2.3.1) Wie konstruiert man holomorphe Funktionen bzw. gibt sie vor? Das Problem besteht darin,
zu zeigen, dass bestimmte Rechenausdriicke mit spezifizierter komplexer Variablen differenzierbar sind. Es
erweist sich, dass hauptséichlich drei Methoden benutzt werden:

1. Die direkte rekursive Konstruktion unter Ausnutzung der Ableitungsregeln. (Beispiel: Die Riick-
fithrung von sin und cos auf exp )

2. Integraldarstellungen
3. Potenzreihen

(2.3.2) Auf die dritte Methode werden wir in Kap. 16.4 zuriickkommen. Die erste ist elementar, aber
ausgesprochen wichtig. Die Ableitungsregeln sichern dabei die geforderte Differenzierbarkeit. Die meisten
der tibliche holomorphen Funktionen werden iiber diese Methode bestimmt. Sie zeigt etwa unmittelbar, dass
1—1—1z2 = (Z_H,)l(z_i) fiir z## 44 holomorph ist.

(2.3.3) Zur zweiten Methode wollen wir jetzt etwas sagen.

Z

Hilfssatz: Es sei ¢: I — C stetige und stiickweise glatte Kurve und I=[a,b] endliches Intervall.
Weiter sei u — o(u) eine auf Bildc stetige Funktion. Dann ist die Funktion

ZHn@zlﬂﬂﬂ

(u—2)"

fiir alle z auerhalb Bildc holomorph und es gilt F) (z) = nF,41(2).
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Auf den Beweis verzichten wir hier. Er benutzt die iiblichen Methoden der Analysis. (Vgl. Ahlfors).
Wichtiger ist fiir uns eine Inspektion des Resultates: Fiir n=1 erhalten wir den Cauchyintegralkern. Der
Integrationsweg ist im Hilfssatz allgemeiner, er muss keineswegs geschlossen sein. Wichtig ist allerdings,
dass er beschrinkt ist. Die Formel fiir die Ableitung besagt, dass man einfach unter dem Integralzeichen
differenzieren darf. (Beachten Sie die Kompensation der beiden entstehenden Minuszeichen!) Das zeigt den
typischen Nutzen der Trennung von f und z, wie er durch die Integraldarstellung bewirkt wird: Um F,, zu
differenzieren, muss man den festen Kern ﬁ nach dem Parameter z differenzieren.

(2.3.4) Achtung: Ist f eine geschlossene Kurve, dann ist F,, sowohl im Innenraum wie im Auflenraum
holomorph. Aber es kann sich dabei um zwei verschiedene holomorphe Funktionen handeln, da die beiden
Bereiche nicht zusammenhéngen!

16.2.4 Anwendungen

Jetzt haben wir das Handwerkszeug weitgehend zusammen, mit dem sich eine Vielzahl von Eigenschaften
der holomorphen Funktionen beweisen ldjst.

(2.4.1) B Beseitigung der Ausnahmepunkte: Es sei f holomorph in G bis auf einen Ausnahmepunkt
a aus G. Also lim,_,(z — a)(f(2) — f(a)) = 0. Wir legen einen kleinen Kreis in G um a und wenden die
Integralformel an. Das definiert eine holomorphe Funktion im gesamten Innern des Kreises, die fiir z # a
gleich f(z) ist. Und diese Funktion setzt f holomorph in den Ausnahmepunkt a hinein fort. D.h.: In
Ausnahmepunkte kann man f immer so erginzen, dass f auch dort holomorph wird. Es handelt
sich also eher um Problempunkte des Rechenausdrucks und des Vorwissens, nicht um Problempunkte der
Funktion selbst.

[J Begriinden Sie, dass z — in zg = 0 holomorph ist. D.h. diese Funktion ist in ganz C holomorph.
(2.4.2) Ein erster Unterschied zum Reellen: Betrachte x— f(z) = —= . Hier ist x=0 ein Problempunkt.

Vial

Das reelle Analogon unserer Ausnahmepunktbedingung ist erfiillt: (X-O)ﬁ — 0 gilt. Aber man kann f bei
x

sin z
z

x=0 nicht stetig ergéinzen, da diese Funktion in keiner punktierten Umgebung von 0 stetig ist. Vgl. (1.4.4).
(2.4.3) @ Hohere Ableitungen. Wir wenden den Hilfssatz (iiber die Definition holomorpher Funktionen
durch Integraldarstellungen) auf die Cauchysche Integraldarstellung an (n=1). Fiir z aus dem Innern von c

gilt: W
1 du f(u

(z) = 27ri/c U—Z
Die Voraussetzungen sind erfiillt. Also ist f im Innern von ¢ holomorph. Das wissen wir bereits. Aber der
Hilfssatz gibt auch eine Formel fiir die Ableitung, ndmlich

/ 1 [ duf(u)

O 27ri/c(u—z)2'

Und das ist laut Hilfssatz erneut eine holomorphe Funktion (n=2) mit Ableitung. ... usw. D.h. aber: Eine
holomorphe Funktion ist automatisch beliebig oft differenzierbar.

(2.4.4) Ein erginzender Hinweis auf die Qualitdt der urspriinglichen Definition von ”holomorph” ist
angebracht. Es hieB, f ist in zy holomorph, wenn es eine kleine (offen withlbare) Umgebung gibt, in der eine
Tangentenzerlegung existiert. Dann ist f in dieser Umgebung holomorph und die besprochene Konstruktion
mit Hilfe des Integralsatzes ist in dieser Umgebung ausfiihrbar!

Also: Man steckt ”einmal differenzierbar” in angegebenen Sinne hinein und erhilt ”beliebig oft differen-
zierbar”. Ein erstaunlicher Unterschied zum reellen Fall und enormer Zugewinn an Information!

(2.4.5) B Cauchys Abschitzung. Bisher haben wir eher ”kleine” Kreise um den Punkt z geschlagen
und die Konsequenzen analysiert. Wir haben aber auch bereits gesehen, dass man den Kreisradius vergréfiern
kann, ohne dass sich der Wert des Integrales dndert. Zumindest dann, wenn man im Holomorphiebereich
von f verbleibt. Wir geben eine einfache Abschétzung, die eine Beziehung zwischen f(z) und weit entfernten
Funktionswerten herstellt.

Sei also f fiir alle z mit |z| < R holomorph. Vielfach haben wir R=co, d.h. f ist iiberall holomorph, ist
eine sog. ganze Funktion. Dann kénnen wir als Weg einen Kreis ¢, mit beliebigem Radius r<R wiihlen und
fiir die n-te Ableitung die Integraldarstellung anschreiben (c,.(t) = z + re® = u, 0< t < 27, du = dtire' ):

l’/ duf(u)  rnl [*7dtf(z+re?)
e (

27 . (u— z)ntl 21 Jo prtleint

f™(z) =
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Den Betrag des letzten Integrales schéitzen wir in der iiblichen Weise (| [ f| < [ |f]) ab. Dazu fithren wir die
folgenden Grofien ein:

M(r)= max [f(t)] m(r)= min |f(t)]

t,|t—z|=r t[t—z|=r

M und m sind also der gréfite und der kleinste Funktionswert, der jeweils auf dem Kreis mit Radius r
(um z) angenommen wird. Es folgt:

|f(”) (2)] < nIM(r)r—" oder ’f(”)(z)‘ < M(r)r—™  fiir n=0,1,2,...

Fiir festes n muss daher M(r) in r mit einer gewissen Mindeststirke anwachsen. Umgekehrt diirfen die
Ableitungswerte (™) (z) mit n nicht zu stark mit n anwachsen.

O Wihlen Sie f(u)=u™ und z=0. Testen Sie hierfiir die Ungleichung.

(2.4.6) @ Das Maximumsprinzip: Fiir n=0 und alle ausreichend kleinen r folgt |f(z)| < M(r). Und
das besagt, dass der Betrag einer holomorphen Funktion kein (echtes) lokales Maximum haben kann. Lige
ein solches bei z=z,,, miisste ja fiir ausreichned kleines r gelten |f(zn,)| > M. Trigt man also |f(z)| als
Fliche iiber der z-Ebene auf, so kann diese Fliche keinerlei Berggipfel aufweisen! Man sagt: ”Das Maximum
des Betrages wird immer auf dem Rand angenommen”.

O Wie steht es umgekehrt mit dem Minimum? (An die Nullstellen denken!)
[] Zeigen Sie, dass sich die Integraldarstellung in Polarkoordinaten wie folgt schreibt:

1
o7

2m
f(2) /o dof(z + re™®).

Welche Interpretation liegt nahe und wie ist das in Hinblick auf das Maximumsprinzip zu interpretieren?

(2.4.7) @ Der Satz von Liouville: Ist f auf ganz C holomorph mit beschrinktem Betrag, dann
ist f konstant.

Zum Beweis wihlen wir die Abschitzung fiir n=1. Also |f/(z)| < MT(T), fiir alle r>0 Ist S eine Schranke

des Betrages, so folgt | f/(2)| < % und das geht fiir jedes z nach Null fiir r nach Unendlich. Also hat f iiberall
die Ableitung Null und ist selbst konstant.
W (2.4.8) Mit Hilfe dieses Satzes ist es leicht, den ”Fundamentalsatz der Algebra” zu beweisen:

Jedes nicht konstante Polynom hat mindestens eine Nullstelle in C . (Uber Polynom-
division folgt hieraus die Linearfaktorzerlegung der Polynome!)

Beweis: Angenommen das Polynom p hat keine Nullstelle. Dann ist % iiberall definiert und holomorph.

Und iiberdies beschrinkt wegen der Dominanz der héchsten Potenz. Also ist % und damit p nach dem Satz
von Liouville konstant!

(2.4.9) Mit dem Computers ist es leicht, die Cauchyschen Abschiitzungen fiir ein Beispiel zu realisieren
und ihre Qualitédt genauer zu inspizieren. Wir nehmen f(z)=cosz und zo = 0. Also £(0)=|f"(0)] = 1 und
|f’(0)| = f"”'(0) = 0. Usw. Die Figur zeigt r— n!M(r)/r™ fiir einige n-Werte. Was dndert sich, wenn man
noch durch n! teilt?

! n+l nI:Z
=0 f n=3
\ ! / / '
II'. I."\ ! /; 4
N/ /.
)
-
; R
1= = 1 1‘. -
\\ 4 / \\\\ \'\_\'.._
Pi2

Jetzt noch das ad-hoc geschriebene Basic-Programm, das diese Bilder produziert und das Sie leicht lesen
konnen:
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PROCEDURE Lauf
fa=1
IFP>0D
FORn=1TOP
fa=n*fa
NEXT n
ENDIF
FORr=10.01 TO5 STEF 0.002
ma =10
mi = 1000
FORfi=0TO 2* Pl STEP 0.01
x = r * COS[fi)
y =1 * SIN[fi)
z=1}2*S5QR[EXPR2*y] + EXP[2*y] + 2 * COS[2 * )
IF z > ma
ma=2z
ENDIF
IF z < mi
mi=z
ENDIF
NEXT fi
GOSUB Bildk[r.fa*ma/r"P]
DRAW xb,yb
GOSUB Bildk[r.fa*mi{r*P]
DRAW xb,yb
NEXT r
RETURN

Will man die Abschiitzungen fiir eine andere Funktion illustrieren, muss man nur die Zeile mit z=...
entsprechend abéndern.

16.4 Die Taylorentwicklung
16.4.1 Die endliche Taylorentwicklung

Zur Strukturanalyse holomorpher Funktionen bendtigen wir noch ein weiteres Hilfsmittel oder
Werkzeug, die Taylorentwicklung. Zundchst einmal geht es um die eindeutige Aufspaltung der
Funktion in ein lokal approrimierendes Polynom vom Grade N wund in einen zugehorigen Rest-
oder Fehlerterm. Diesen Fehlerterm streben wir jetzt in Form einer Integraldarstellung an. Die
Herleitung verwendet die Cauchysche Integraldarstellung.

(4.1.1) Sei also f in a holomorph. Wir definieren eine neue Funktion f; wie folgt: f;(z) = W Fiir
z # a ist sie in demselben Bereich holomorph wie f. Und z=a ist ein Ausnahmepunkt, so dass wir sie dort
holomorph ergénzen kénnen. Diese Prozedur setzen wir rekursiv fort, definieren also nacheinander eine Folge
n— f, von Funktionen, die in demselben Bereich wie f=f; holomorph sind. Sei G dieser Holomorphiebereich.
Wir kénnen das auch schreiben:

f(z) = fla)+(z—-a)fi(2)
H(z) = fila) + (2 —a) fa(2)

In(z) = fy-ia) + (2= a)fni(2)

O Bestimmen Sie diese Funktionen fiir f(z)=sin(z), zo = 0 und n=1,2,3 und 4.
(4.1.2) Vergleich mit der Tangentenzerlegung zeigt, dass f1(z) = f'(a)+Rs(a, z—a) gilt. Neu und wichtig
ist, dass sich die Holomorphieeigenschaft auf diese Funktionen vererbt! Setzt man die Rekursionsformeln
ineinander ein, folgt mit Az =z —a:

f(2) = f(a) + Azfi(a) + Az fo(a) + ... + Az fiv (@) + AN F fpa (2).

Beachten Sie die Argumente, f;(a), nicht f;(z). Da jeder Term dieser Gleichung in a holomorph ist, diirfen
wir beliebig oft differenzieren und dann z=a setzen. Das gibt uns das iibliche Resultat

£, (a)=2£")(a).
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(4.1.3) Insgesamt erhalten wir die gewiinschte

Endliche Taylorentwicklung einer holomorphen Funktion:
Sel fin G ¢ holomorph und a€ f. Dann existiert eine Darstellung

F()=H(a)+ (2-2)f () . (7)Y Lol (3-2) V4 2).
Dabei ist z— fni1(z — a) in G; holomorph.

e Beachten Sie die Potenzen: Unser iibliche "Restterm” ist RY (a,z —a) = (z — a)! fy41(2). Die ”Rest-
termbedingung”, aus der etwa die Eindeutigkeit der Aufspaltung folgte, ist also immer erfiillt, ist hier

nicht nachzuweisen. Und der Restterm geht nicht nur nach Null, sondern er geht mindestens linear
nach Null.

e Beachten Sie weiter: Die gesamte Zerlegung ist jetzt - als Folge von holomorph - keine Definition oder
nachzuweisende Forderung, sondern eine immer giiltige Aussage!

(4.1.4) Was wir noch benétigen ist eine Integraldarstellung des Restes, die uns eine Fehlerabschétzung
erlaubt.

Da f, 1 holomorph ist, steht die Cauchysche Integraldarstellung zur Verfiigung. Als Integrationsweg
verwenden wir einen ausreichend kleinen Kreis k mit positivem Umlaufssinn um den Punkt a herum. Dann
gilt

du fn4a(u) dv fn41(v+a)
fN+1 27rz fk 271'1 fko -

u—z v—(z—a)

Dabei ist kg der Ursprungskreis mit demselben Radius wie k. Beachten Sie, dass z ein beliebiger Punkt im
Innern des kleinen Kreises um a ist. Die nachfolgende Skizze liefert das gesamte, sehr wichtige Szenenbild:

%
0
0
0

v und kg beziehen sich auf
den neuen Ursprung a.

z variiert in k.

a ist Mittelpunkt von k.
Der Radius von k sei R.

Wir losen die oben gegebene Taylorentwicklung nach fx 1 auf und setzen das Ergebnis in den Integranden
unserer Darstellung ein. Einzusetzen ist:

_flaty)  fl@)  fa) fNa)

fylato) = pN+1 OloN+L — 1IpN T NIl

Die so entstehenden Integralterme liefern bis auf den ersten Beitrag alle den Wert Null, wie wir gleich
sehen werden. Mit dem verbleibenden ersten Beitrag erhilt man

_ dvf(aJrv) duf(u)
- 2 g u/;ﬂo

fN+1 vV (v—(2— a)) 271'1 fk (u—a) Nt (u—2) |
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Beachten Sie, dass der Integrand jetzt f enthélt, nicht fV+1) wie die Resttermdarstellung aus Kap.6. Man
benotigt also nur noch Information iiber f, nicht iiber die Ableitungen. Hinzu kommt die zuséitzliche Potenz
1/vN*1, die die N-Abhiingigkeit des Kernes enthilt.

(4.1.5) Wieso sind die restlichen Integrale gleich Null? Das erste ist bis auf einen konstanten Faktor

/k(u—acj?U—z) :aiz/kd“<uia_uiz) =0.

Die Umformung folgt iiber Partialbruchzerlegung. Die beiden entstehenden Integrale lassen sich nach De-
formation des Integrationsweges direkt iiber Parametrisierung ausrechnen und ergeben denselben Wert mit
entgegengesetztem Vorzeichen, zusammen also Null. Partielles Ableiten nach a (zuléissig) gibt links die
weiteren benétigten Integrale und rechts wieder Null. Damit ist obige Resttermdarstellung bewiesen.

(4.1.6) Aus der gefundenen Integraldarstellung (4.1.4) des Resttermes erhilt man in der iiblichen Weise
sofort eine Abschiitzung des Fehlers. Fiir den gesamten Fehler (einschlieBlich AzV*1) finden wir, wenn wir
noch r = |z — a| einfithren sowie R=|v| Kreisradius:

TN M(R
|(z =)V fysa(a,z —a)| < W(R(_% :

Dabei ist zu beachten, dass R-r der kleinstmogliche Wert des Nennerfaktors |v — (z — a)| bzw |u — 2| ist,
wie die Skizze zeigt. Ndhert man sich mit z dem Rande, wird R-r klein und die Fehlerabschiitzung schlechter.
Nehmen wir f(z)=cos(z) und a=0. Fiir R=1 finden wir M(1)=sup);—;|cos(z)| =1.54. Das gibt

1 1
|Fehlery(z)] < 1.54 - o fiir alle z mit |z] < B
Fiir N=5 wird eine Fehlergrenze von 1524 = .048. vorhergesagt. Zeichnet man den Betrag der exakten

Abweichung, etwa fiir den Kreis mit Radius %, so erweist sich der tatséichlich auftretende Fehler als viel
kleiner. D.h. die Abschiitzung ist weniger fiir konkrete numerische Analysen als fiir allgemeine Uberlegungen
geeignet, wie wir bald sehen werden.

[0 Lassen Sie sich die Kurve fiir den Fehlerbetrag fiir N=>5 auf dem Kreisrand mit R=1 als Funktion des Winkels
von einem Computeralgebraprogramm zeichnen . Was folgt fiir den Fehler aus dem Maximumsprinzip?

0.0023 0.00153

0.0018] .00148]

0.0016; 00146

.04 001441

0.0012, .00142]

y0.0015

0.0008 0.0@14/\_/\
0.00061 00138

0.0004 .00136]

0.00021 00134

A o

o002 L

16.4.2 Die Nullstellenstruktur holomorpher Funktionen

(4.2.1) Tm reellen Fall gibt es Nullstellen unendlicher Ordnung. Das klassische Beispiel ist die Funktion
x+— exp(—=5). Diese Funktion ist reell bei x=0 beleibig oft differenzierbar und alle Ableitungen sind
dort Null! Die Figur zeigt das ansonsten wenig aufregende Verhalten in zwei Vergroflerungsstufen. Aber
denken Sie daran: Fiir alle z # 0 ist der Funktionswert ungleich Null.
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035 T

037

025 T

02T

015 T

01T

0.05 T

Entsprechendes gibt es im Reich der holomorphen Funktionen nicht. Dort hat jede Nullstelle eine endliche
Ordnung wie wir gleich sehen werden. Spiiter werden wir auch untersuchen, was aus obiger Funktion im
Komplexen bei z=0 wird.

(4.2.2) Angenommen f hat in z=a eine Nullstelle von mindestens der Ordnung N. Dann sind die Ableitun-
gen in a bis zur Ordnung N-1 sémtlich Null. Unsere Taylorentwicklung der Ordnung N-1 (um z=a) vereinfacht
sich zu

fz)=(z—a)Nfn(2)

Und z — fn(a,z) ist holomorph! Hat die Nullstelle genau die Ordnung N, dann darf f5 keine Nullstelle
mehr haben, d.h fx(a) # 0.

Wieso kann es keine Nullstellen unendlicher Ordnung geben? Nun, dann kénnen wir die soeben gefundene
Gleichung mit der frither gefundenen Fehlerabschétzung verbinden und finden:

NHIM(R
lf(2)] < ];NTR(—:) wenn f Nullstelle in a der Ordnung N hat.

Hat die Nullstelle unendliche Ordnung, diirfen wir N nach unendlich gehen lassen und dann geht (fiir
r<R) die rechte Seite nach Null! D.h. f(z)=0 gilt identisch innerhalb des Kreises k. Wir werden weiter unten
noch zeigen: Ist f in einem Kreis Null, dann ist sie im gesamten (zusammenhéngenden) Definitionsbereich
Null.

(4.2.3) Ergebnis: Hat f im Holomorphiebereich G eine Nullstelle a, dann ist f entweder
die Nullfunktion oder aber die Nullstelle hat eine endliche Ordnung N. Und dann
gilt

f(z) = (z = a)Vg(2),
wobei g erneut eine in G; holomorphe Funktion ohne Nullstelle in a ist. Also

g(a)# 0.

(4.2.4) Eine niitzliche Folgerung erhalten wir wie folgt: g=gy ist holomorph, also sicher stetig. Sein +— z,
eine Folge von Punkten, die gegen einen Punkt a konvergiert, derart, dass stets z, # a gilt. Alle Punkte
sollen im Definitionsbereich Gy liegen. Dann gilt lim,—g(2,) = lim,— (Zf(fzg,\, = g(a). Angenommen

f(z,) = 0 fiir alle n. Dann folgt sofort g(a) = 0 fiir alle N im Gegensatz zum Resultat (4.2.3). Und das heift:

Das ”f ist identisch-Null-Kriterium”:
Verschwindet f auf einer Folge von Punkten aus G, die einen H#ufungspunkt a
(mit as z, fir alle n) hat, dann ist f in Ganz G ¢ identisch Null.

(4.2.5) Der Definitionsbereich von G ist zusammenhéngend. Kann es geschehen, dass es a€ G gibt und
f(z)=0 in einem kleinen Kreis um a ist, dass es aber doch einen "weit entfernten” Punkt b € G gibt mit
f(b) # 0 ?. Man sieht wie folgt, dass das nicht geht: Uber ”zusammenhiingend” kann man zeigen, dass es
einen ganz in G verlaufende stetige Parametrisierung ¢t — z(t) gibt, die a = 2(¢1) mit b = z(t2) verbindet
fiir to > t;. Angenommen f(b) # 0. Dann bildet man das Infimum aller Werte t mit f(¢) # 0. Das sei t mit
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z(tr) € G. In jedem noch so kleinen Kreis um diesen Punkt miissen sowohl Bereiche mit f(z) identisch Null
liegen als auch solche mit f(t)# 0. Einen solchen Kreis kann es aber nicht geben, wie wir gesehen haben.

Insbesondere besagt das: Es sei f eine holomorphe Funktion mit zusammenhéingendem offenen Defini-
tionisbereich G¢. Gibt es ein a€ Gy und eine Folge x,, mit limx,, = a und x,, # a fiir alle n und f(x,) = 0
fiir alle n, dann ist f in ganz G¢ die Nullfunktion!

16.4.2 Das Identititsprinzip

(4.2.1) Wir konnen jetzt eine besonders wichtige Eigenschaft der holomorphen Funktionen formulieren
und beweisen, die man als Identitdtsprinzip bezeichnet. Wir haben bereits gesagt, dass man holomorphe
Funktionen auf unterschiedliche Weisen und insbesondere auch in unterschiedlichen Bereichen der komplexen
Ebene festlegen kann. Somit entsteht die iibliche Frage: Wann fithren unterschiedliche Festlegungen, also
also unterschiedliche Zuordnungsverfahren, zu derselben (holomorphen) Funktion? Das Identitétsprinzip
macht hierzu eine sehr starke und verbliiffende Aussage.

Die Argumentation sieht wie folgt aus:

Angenommen wir haben zwei Funktion f und g mit Definitionsbereichen Gy und G, mit nicht
leerem zusammenhingenden Durchschnitt. Und in diesem Durchschnitt stimmen die beiden
Funktionen (mindestens) in einer Punktfolge z,, mit Hiufungspunkt a (# z,) {iberein. Dann hat
f-g im Hiéufungspunkt eine Nullstelle unendlicher Ordnung, wie wir gesehen haben. Folglich gilt
im gesamten Durchschnitt f(z)=g(z). D.h. die beiden Funktionen sind dort identisch.

Das liefert uns die folgenden vier Denkfiguren:

e Gegeben einen holomorphe Funktion (Gg,z — f(z),C) und ein grosseres Gebiet G mit Gy C G. Dann
gibt es hochstens eine holomorphe Erweiterung von f auf G. (Beispiel: Die Integraldarstellung der
I-Funktion ist zunéchst fiir Re(z)>0 konvergent. Uber I'(z) = 1T'(z + 1) erhélt man die Fortsetzung

auf Rez>-1 und z# 0.

e Gegeben eine reelle Funktion (Ix— f(x),R) und ein komplexes Gebiet G mit IC G. Dann gibt es
hochstens eine holomorphe Erweiterung von f auf G. (Beispiel: sin.)

e Es seien f; = (G,z — f1(2),C) und f3 = (H,z — f1(z),C) holomorph mit Gebieten G; und Go.
Auf dem nichtleeren Durchschnitt GNH gelte fi(z) = f2(z). Dann gibt es genau eine holomorphe
Erweiterung der beiden Funktionen auf GUH. Dazu ein Bild, das man sich einprigen sollte unter dem
Stichwort ”analytische Fortsetzung von f auf GUH”

e Gegeben zwei holomorphe Funktionen f und g sowie eine erneut holomorphe Abbildung z — F(f(z), g(2)).
Gilt dann F(f(z),g(z)) = 0 fiir ein Punktfolge z, mit Haufungspunkt a (# z,), dann gilt diese
Beziehung auch auf jedem grofleren gemeinsamen Holomorphiegebiet.

Beispiele: 1.) sin(x+a)=sin(x)cos(a)+cos(x)sin(a) fiir reelle x und a. Dann gilt auch sin(z+a)=sin(z)cos(a)+cos(z)si
zunichst fiir komplexes z und reelles a und dann per Rollenwechsel in einem zweiten Schritt auch
fiir komplexes a.

2) Fiir reelles x>0 gilt T'(z 4+ 1) = 2l'(z). mit ['(z) = [~ dte "t*~!. Ersetzt man x durch
komplexes z, so existiert das Integral fiir Rez>0 und ist auch differenzierbar. Folglich gilt auch
fiir Rez>0 die Beziehung I'(z 4+ 1) = 2I'(2).
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Eine auf einem Intervall der reellen Achse definierte Funktion kann also auf hchstens eine Weise auf ein
vorgegebenes Gebiet der komplexen Ebene ausgedehnt werden.

(4.2.2) Das folgende Bild ist wichtig und weist auf eine Einschrinkung und Problematik der Fortsetzung-
sprozedur hin, an die man denken sollte.

Man startet in einem Holomorphiegebiet Gg einer Funktion f auf zwei verschiedenen Wegen, die
sich ein und demselben Endpunkt E nidhern. Entlang jedes Weges setzt man die Funktionswerte
eindeutig fort wie beschrieben. Erhilt man dann am Ende, wenn die Wege wieder zusammentre-
ffen, notwendig denselben Funktionswert fiir E7 Nein, es kann zwischen den beiden Wegen eine
Singularitét liegen, so dass der Integralsatz nicht anwendbar ist. Dann kénnen ( nicht ”miissen”!)
trotz des Identitéitsprinzipes beide Wege zu unterschiedlichen Werten in E fiithren. Bisher kénnen
wir uns in einer solchen Situation nur dadurch helfen, dass wir einen von der Singularitit aus-
gehenden Schnitt anbringen! Im Fall von z — +/z sind wir genau auf diese Situation gestofen.
Ebenso bei z — In(z). Spéter werden wir unter dem Stichwort Riemannsche Fliche einen anderen
Ausweg finden.

16.5 Der Residuensatz

16.5.1 Polsingularititen und Residuensatz

(5.1.1) Zunéchst eine Definition:

Man sagt: f hat in zg eine isolierte Singularitdt,
WEIN man eine e—Umgebung von zg finden kann, derart dass
fin Uc(20) — {20} holomorph ist.

D.h. intuitiv, dass man einmal ganz um zy herumlaufen kann, ohne das Holomorphiegebiet zu verlassen.
Beachten Sie, dass dies bei z — /2 und zp = 0 nicht moglich ist, weil man stets auf den Wurzelschnitt
trifft. Der einfachste Fall eines solchen Punktes sind die bereits besprochenen Ausnahmepunkte. Sie scheiden

als echte Singularitéit aus, weil man in Ausnahmepunkten f holomorph ergénzen kann. Was fiir (isolierte)
1

Singularitdten gibt es noch? Auch z— = hat bei z=0 eine isolierte Singularitét. Der néchste Typ wird

verallgemeinernd durch die Polsingularitéiten gebildet:

Eine isolierte Singularitéit von f in zy heifit " Polsingularitit
(der Ordnung N) in zy”, wenn gilt:

lim, . (z — 20)¥ ' f(2) =0| und |lim, . (2 — 20)" f(2) # 0 oder nicht existent.

Die Funktion f(z):ﬁ hat klar einen derartigen Pol bei z,. Beachten Sie, dass ein Pol im
obigen Sinne isoliert ist.

(5.1.2) Die Analyse des Verhaltens der Funktion in der Nihe einer Polsingularitit. In Analogie
zu den Nullstellen kénnte man jetzt vermuten, dass es so etwas wie Polstellen unendlicher Ordnung nicht
gibt. Aber diese Vermutung erweist sich als voreilig und falsch. Zur genaueren Analyse gehen wir nach dem
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tiblichen Schema vor: Hat f bei zy einen Pol N-ter Ordnung, dann hat F(2) = (2 — 2z0)" f(2) bei zy einen
Ausnahmepunkt, ist also nach unseren friitheren Resultaten in zg holomorph ergéinzbar mit F'(zo) # 0. Also
gilt

f(z) = % mit (auch in z;) holomorphem F und F(z;) # 0.

Fiir F konnen wir die Taylorentwicklung (N—1)-ter Ordnung um z einsetzen und erhalten:

2 (2 w2 FOY V(=
f(Z) = X 0)N+(Zf ()[J)V)—l ++((n 1>Az—z0 ( 0)) +g(z)

 (2—=20) Z0

Dabei ist g in zg holomorph.

(5.1.3) Damit ist die Struktur der Polsingularitéiten vollstéindig geklirt. Man kann sagen: Eine
Polsingularitiit N-ter Ordnung ist immer Linearkombination der Standardpole 1/(z-z¢)* bis zur
Ordnung N. Beachten sie, dass in der Regel auch Pole niedrigerer Ordnung als N auftreten.

(5.1.4) Nun kénnen wir Integrale berechnen, deren Integrationsweg die Polstelle umrundet.
Sei G einfach zusammenhéngend und f in G-{z} holomorph. In zy habe f einen Pol N-ter Ordnung. c sei
eine geschlossene Kurve mit BildeC G, die zg nicht trifft. Dann gilt

F(N’”(

J.dz f(z) = 2mi (Tl)f‘)))n(c,zo) wobei  F(z)=(z-20)" f(2).

Denn: Setzt man die oben gefundene Entwicklung fiir f(z) ein, fillt das letzte Integral (iiber g) infolge des
Integralsatzes fort, das vorletzte gibt ausgerechnet den angegebenen Beitrag und die iibrigen Beitrége sind
Null, da sie alle eine eindeutige Stammfunktion haben. n=n(c,z¢) ist die Windungszahl von ¢ um zy. Sie ist
1 im iiblichen Fall des kleinen positiv umlaufenden Kreises. Die Funktion f geht nur iiber die in der Klammer
stehend GroBe ein. Diese Zahl erhilt eine besondere Bezeichnung. Man nennt sie "Das Residuum von f
in z¢”. Also:

. N-1
T€Symzy [ = (Nfl)!F(N_l)(zo) = ﬁ lme, s s ((z = 20) V1 f(2)) |

Der letzte Ausdruck zeigt, wie man gemifl unserer vorangegangenen Strukturanalyse das Residuum fiir
gegebenes f ausrechnet!
(5.1.5) Der wichtigste Fall ist der eines Einfachpoles (N=1). Fiir ihn ergibt unsere Formel

‘ TeSy—z f = lim, . (2 — 20) f(2). |

Das Ergebnis ("multipliziere mit z-zp, gehe dann mit z nach zy”) erweist sich als ausgesprochen niitzlich.
Insbesondere ist damit konsistenterweise das Residuum eines Ausnahmepunktes Null.

(5.1.6) Wir bringen das Ergebnis in die Form, in der man es iiblicherweise benutzt. Insbesondere lassen
wir mehrere Polsingularitéiten zu.

e Der Residuensatz fiir Polsingularititen: G sei einfach zusammenhiéngend. f sei in G holomorph
bis auf eventuelle Polsingularitéiten in z1, z2, ...zx. Weiter sei ¢ ein geschlossenere Weg in G, der keine
der Singularititen trifft.

Dann gilt

J.dz f(z)=2m1)";n(c,z;) res,— f.

Ist ¢ insbesondere ein Doppelpunktfreier in positivem Sinn durchlaufener (eventuell deformierter)
Kreis, dann gilt

J.dzf(z)=2miy", ' res.—. f,

wobei der Strich an dem Summenzeichen als ”Summe iiber alle von c¢ eingeschlossenen Residuen”
zu interpretieren ist.
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Inspektion der Formel: Der Faktor (27i) kann auf die andere Seite gebracht und als Beitrag zum
komplexen Mafl angesehen werde:;—;. Die Windungszahl n beschreibt den Einflufl des durchlaufenen Weges
und das Residuum den verbleibenden Einfluss von f iiber den Pol bei z;. Die nachfolgenden Bilder fassen die
Situation zusammen.

[0 Nehmen Sie an, dass in den vier Punkten z; — z4 Polsingularititen vorliegen mit Residuen 1,i,14+i und 2i.
Wie grof} ist der Integralwert fiir die beiden eingezeichneten Wege?. Im ersten Bild bei z3 aufpassen!
[0 Es sei cg ein Ursprungskreis mit positivem Umlaufssinn und Radius R>1. Berechnen Sie mit Hilfe des

Residuensatzes
/ dz
ep 122

16.5.2 Zur Interpretation des Residuensatzes

(5.2.1) Wir betrachten das Integral der letzten Frage. Der Integrand hat zwei einfache Pole bei z = +i.
Per Deformation des Integrationsweges machen wir aus dem grofien Kreis zwei kleine Kreise jeweils um einen
Pol. Zwei Hilfsschnitte, mit deren Hilfe man die Deformation rechtfertigen kann, sind angedeutet.

¢i

Den Integranden formen wir geeignet um, d.h. wir faktorisieren den jeweils dominanten Polterm:

dz ﬁ dz i
- e e 1

Die beiden Integrale rechts konnen wir mit der Cauchyschen Integralformel zu 27ri(2ii + }m) = 0 auswerten.
Oder wir argumentieren mit einem Dominanzargument: Wir kénnen die Kreisradien sehr klein machen. Dann
wird der schwach verénderliche Z#hlerfaktor ndherungsweise gleich seinem Wert an der jeweiligen Polstelle,
und das ist hier bei den Einfachpolen gleich dem Residuum. Auswerten der Restintegrale liefert erneut
obigen Wert. Das zeigt, dass und wie die Resultate des Residuensatzes mit den iiblichen Integralvostellungen
iibereinstimmen, sofern man die Deformierbarkeit der Wege hinzunimmt.

16.5.3 Anwendungen des Residuensatzes zur Bestimmung reeller
Integrale
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(5.3.1) Das néchste Beispiel soll zeigen, wieso und wie man den Residuensatz zur Bestimmung reeller
Integrale nutzen kann. Wir betrachten folgendes komplexe Wegintegral:

J(n) = / &4y,

|=1 %
Dieses Integral konnen wir auf zwei Weisen bearbeiten:

e 1) Wir kénnen eine Parametrisierung, etwa z(t) = €'’ einfiihren und J(n) in ein gewohnliches Integral
I(n) umwandeln.

e 2) Wir konnen J(n) mit Hilfe des Residuensatzes ausrechnen.
e 3) Zusammen erhalten wir ein Resultat fiir das gewshnliche Integral I(n).

Berechnen wir zunéichst J(n) iiber den Residuensatz. Bei z=0 und nur dort liegt eine Polsingularitit des
Integranden vor. Zur Residuenbestimmung rechnen wir (z + 271)?" mit dem binomischen Satz aus. Nur
der mittlere Summand (2:)22"_"2_" trigt zum Residuum bei z=0 bei, ja liefert dieses. Also . Ergebnis
J(n) =2mi- (*").

n
Jetzt wandeln wir J in ein reelles Integral um. Die Kreisparametrisierung gibt % = idt -eine hiufig

niitzliche Beziehung. Also
2m ) ) 2m
J(n) = z/ dt(e +e )" = 22”/ dt cos®™ t.
0 0

Zusammen erhalten wir:

27
2
/ dt cos®™t = 2m - 22"< ”) fiir n=0,1,2,...
0 n

FEin Resultat, dass man auch rein reell gewinnen kann, aber i.a. mit deutlich mehr Aufwand.
[0 Bestimmen Sie fo% dtsin®" t. Zuniichst mit Hilfe einer elementaren Symmetriiiberlegung. Und dann erneut
mit dem Residuensatz.

(5.3.2) Das legt, die folgende allgemeine Strategie nahe:
o (I) Beginne mit einem reellen Integral I,
e (J) wandele es in ein komplexes Wegintegral J um.

e (K) Das Integral J wird weiter zu einem komplexen Integral K abgewandelt, das meist von einem
Parameter abhingt.

e (R) Das Integral K 1t sich mit dem Residuensatz ausrechnen ldsst.

Wir bezeichnen diese 4 Schritte spéter mit (I),(J),(K) und (R).

(5.3.3) Beachten Sie, dass wir gegeniiber dem Beispiel den Schritt ”von J nach K” eingschaltet haben.
Es wird sich zeigen, dass man auf das komplexe Integral, das durch Komplexifizierung von I entsteht, den
Residuensatz hiufig noch nicht anwenden kann, weil der Weg nicht geschlossen ist. Der Schritt nach K
enthiilt dann das Schlieffen des Weges und die zugehorige Rechtfertigung dieses Schrittes. Hierzu ein
erstes Beispiel, das sich problemlos auch reell rechnet:

/°° dx 1/°° dx T
I: _— = _—
o 1+z2 2 ) _1+a22 2

Mit z(x)=x+0i, also dz=dx kénnen wir komplexifizieren und finden

_ _ 1 dz
I_J_2 R 1+22

Br

K(T) = Jur % = (f—rr+fBr> %
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Der Weg Hr (”Halbkreis mit Radius r plus Integral von -r bis +1”) ist geschlossen. Wir haben lim,._, o, ffr =

fR Und wir werden zeigen, dass lim,_, fBT 1+22 = 0. Dass bedeutet aber insgesamt, dass‘ lim, o K(r) =2J ‘

gilt. Und K(r) ist fiir r>1 unabhéingig von r mit Hilfe des Residuensatzes berechenbar. Wegen

1 _ (55)

1+1Z2 = GG T o Nur z=i liegt in Hr. | Res,—; = 2i

3

folgt I= J—1 lim K (r) = % - 2mi - 1 5. Also das alte Resultat. Wie steht es mit dem Bogenintegral? Wir
verwenden dle iibliche Abschatzung ’ /. ’ < [|.| und finden fiir r>1tatséchlich:

/ dz / T idtre® / T ordt
= e — 0
Br 1+ 22 o L4722 | = J; r2—1r—>00

Beachten Sie: Den Bruch vergrofern heiBt, den Nenner verkleinern! Und r? — 1 ist der kleinste Betrag, den
der Nenner auf dem Integrationsweg annehmen kann.

(5.3.4) Damit sollte die Methode klar sein und wir kénnen einige lohnende Beispiele angehen.

Dabei werden wir die einzelnen Schritte noch etwas ausgestalten: Beim Ubergang von I nach J werden wir
besonders auf die Inspektion des Integrales und giinstige Umformungen Wert legen. Und zum Ubergang von
J nach K wird man einige allgemeine mathematische Resultate produzieren, die das Verschwinden eventueller
Zusatzbeitrige sichern. Schliefllich werden wir noch ein Resultat zu dem bisher ausgeschlossenen Fall eines
Poles auf dem Integrationsweg beweisen.

(5.3.5) 1. Beispiel:

I(n) = fOQW dt (1 — cost)" cos(nt)

(I) In Hinblick auf die iiblichen Integrationsmethoden sind das recht unangenehme Integrale. Inte-
grandendiskussion: cos(nt) mit modifizierter Amplitude. Faktor 2" bei t=n. Usw. Eventuelle Faktor 27"
anbringen. Die Komplexifizierung durch z=e' bietet sich an. Also wieder dt:%. Beachten Sie, dass die
Grenzen 0...27 benéttigt werden, um den Kreis zu schlielen. Weiter gilt cos(t):%(z + z71) usw. Der
Umlaufssinn sei positiv. Schlielich ist es immer giinstig, moglichst viele sin und cos-Faktoren durch Expo-
nentialfunktionen zu ersetzen. Hier nehmen wir cos(nt)=Re(e?"*). Der Realteil kann hier vor das Integral
gezogen werden. Formal:

/dt....coswt = /dt....Re et = Re/dt ..... eiwt t und Kofaktor reell!
/dt....sinwt = /dt....lm et = Im/dt ..... et t und Kofaktor reell!

(J und K). Daher bilden wir in unserem Fall:

I(n) =ReJ(n) fir J(n)= /027r dt (1 — cost)" ™ = /| &= {1 - %(z + zl)] ' 2" = K(n)

z|=1 1z

(K,R) J=K, da der Weg bereits geschlossen ist. Das Residuum ist leicht zu berechnen:

dz 1 1 1\" dz 271 1\"
K — haiad __2__n: _ = haiad _12n:_ _ - -1
() /|Z|_1 G 2 < 2) /|z|—1 LG i ( 2)

Zerlegt man das in Real- und Imaginirteil, so folgt:
I(n) = fn% dt (1 — cost)" cos(nt) = K(n) = (—-1)22'7"x

foh dt (1 — cost)" sin(nt) =0

(D) Diskussion: Das zweite Integral folgt auch per Symmetrieiiberlegung. Das erste ist nichttrivial,
wie einige zugehorige Graphen des Integranden zeigen. Das Bild zeigt links den Integranden fiir n=1 und
3, rechts fiir n=2 und 4. Die Integranden sind beziiglich t=7n symmetrisch, so dass man auch foﬂ ... erhilt.
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Die Extremhohen der Integranden nehmen mit n stark zu, wie man sieht. Aber die positiven und negativen
Beitrige kompensieren sich gerade, so dass der Integralwert mit n nach Null geht, wie das Resultat zeigt.

9

o & A L o

Da die maximale Amplitude wie 2™ anwichst, sollte man zum Vergleich der Integrandenform besser 27" (1 —
cos(t))™ cos(nt) auftragen.
(5.3.6) 2. Beispiel:

_ [ _dxa? dz z? 015
I'= 0 1+x2)3 -2 f (1422)3 .
Im Prinzip durch Partialbriiche o0s
losbar o : e

(I) Hier muss iiber die gesamte reelle Achse integriert werden, was im Falle einer geraden Funktion keine
Probleme macht. (Stiinde im Ausgangsintegral x im Zihler, kénnte man die Methode so nicht anwenden!).

(J,K) Die Komplexifitierung bereitet kein Problem: z(x)=x+i0. Dann wird der Integrationsweg geschlossen,
indem wie oben iiber den Halbreis H(r) in der oberen Halbebene integriert wird:

dzz”

1 dzz>
| I=1J= [ 0%y | KO=/y 725 = Juw oo

1422)3

Geht das Integral iiber den Kreisbogen wieder nach Null?
(5.3.7) Die Integralabschiitzung ergibt mit Hilfe von Dominanzargumenten sofort das folgende allgemeine
Resultat:

Hilfssatz:” Nennergrad-Zahlergrad> 2”.

Es sei f(z):% eine rationale Funktion, bei der der Grad des Nenners

mindestens um 2 groer ist als der Zihlers. B(r) sei der Halkreis z(t)=re’ (0<t < )

in der oberen Halbebene.

Dann geht f B(r) f mit r nach Unendlich gegen Null. Dasselbe gilt fiir den Halbkreis

in der unteren Halbebene (-7 < ¢ < 0)..

Zum Beweis ist nur anzumerken, dass f sich fiir grofle r wie T% verhiilt. Aber iiber dz=ire’’dt kommt ein
weiterer Faktor r hinzu. Das gesamte Integral geht dann mit 1/r nach Null.

Zuriick zum Beispiel (5.3.6):

(R) Der Hilfssatz ist in unserem Fall anwendbar (6-2=4). Und K(r) ist fiir r>1 mit dem Residuensatz
berechenbar. Nur der Dreifachpol bei z=i liegt im Innern. Nach dem allgemeinen Rezept ist 5 F"(i) zu

bilden fiir F'(z) = Man findet 4 F"(i) = 1 &. Alles zusammen gibt:

- (z—H) 8i-

1 1
I = =1lim K(r)= = 2mi - — = =
5 m K(r) =5 -2mi- 7 = 15

J‘OO dx z? o

0 (+a?)3 16

(D) Die Berechnung des Integrales iiber Partialbruchzerlegung ist deutlich aufwendiger, liefert aber
andererseits in Form einer Stammfunktion auch mehr:

/d x? 1 T n 1 =z n 1 ‘
X = —— - —arctanx
(14 22)3 41422 81+a2% 8
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Einsetzen der Grenzen gibt klar dasselbe Resultat.
(5.3.8) 3. Beispiel.
(I) Jetzt ein Beispiel, das ohne Residuenkalkiil grole Probleme bereitet.

/ dtt281—n(at) :/ drasing =1I(¢) mit c=ab, a,b>0.
0o t240? 0o 2242

[ Ist dieses Integral absolut konvergent?

Bei Integralen ist es hdufig niitzlich, iiber geeignete Substitutionen die Zahl der dufleren Parameter zu
reduzieren. Das haben wir hier mit der Einfiithrung von ¢ getan. Der Integrand ist gerade, so dass man auf
die gesamte reelle Achse ausdehnen kann. Es wurde bereits gesagt, dass man Faktoren vom Typ sin oder
cos moglichst durch eine Exponentialfunktion ersetzen sollte. Durch Imaginér- oder Realteilbildung erhilt
man dann wieder das Ausgangsintegral mit sin oder cos. Wir werden unten sehen, warum dieses Vorgehen
in unserem Beispiel unbedingt erforderlich ist.

(J,K) Wir wollen wieder mit einem Halbkreis in der oberen Halbebene schlieflen. Also:

Je) = [ &2 und I(c) = $ImJ(c) K(r = [ 21662 Ja T ﬁiféiic)

Frage: Verschwindet das Integral iiber den Kreisbogen B(r) immer noch mit r? In der Abschitzung fiir
die rationale Funktion fehlt ja eine Potenz. Das nachfolgende Resultat (”Jordans Lemma”) zeigt, dass wir
nur eine Graddifferenz von 1 benétigen, sofern noch ein zusétzlicher Exponentialfaktor vorhanden
ist. Wenn der Bogenbeitrag tatséichlich nach Null geht, haben wir in K nur den Einfachpol bei z=ic zu

beriicksichtigen.
(R) Das Residuum folgt sofort und wir erhalten
(i)’ : -
K(r,e) = 2mi-——— =ime °. Also J(c)=lim _,__K(r,c) =1ire °.
2(ic) ree
1
I(¢) = 3 Im J(c) = gefc.

Damit haben wir unsere Integrale berechnet:

—ab

—c oo dx zsin(ax)
und f 2242

foo drzsinx

_ _x
0 a2tz T 2© =3¢

(5.3.9) Jetzt das angekiindigte allgemeine Hilfsmittel:

Jordans Lemma:
Es seien p und q zwei Polynome und f(z)=e'®? pgzg mit o > 0. Weiter sei der

Grad von g mindestens um eins grofier als der von p. Der Integrationsweg sei
der obere Halbkreis B(r) mit z(t)=re" und 0< ¢ < 7
Dann geht [, () / mit r nach unendlich gegen Null.

Beweis: a) Fiir r ausreichend grofl und |z| > r liefert uns das iibliche Dominanzargument fiir Polynome

(Z)
(2)

b) Wir parametrlsleren das Integral und schéitzen dann wie iiblich ab (Q(z)=

< cr, wobei ¢ eine geeignete Konstante und d=Nennergrad-Zihlergrad < —1.

p(2)
q(Z))

k(?") — / dZeiazQ(Z) — / dt(ireit)eiar(cost+isint)Q(Teit)
B(r) 0
“C(’I")| < / dtr-e " sint | C’I"d _ CT‘d+1 / dt e— T sint
0 0

VergroBert man jetzt e=*"$"% zu 1, so fehlt uns eine Potenz in r. Diese Abschiitzung entspricht unserer
alten, die den Gradunterschied von 2 verlangte.

) Stattdessen schétzen wir feiner ab. Fir 0< ¢ < 3 gilt sint> 2t Der sin ist grofler als die Sekante.
Weiter ist « > 0, so dass e”®" mit r nach unendlich Verschwmdet

/w die—arsint — 2/5 dte—orsint < 2/5 dte—or(2t) — 2(—7T)e_m%t|0§ _ const'
0 0 0

2ar r
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Uber die Abschiitzung der Integration des Exponentialfaktors erhalten wir ein zusitzliches 1/r, so dass
d=-1 tatséchlich ausreicht.

Beachten Sie: Fiir o < 0 hitte es nicht funktioniert, der Exponentialterm wére mit r explodiert. Eben-
sowenig hitten wir iiber den Halbkreis in der unteren Halbebene schlieflen diirfen. Dann wére der Sinus
negativ geworden und hiitte wieder zu einer Explosion des Exponentialbeitrages gefiithrt. Zusammen heif3t
das: Fiir negatives o muss man iiber den unteren Halbkreis schlieflen. Fiir positives iiber den
oberen. Ist a = 0, so benstigen wir die zusétzliche Potenz aus der Graddifferenz.

[0 Berechnen Sie analog zum letzten Beispiel das Integral

12(a7b):/oood$LS(aw)

2 + b2

Differenzieren Sie das Resultat (Integral und Ergebnis) partiell nach a. Was finden Sie?
(5.3.10) Geht man die bisherigen Beispiele durch, dann stét man auf zwei Fragen:

e Welchen Integrationsweg soll man wihlen, gibt es weitere niitzliche aufler den besprochenen?
e Was ist, wenn eine Singularitit auf dem Integrationsweg selbst liegt?

Wir gehen jetzt ergéinzend etwas auf diese beiden Fragen ein.

16.5.4 Ergénzung: Die Wahl des Integrationsweges

(5.3.11) Der Integrationsweg sollte immer so gewihlt werden, dass man damit ein korrektes Resultat
gewinnen kann! Und das heifit, dass es keine festen Vorgaben gibt. Die bisher benutzten Wege sind hiufig
niitzlich, aber keineswegs kanonisch. Es kommt hier immer darauf an, sich etwas einfallen zu lassen und
entsprechend gibt es viele weitere Wege, die sich bei speziellen Problemen als niitzlich erweisen..

(5.3.12) (I) Ein Beipiel

In(a’) = f‘OOO an(fmn a>0 und HZ2

Nimmt man den geschlossenen oberen Halbkreis H(r), so liegen darin n Pole. Man hat die Summe iiber alle
n Residuen zu bilden und das gibt Probleme mit der Endform, die dann noch betrichtliche Vereinfachungen
zulésst, die nicht unmittelbar zu sehen sind.

Kann man nicht iiber einen Weg integrieren, der nur einen Pol erfasst? Das geht tatsichlich
infolge der Symmetrie der n Wurzeln von z™ + a™ = 0.

(J,K) Wir wiihlen einen Weg, der den ersten Pol zg = aen’ umrundet. (Der niichste Pol liegt bei
71 = ae®n?) Es gilt z§ = —a". Dann betrachten wir folgendes Integral:

7

S

[J
%

Knla,r) = [, ) =25
zo liegt auf der Winkelhalbierenden!

Der Integrationsweg ist stiickweise zu parametrisieren. In zwei der Integralbeitréige fiihren wir gleich eine
Translation des Parameters aus, um einfachere Integrationsgrenzen zu erhalten. Dabei ist cg = &

Parametr.: | z=t=x z=re! (=) = reit | = (r4(-t41+4200))eln = zeln
Bereich: 0<t<r | r<t<r+2a r+ 200 <t <2r+2aq
T dx 2a0 irdu 0 dweﬂT7T
Integral o T | Jo | ey J; ()
:E’V‘lre n an

Das erste Integral ist von dem uns interessierenden Typ. Das zweite iiber den Bogen geht offenbar mit
r— oo nach Null (r im Zahler, r™ mit n> 2 im Nenner und r grof§ genug). Beim dritten Integral ist der
Nenner aber als Folge unserer Winkelwahl erneut x™ + a™. D.h. dieses Integral ist bis auf einen Faktor und
der Richtung gleich dem ersten.
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Insgesamt

2mi\ [T d o ird
Kn(a,r):(l_ezzn )/ _$+/ _ drdu
o " +a” o rrett —zy

(R) Konnen wir das Residuum ausrechnen? Wir haben im Innern nur den einen einfachen Pol bei zg.
Mit unseren iiblichen Bezeichnungen haben wir

1 _ 2" — Z6L _ .n—1 n—2 n—1
F2) = T =z + 202 + .o+ 2
1 1
— = nz~ und  F(z,) = Residuum=
F(Z()) 0 ( 0) nzg—l
Damit folgt fiir die zweite Residuenauswertung:
o
Ku(a,r) = ———
na"—let™
Vergleich und Grenziibergang r nach Unendlich geben:
sz [ dx 2ri
(1 —e n ) == -1
0 " 4+ a” nan—1let™ %
Jetzt noch einige kleinere Umformungen:
. n—1 ;2mi e dx ; i s 211
T 17171) — T —in _eln) [ _Z2rt1-n
e ( e /0 pe— e (e €' ) In(a) —a
s 21,
—1)(—24) sin(=)I = 4
(~1)(-20)sin()n(a) =
Das gesuchte Integral folgt zu
_[° _dx __ s 1—
L= mte@=mmma "

(D) Der Weg iiber den zweiten Winkelschenkel fiihrte hier also einfach zu einem Vielfachen des Ausgangsin-
tegrales. Oder auch: Beide Wegstrecken ergeben dasselbe Integral ohne dass sich die Beitrige fortheben.

1.89

1.4]
1.2] + Die Figur zeigt den Faktor

1 . - * fiir n=2,3,..,7 und seine

0.8 Annéherung an den Grenzwert 1.
0.6]
0.4
0.2

s
nsin &
™

1 2 3 4 5 6 7

O Gewinnen Sie den Faktor al~" alternativ iiber eine Integralsubstitution. (Einheitenkontrolle).
0 Was ergibt sich, wenn man das Ergebnis partiell nach a differenziert?

16.5.5a Die Halbierungsregel

(5.3.13) Bisher durften Polsingularititen nie auf dem Integrationsweg selbst liegen. Beim
Residuensatz mit seinem geschlossenen Weg lagen die Pole entweder innen oder aussen. Das bedeutet, dass
wir ein interessantes Integral wie das nachfolgende nicht behandeln konnen.

| foo dzeta?
— 0 z

Das rechte Integral ist der Imaginérteil des linken.
(5.3.14) Wir wollen jetzt zeigen, dass unsere Methoden sich auf folgende Situation ausdehnen lassen:

oo dz sin(az)
0 x
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Ein Einfachpol liegt auf einem reellen Teil des Integrationsweges. Zusitzlich soll der
Pol auf der reellen Achse auf einem glatten Teilstiick des Weges liegen, nicht auf einem Stiick-
elungspunkt. Mehrfachpole bleiben unzuliissig. Das Resultat sieht aus wie der billigste Einfall,
den man sich iiberhaupt als Antwort denken kann. Némlich:

e Die Halbierungsregel: Liegt der Einfachpol im Innern des Weges, dann gibt es den vollen Residuen-
beitrag 1 - 27 - res. Liegt er ausserhalb, hat man den Beitrag 0-27i - res. Liegt er auf dem Rand, der
Grengze, so gibt es den halben Beitrag, also % - 2mi - res. Genauer soll der Pol auf der reellen Achse im
Innern des Integrationsintervalles befinden und die Art des zugehorigen Integrales ist noch geeignet zu
definieren.

Das wollen wir beweisen: Sei zg = x¢ + 70 die einfache Polstelle von f. Dann wissen wir, dass es die
folgende Darstellung gibt
A
f(z) = +9(2)

zZ— 20

Dabei ist g in zg holomorph und A ist das Residuum von f in zg. Wir schliefen jetzt den Pol durch den
skizzierten Weg ein, der keine weiteren Singularitéiten enthalten soll. Nach dem Residuensatz ergibt sich der
Wert 27i-A. Das Integral f: dx f (), das die Polstelle enthilt, soll mit zum zu bestimmenden Ausgangsintegral
gehoren.

X0

a > >
RadeL{s € b

Wir spalten das Teilintegral zwischen a und b (zum geschlossenen Weg) wie folgt auf, wobei H(e) den kleinen
Halbkreis mit Radius € bezeichnet:
b

/awo—f dzf(2)... + /H(E) dzf(z) + /:E0+6 dzf(2)

Nun interpretieren wir den ersten und dritten Summanden als Beitréige zu unserem gesuchten (noch
undefinierten) Integralwert! Wir setzen also

/ab dz f(x) = lim (/:08 dzf(z) + /xiﬁ dxf(x)) _

Wir werden sehen, dass dieser Grenzwert existiert. Man nennt ein derartiges Integral ein 7 Hauptwert—
integral” . Es verbleibt der mittlere Term iiber H(e), der nach dem Residuensatzkonzept dann dem
Residuenbeitrag zugeschlagen werden muss, nicht aber dem Integral! Wir fiihren im Integral Polarkoordi-
naten z(t)=ce' mit - < ¢ <0 ein. Also:

o© oA ,
/H(E) dzf(z) =¢i /_Tr dte™ (E —i—g(se”))

Der Grenzwert ¢ — 0 lisst sich per Inspektion durchfiihren und ergibt Ami, also den halben Residuen-
beitrag. Dieser Wert ist von dem gesamten Reiduenbeitrag (auf der anderen Seite) abzuziehen und das gibt
den verbleibenden und behaupteten halben Beitrag.

Im Sinne der Hauptwertintegration ist daher beispielsweise fil % = 0, wie man sofort priift.

O Darf man die Halbkreise durch eine geeignete Rechteckform ersetzen?
[0 Was geschieht, wenn man den kleinen Kreis exzentrisch ansetzt?

(5.3.15) (I,J) Jetzt kénnen wir das Integral des Eingangsbeispiels behandeln. Schlieflen iiber die obere

Halbebene ist fiir a>0 nach Jordans Lemma zuléssig. Die Halbierungsregel gibt dann

/ due =T und damit / dSCSl—Il(CL.’L') = E.

T 0 T 2

—0o0
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Im letzten Integral haben wir bemerkenswerterweise keinen Pol des Integranden bei x=0. Beachten Sie, dass
wir dieses Resultat auch erhalten, wenn wir im Ergebnis fiir das Integral fooo dm;zs—f;(x)
Limes c¢=0 iibergehen.

Weiter ist das Integral unabhiingig vom Parameter a, obwohl der Integrand das keineswegs ist. Die Figur
zeigt diesen Integranden fiir die a-Werte 1,5 und 10. Beachten Sie: Die Hohe des Maximums ist etwa al.

zum problematischen

0 8 o 4/ 2% 2 \4y 5 10 ot i A\
) \/ '"zi \/{ 08 6 4 .\Zj\}y 4x6 8 10

[0 Wichtig: Was ist unter diesen Umstédnden von der folgenden Grofie zu erwarten, wobei f eine glatte Funktion

sein soll?
2 (oo}
— lim dxf(x)

T a—0o0 Jq x

sin(ax)

O Bestimmen Sie fiir a 0 den Integralwert fiir

I(a):/ dx Sosx .
0

R

Was ist mit a=0?

16.6 Taylorreihen

Wir haben gesehen, dass holomorphe Funktionen automatisch C°°-sind. Aber sind sie auch gleich
threr Taylorreihe? Wir werden sehen, dass dies anders als im Reellen der Fall ist, ja, dass man
alle hollomorphen Funktionen lokal durch konvergente Potenzreihen darstellen kann.

16.6.1 Konvergenz und Konvergenzradius

(6.1.1) Bisher haben wir nur die Taylorpolynome betrachtet. D.h. wir haben das holomorphe f in
der Umgebung eines Punktes a aufgespalten in ein Polynom Tpx vom Grade N und einen absoluten Fehler
Fn(2) = (z — a)N T fny1(2). Fiir festes N und z-a— 0 ging dieser Fehler nach Null, so dass T eine lokale
Approximation von f ergab. Aber wie steht es mit der Reihendsrstellung? Dazu rufen wir uns zuniichst das
zugehorige Szenenbild ins Gedichtnis.

Der Kreis k um a habe den Radius R.
k ist Integrationsweg, positiver Umlauf.
Wir setzen |z —a| = 7.

Es ist r<R.

M =max, ¢ | f(2)] .

Fiir fy haben wir in (4.1.6) bereits eine Abschiitzung hergeleitet, die wir jetzt leicht anders formulieren:

rA\NA+1
()] < ety Ao [Fa(2)l =V Ifn ()] < () 7
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Halt man z fest, so bleibt r fest und wegen r<R geht die rechte Seite nach Null. Und zwar gleichm#fig in
z fiir < Ry < R. Das bedeutet, dass die durch die Taylorentwicklung entstehende Potenzreihe gleichméBig
in r < Ry gegen f konvergiert. Den Radius R konnen wir vergréfiern, bis er auf eine echte Singularitit
stoft, also einen Punkt, auf den sich f nicht holomorph ausdehnen lisst. Das Supremum dieser R gibt
dann den Konvergenzradius der Reihe. Da f ja in einer kleinen Umgebung von a holomorph war, ist dieser
Konvergenzradius immer echt grofler als Null.
O Welche Konvergenzradius hat der Arcustangens und wieso?

(6.1.2) Damit haben wir ein weiteres als sensationell zu bezeichnendes Resultat. Wir
starten mit der Bedingung, dass f in einer kleinen Umgebung von a einmal differen-
zierbar sein soll. Dann ist f dort automatisch oft beliebig oft differenzierbar. Die
zugehorige Taylorreihe ist konvergent und gleich der Funktion im Konvergenzkreis.
Und wegen des Identitétsprinzips wird hierdurch bereits jede eventuelle Erweiterung
auf groBBere Bereiche eindeutig festgelegt. Gibt es iiberhaupt eine Erweiterung, so
ist sie eindeutig.

(6.1.3) Bereits in Kap. 6.4.4 haben wir darauf hingewiesen, dass an dieser Stelle ein Umkehrproblem
relevant wird: Anstatt mit der Funktion zu starten, startet man mit einer konvergenten Potenzreihe und fragt
nach der Funktion, die durch die Potenzreihe definiert wird. In Kap. 6 (4.4.22) haben wir gesehen, dass die
durch eine Potenzreihe definierte Funktion differenzierbar ist. Die dortigen Beweise gelten auch fiir unseren
jetzigen Fall. Also ist die so definierte Funktion holomorph! Oder: Konvergente Potenzreihen
definieren holomorphe Funktionen. (Die dritte Methode in (2.5.1) angekiindigte Methode zur Definition
holomorpher Funktionen) Vgl. auch Kap. 10.3.7, insbesondere das Schema aus (3.7.3).

(6.1.4) Wir betrachten das Problem jetzt einerseitss etwas allgemeiner und andererseits fallspezifisch
eingegrenzt und fragen danach, wann eine Folge holomorpher Funktionen erneut (mit Sicherheit) gegen eine
holomorphe Funktion konvergiert. Nach unseren bisherigen Erfahrungen heifit das genauer:

Die Ausgangsfolge konvergiere punktweise. Wann ist das Ergebnis wieder holomorph?

(6.1.5) Hierzu gibt es ein wichtiges Resultat:

Satz (Weierstrass) Es sel n — fn eine Folge holomorpher Funktionen, die punktweise gegen
eine Funktion f konvergiert. Alle Funktionen seien in einem Gebiet G definiert. Auf jeder kom-
pakten (=beschrénkten und abgeschlossenen) Teilmenge von G sei die Konvergenz gleichmiBig.

Dann ist £ holomorph in G. Zusétzlich konvergiert n — f! gegen f’ gleichméfig auf jeder
kompakten Teilmenge von G.

Beweis:
Sei ¢ ein kleiner Kreis um z, der ganz in G enthalten ist. Da f,, holomorph ist, gilt die Cauchysche

Integraldarstellung:
_ fdu fu(w) [ du f(u) = (fa(u) = f(u)
fulz) = 7{ = f

2miu — z 211 u—z

Infolge der gleichméfBigen Konvergenz von f,, gibt das fiir n nach co die Integraldarstellung

1) = § gt

2miu — 2

Das zeigt, dass n holomorph ist. Den zweiten Teil zeigt man analog. B
(6.1.6) Der Satz ist offensichtlich auf Potenzreihen anwendbar und ergibt dann die alten in Kap. 6
zusammengestellten Resultate.
O Wie sehen diese aus?
[0 Insbesondere gilt Hadamards Formel fiir den Konvergenzradius einer gegebenen Potenzreihe:

flf = mn~>c>o n\/ |an|

O Es sei {(z)=) a,2™ fiir |z] < r konvergent und es gelte |a,| < Mr~—™ fiir alle n fiir eine geeignete von n
unabhiingige Konstante M. Wir bilden g(z)=})_ 74 2". Zeigen sie, dass hierdurch eine ganze Funktion (=in

ganz C holomorph) definiert wird und das gilt |g(z)| < M e
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0 Sei f in zg holomorph. Ist f'(z) # 0, dann ist f lokal um zq invertierbar. (Geben Sie zwei Begriindungen. Uber
den Satz zur inversen Abbildung und mit "konform".). Was besagt das (f'(z9) # 0 ) fiir die Koeffizienten
der Taylorreihe um zy? Auch die inverse Abbildung ist holomorph (Begriindung?), kann also durch eine
Potenzreiher um wo = f(zp) ausgedriickt werden. Bestimmen Sie die ersten Koeffizienten dieser Reihe!
(Durch die Koeffizienten der Reihe von f ausdriicken.) Wie geht dabei die Bedingung {'(zg) # 0 ein?

16.6.2 Die Laurententwicklung

Eines unserer Ziele ist eine lokale Verhaltensanalyse holomorpher Funktionen. D.h. wir mdchten
wissen, wie sich f in einer kleinen Umgebung eines gegebenen Punktes verhdlt. Bemrkenswerterweise ist
das weitgehend moglich, wobei nur relativ wenige Faille zu unterscheiden sind. Hierzu haben wir bereits
erstaunlich viel Information gewonnen, die wir zusammengestellen wollen, auch um zu sehen, wo noch Liicken
sind.

(6.2.1) Wir miissen einige Fille unterscheiden. f sei holomorph mit Definitionsbereich G und z ein Punkt.

1. 20 € G und f'(z9) # 0. Dieser besonders typische Fall wird vom Stichwort ”konform” erfasst. Wir
kennen das Verhalten in der Nihe von zg : Eine Drehstreckung.

2. 29 € G und f'(29) = 0.

(a) f(zo) = 0. Eine Nullstelle der Ordnung N mit N>1.
(b) f(zp) # 0. Ein ”Sattelpunkt”. Das zugehorige Verhalten macht man sich leicht klar.

3. zg ist isolierte Singularitéit. Dh. fiir geeignetes ¢ > 0 ist die punktierte Umgebung U.(z9) — {20} ganz
in G enthalten

(a) Pol der Ordnung N (N<o0)
(b) 7777

4. 7o ist Schnittsingularitéit. D.h. nur eine geeignet bis zp aufgeschnittene ¢ — Umgebung liegt in G.
Hierzu haben wir Beispiele.

5. Andere nicht isolierte Singularitéten 777

O Diskutieren Sie das Verhalten der Sattelpunkte am Beispiel der Funktionen sy (z)=14+z" um z=0 fiir N>1.
Die Figur zeigt die Hohenlinien von s3(z) = 1 + 2% mit dem Sattelpunkt im Ursprung. Die Hohenlinien
gehen etwa bis zum Wert 8.

Ein Sattelpunkt.
Niveaulinien von z— |1 + z
Die Hohenlinien gehen aufien bis
zum Wert 8. Deutlich sind die drei
Nullstellen (=absolute Minima) zu
erkennen. Am Sattelpunkt geht es
in drei Richtungen zu ihnen hinunter
und in drei Richtungen dazwischen
in die Hohe.

Im Ursprung ist die Funktion nicht
lokal invertierbar: {'(0) = 0.

’
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(6.2.2) Wir wollen uns jetzt mit dem noch ungeklirten Fall 3b befassen. Dazu entwickeln wir eine neues
Hilfsmittel zur Darstellung holomorpher Funktionen, das auch bei gewissen nicht einfach zusammmenhéngen-
den Definitionsbereichen anwendbar ist. Zur Durchfiihrung betrachten wir die folgende Verallgemeinerung
des Szenenbildes:

f ist in einen offenen Kreisring holomorph. D.h. es gibt Zahlen 0 < r < R, derart, dass f fiir alle
z mit 7 < |z — a| < R holomorph ist. Was ldsst sich iiber ein solches f sagen?

(6.2.3) Der Fall mit einem Pol in a fillt mit r=0 hierunter. Der Kreisring des Szenebildes ist sicher nicht
einfach zusammenhéngend. Der iibliche Trick macht daraus ein einfach zusammenhéngendes Gebiet: Wir
bringen einen (kiinstlichen) Schnitt zwischen den beiden Kreisréndern an.

Schnitt

Dann ist fiir den eingezeichneten Weg ¢ die Cauchysche Integraldarstellung anwendbar. Die beiden zum
Schnitt gehorigen Beitriige heben sich fort und man erhilt folgende Darstellung der Funktion (¢, der dufere
Kreis mit Radius Ry und ¢; der innere Kreis mit Radius r1, beide mit positivem Umlaufssinn):

10 = [amrt= [ anit - [
fa@) + Fi). l

f(z) ist so zunichst als Summe von zwei Funktionen dargestellt, die sich einzeln beide weiter analysieren
lassen. Wir haben fiir das gewéhlte z die Bedingung |z — a| < R, = |u — a| < R. Dabei sei a der Mittelpunkt
der beiden Kreise.

(6.2.4) Wir rechnen wie folgt:

B du f(u) _ 1 [ duf(w) 1
fa(z) = /Ca%(u_a)_(z_a)_%/% u—a 1— 242

u—a

O n ) 1 duf(u) B
= ;An(z — (L) mit An = 2—7” . m 1’1—0,12

Den Faktor im Integranden haben wir nach der geometrischen Reihe entwickelt und Summe und Integral
u—a

zuldssigerweise vertauscht. Wegen ’ ’ < 1 sind wir ja im Konvergenzbereich der Potenzreihe. Das Ergebnis

ist eine konvergente Potenzreihe und daher sicherlich fiir alle z mit |z — a| < R konvergent. (Man kann ja
R, < R beliebig wihlen!)

Nochmals: f, ist auch im Innenkreis holomorph, der nicht zum Definitionsbereich
von f gehort.

(6.2.5) Den zweiten Summanden f; behandeln wir entsprechend, miissen aber anders entwickeln, um eine
konvergente Reihe zu erhalten:

_fdu )1 [ duf) 1
filz) = _/q 2w (u—a) — (z —a) _+27ri o Z—a 1—2=2
> B"
d d
mlt Bn = / %(ZU)(U — a)" = / 2—7:_1/1(%6_0?;(% —(n+1):—1,—2,...
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Diese Reihe ist jetzt fiir alle z mit |z —a| > r konvergent und damit iiberall auBerhalb des
Innenkreises holomorph!

(6.2.6) Per Inspektion sieht man, dass B,, = A_(,41) ist. Daher kann man (mindestens) im Ringbereich
alle Beitriige in einheitlicher Form zusammenfassen zur (absolut konvergenten) Reihe:

Die Laurententwicklung der im Ringbereich holomorphen Funktionen: (Achtung:
Abhingig vom Entwicklungspunkte a!)

_ = N o mit A L[ duf(w)

P =0l + 1) = D0 An(e ) mit dn =g [ G
Dabei ist ¢ = ¢; zu wihlen fiir n<0 und c=c, fiir n> 0. Nochmals: Ist f holomorph im Ringbereich,
dann hat man dort diese Darstellung, die Laurentdarstellung von f (um a) genannt wird. Ist
umgekehrt, eine solche in einem offenen Kreisring absolut konvergente Reihe gegeben, dann
definiert sie eine holomorphe Funktion in einem Ringbereich. Ist ein A,, # 0 fiir mindestens ein
n<0, dann liegt z=a nicht im Holomorphiebereich und man hat es mit einem echten Ring zu tun.

(6.2.7) Ein Pol der Ordnung N hat A_x # 0 und A,, = 0 fiir n<-N.

OIst > 02 2" eine Laurententwicklung?

O Entwickeln Sie ﬁ in eine Laurentreihe um a=0 und eine um a:%. Was ist mit A=07

]
O

(6.2.8) Wie erhdlt man fiir eine gegebene Funktion eine zugehorige Laurententwicklung? Notfalls - aber
wirklich nur notfalls - iiber die Integralformeln aus (6.24-5). Besser durch Verwenden und Einsetzen bereits
bekannter Reihen in geeigneten Veridnderlichen.

16.6.3 Wesentliche Singularititen

(6.3.1) Jetzt sieht man, dass es neben Polen noch weitere isolierte Singularitéiten geben muss. Nehmen

wir die Funktion z +— e*. Setzt man w = % in die Potenzreihe von exp(z) ein, so folgt die zugehorige
Laurententwicklung:
1 1
er = Ez_k Also A,=0 fir n>0.

k=0
Das lésst sich als ”Pol unendlich hoher Ordnung” charakterisieren. Um das Verhalten dieser Funktion in der
Nihe der Singularitéit zu analysieren, verwenden wir Polarkoordinaten:

1 1 _—ia 1 - Ly 1 i e
ez = er® — er(cosoe—&-zsmoc) — erCosagtsina
1 1
= <L cos a
€z er

(6.3.2) Nahert man sich auf einer Halbgeraden der rechten Halbebene (cosa > 0) dem Ursprung, wichst
der Betrag iiber alle Grenzen, nidhert man sich aus der linken Halbebene, findet man eine Nullstelle un-
endlicher Ordnung vor. Entlang der imaginiiren Achse schlielich ist der Betrag 1. Der zweite Faktor e s @
bewirkt fiir sina # 0 eine immer schneller werdende Rotation der Phase.

(6.3.3) Tatsichlich findet sich die gesamte komplexe Ebene (bis auf eventuell einen einzigen Punkt)
zusammengezogen in jeder noch so kleinen Umgebung der Singularitét wieder- (Ohne Beweis hier: Satz von
Picard).

(6.3.4) Der Residuensatz ist problemlos auf wesentliche Singularitéiten ausdehnbar und das Residuum
ist dann einfach der Koeffizient A_;. Man erhilt insgesamt fiir das Integral 27i-n - A_;.

Was fiir eine Gestalt hat die "Hohenfliiche” z +— |f(2)| fiir einen reinen Pol f(z)=z"% ?

Wie sieht die Hohenfliche fiir 2 — |e* | aus?

O Will man wissen, in welcher Weise eine wesentliche Singularitét entsteht, darf man sie nicht mit einem reinen

Pol vergleichen. Man muss vielmehr geeignet Polapproximationen betrachten. Im Falle unseres Beispiels die
ersten Partialsummen der Laurentreihe. Diese wird man als Quotienten schreiben. Etwa (N=-3)

1 1 1 623 4+622+32+1
: = ]_ — _— _— = .
f5(2) + z * 222 + 623 623
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Berechnene Sie dazu z — |f3(z)| und zeichnen Sie die Hhenlinien durch ein Computeralgebraprogramm.
Dasselbe fiir N=2 und N=4. Wieso gibt das eine deutliche und eindrucksvolle Annéherung an das Verhalten
der wesentlichen Singularitét?

Die Bilder geben die Hohenlinien fiir f;(z) = 14+ 1 und f5(2) =1+ 1 + % . Stets tritt ein Pol bei z=0
auf. In der linken Halbebene kommen Nullstellen hinzu. Bei f; eine und bei fy zwei, die natiirlich den Pol
deformieren.

16.6.4 Isolierte Schnitte

(6.4.1) Aber im inneren Kreis (des Ringes) konnen sich durchaus auch Schnittsingularitéiten befinden.
Wir betrachten als Beispiel die Funktion f(z) = V22 —1 = /(2 — 1)(2 + 1). Zunéchst erwartet man eine
ab z=1 nach links aufgeschnittene Ebene. Aber es zeigt sich, dass ab z=-1 ein zweiter Schnitt beginnt, der
die Wirkung des ersten gerade wieder aufhebt, so dass man ab x=-1 den Definitionsbereich schliefien
kann. Es verbleibt nur ein Schnitt auf der reellen Achse zwischen —1 < x < 1. Man kann also einen Kreisring
angeben, in dem die Funktion holomorph ist.!

(6.4.2) Wieso ist das so? Wir beginnen mit unserer Funktion auf der positiv reellen Achse (x>1). Etwa bei
z=3 und verlangen, dass f(3) = +2v/2 ist. Allgemein f(z) = \/(z + 1)(x — 1). Nach dem Identitiitsprinzip
ist dadurch jede (mogliche) Erweiterung festgelegt.

Um diesen Sachverhalt zu verstehen und zu erkennen, stellen wir die beiden Vektoren z-1 und z+1 polar
dar. Die Figur gibt die Bezeichnungen, z soll von a nach e laufen.

Wir setzen also
z—1= r(ﬁ)ew z+1= s(ﬂ)eio‘(ﬁ) fir0<pg<wm undfir-—7<5<0

Dabei sind (), s(8) und a(8) drei durch die Geometrie festgelegte Funktionen, die wir nicht exakt berechnen
miissen. Wir gehen mit z von a auf der positiv reellen Achse nach e. Einmal in der oberen und einmal in
der unteren Halbebene. Fiir {(z) gibt das

F(2(8) = V(z = D(z + 1) = V/r(B)s(B)e? B+
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Damit konnen wir f(e) sofort bestimmen. Denn fiir 3 = 7 folgt a(B3#) = 7. Also z(e) = /r(7)s(m)e’™. Und
entsprechend fiir den unteren Weg z(e)=+/r(—7)s(—7)e~". Da die Betriige tibereinstimmen, ist das dieselbe
Zahl, es liegt kein Sprung vor, der einen Schnitt notwendig macht. Anders ist es fiir e mit —1 < e < 1. Hier
ist a(m) = a(—m) = 0. Also erhiilt man mit dem Weg in der oberen Halbebene z(e) = /r(7)s(m)ei%. In der
unteren Halbebene dagegen erhiilt man z(e) = /r(—m)s(—7m)e 2. Das gibt einen Sprung von €™ = —1.
Der Feldvektor wechselt sein Vorzeichen, springt. Somit ist f(0 +i0) = +¢ und f(0 —40) = (—i). (Hierbei
benutzen wir die selbsterkldrende Schreibweise f(0 + i0) = lime_o,e>0/(0 + i€).) Diesen Teil des Schnittes
konnen wir nicht beseitigen.

(6.4.3) Die Rechnung zeigt noch mehr: Der Schnitt liegt keineswegs kanonisch fest! Wir hitten auch
mit z=0 beginnen und etwa f(0)=i verlangen kénnen. Dann liegt es nahe, zwei Schnitte anzubringen, einen
fir > 1 und einen zweiten fiir < —1. Damit wire natiirlich £(3) nicht mehr erklirt. Die Umgebung
des Ursprungs wiire jetzt dagegen unproblematisch. Die nichste Figur zeigt drei mogliche Schnittstrukturen
der komplexen Ebene, die die Ausgangszuordnung zu einer holomorphen Funktion ergéinzen. Nur die
Startpunkte +1 der Schnitte liegen fest.

| 772222222222

'
—
—_
—_—
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—_
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16.6.5 Riemannsche Flichen

16.7 Holomorphie und Kausalitét

Wieso treten bei der Naturbeschreibung holomorphe Funktionen tiberhaupt auf? Die etwa durch das Iden-
titdtsprinzip zum Ausdrucke kommende vollstandige Festgelegtheit - Determiniertheit - holomorpher Funktio-
nen erscheint zundchst vollig unvereinbar zu sein mit dem, was man in der physikalischen Welt beobachtet:
Das was sich zu einem Zeitpunkt oder an einem Ort abspielt, bestimmt in der physikalischen Welt noch
keineswegs alles Ubrige. Funktionen vom Typ C*, die nicht C*' sind, treten auf usw.

Wir geben zwei Beispiele, deren Behandlung jeweils auf holomorphe Funktionen fiihrt.

Einschaltvorginge:

Einschaltvorgéinge lassen sich wie folgt beschreiben:

Bis zu einem bestimmten Zeitpunkt tq ist der Wert der bobachteten Gréfle Null, dann steigt er
mehr oder weniger regulir in Form eines Einschwingprozesses an, um sich einem asymptotischen
Wert zu nihern.

Lineare kausale Ursache-Wirkungsbeziehung

Ursache und Wirkung sowie allgemeiner deterministische Beziehungen miissen nicht
immer gleichzeitig erfolgen. Der Abnutzungszustand eines Geriites ist der Effekt aller vor-
angegangenen Abnutzungsituationen. Nur die Anderung ist momentan und lokal wie im Zusam-
menhang mit den Differentialgleichungen besprochen. Wie kénnte man derartiges mathematisch
erfassen? Naheliegend ist ein Integralansatz. Man hat eine Eingabefunkton i(s), die beispiel-
sweise die Abnutzung zur Zeit s beschreibt. Man mochte den dadurch bewirkten Ergebniszustand
zur Zeit t bestimmen. Dann muss man die Auswirkung sdmtlicher vorangegangenen Eingaben
bertiicksichtigen, also ein Integral der folgenden Art ansetzen:

o(t) = / dsK(t, s)i(s).

— 00
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Dabei haben wir angenommen, dass die Eingabe-Ausgabebeziehung linear ist und den Kern als
Faktor abgespalten. Die obere Grenze t stellt sicher, dass in der jeweiligen Zukunft liegende
Eingaben keinen Einfluss haben. Soll die Bezichung iiberdies zeitunabhéngig sein, dann muss der
Kern ein Funktion der Zeitdifferenz sein, also

t

oft) = / dsk(t — 5)i(s).

— 00

Derartige Kernfunktionen sind es, die uns hier interessieren. Erneut ist k(u)=0 fiir u<0. Und das driickt
aus, dass Wirkungen immer nur aus der Vergangenheit kommen kénnen. Im Bereich u>0 dagegen
konnen solche Kerne fallspezische Form annehmen.

0O Uberlegen Sie sich weitere derartige Beispiele.

Die letzte Formel gibt die allgemeine Form einer linearen, kausalen (=kein Einfluss zukiin-
ftiger Ereignisse) zeitunabhingigen ”Input-Output-Beziehung”.

Beginnt die Eingabe auch erst zu einem bestimmten Zeitpunkt, den wir der Einfachheit halber zu Null
withlen, dann gilt auch i(s)=0 fiir s<0.

[0 Wie passen inhomogene lineare Differentialgleichungen in dies Schema?

16.7.1 Die Laplacetransformation

(7.1.1) In beiden Beispielen haben wir es mit Funktionen des folgenden Typs zu tun

06 f(£)  wobei H(t)z{(l) fﬁizioo

Wir bilden die neue Funktion
g(t) = e7P'0(t) f(¢)

und nehmen an, dass dies eine L!—Funktion sei. Dabei ist p € C (komplex!) #uBerer Parameter. SchlieBlich
integrieren wir iiber t: .
pe B = [ a0,

Man kann das als p-abhéngigen Bilanzierungsprozess iiber eine in der Vergangenheit wirksame Quellfunk-
tion ansehen, wobei der Einfluss exponentiell mit der Zwischenzeit abnimmt (p reell und duferer Parameter).

(7.1.2) Detaillierter kann man sich folgende Vorstellung machen: Sei u die iibliche Zeitkkoordinate und
ug ein Beobachtungszeitpunkt. Dann kann man ¢ = ug — u als "ug-bezogenes Alter” interpretieren. Mit
0 <t < oco. Wir stellen uns vor, dass zur Zeit u = ug — t gerade dtf(t) Teilchen oder Systeme eines
bestimmten Typs erzeugt oder in den Beobachtungsbereich verbracht werden. Diese Teilchen zerfallen ex-
ponentiell mit einer Zerfallskonstanten p. Wieviel Teilchen findet man zum Beobachtungszeitpunkt t=0 also
ug vor? Offensichtlich f(p). Die Funktion f beschreibt daher, die vorgefundene Besetzungszahl des Systems
in Abhéngigkeit von der Zerfallskontantenten p.

(7.1.3) Die so erkliarte Funktion f erweist sich mathematisch als holomorph, genauer gehort dazu ein
po € R, so dass fholomorph ist in der Halbebene Rep>py. Zur Bestitigung schiitzen wir den Betrag ab mit
p=p1+iq zu

Fo)|< [ aerisol.

Laut Voraussetzung iiber f sollte es ein p; geben, fiir welches dieses Integral existiert. Dann ist py das
Infimum aller p mit dieser Eigenschaft (Verkleinerung von p; bedeutet ja Vergroferung des Integranden).
po = —oo bedeutet Konvergenz in der gesamten p-Ebene. Die Begrenzung des Integrationsbereiches kann
dadurch erfolgen, dass auf der Geraden Re(p) = p; eine Singularitéit, etwa ein Pol liegt. Im Rahmen unserer
Modellvorstellung besagt ein Imaginérteil q; also p=p1 + iq1, dass eine zusiitzliche harmonische Schwingung
des Systems vorliegt. Diese beieinflusst die Konvergenz des Integrales nicht.
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(7.1.4) Fassen wir zusammen, was die Abschiitzung zeigt: Fiir x<0 ist die Ausgangsfunktion Null
zu setzen. Oder auch: In der Zukunft erzeugte Systeme tragen zur Gegenwart nicht bei. Als
Folge dieser Begrenzung des Integrationsbereiches ist die zugehorige Laplacetransformierte - das
ist die Bezeichnung fiir f- holomorph in einer Halbebene Re(p)>pg. (Es sei denn, es wéren in
der Vergangenheit so viele Systeme erzeugt worden, dass ihre Anzahl immer divergiert.) Das ist
auch eine inhaltliche Interpretation des Faktors 6(z), den wir an der Ausgangsfunktion angebracht
haben.

Verkiirzte Formulierung: Kausalitéit fiihrt zu Holomorphie in einer Halbebene.

(7.1.5) Mathematisch haben wir es hier mit einer Integraltransformation zu tun, allgemeiner einer Abbil-
dung vom Operatortyp: Einer Eingabefunktion f wird eine zweite Funktion fzugeordnet. Den Defintions-
bereich des Operators wollen wir hier nicht genau festlegen, sondern immer nur Fille betrachten, in denen
die Zuordnung problemlos ist. Die Transformation heifit ”Laplacetransformation” . Solche Integraltrans-
formationen haben wir in (2.2.5) eingefiihrt. Der Kern ist im Falle der Laplacetransformation gleich e?%.
Beachten Sie, dass man (2.3.3) nicht verwenden kann, da der Integrationsbereich unbeschrénkt ist.

(7.1.6) Schreibweisen:. Als Bezeichnung wihlen wir vornehmlich:

flp) =11 (p)

Die Umkehrabbildung (nach geeigneter Restriktion bzw. L!'—Klassenbildung) wird wie folgt bezeichnet:

76 = € [fw)] 0

(7.1.7) Die Berechnung der Umkehrabbildung werden wir spiter besprechen. Im Augenblick kann
man sich damit begniigen, dass man eine Tabelle von Laplacetransformationen aufstellt, und diese dann
in umgekehrter Richtung liest. Wir nehmen jedenfalls an, dass die Umkehrung in den betrachteten Féllen
moglich ist. In der Regel haben wir es mit L' — Klassen zu tun, die jeweils einen stetigen Vertreter haben
und den geben wir an.

(7.1.8) Beispiele: Wir rechnen einige einfache Beispiele, die wir spéter benstigen:

i) = S0 () =)@ = / Td1e

et

1
o> =—  sofern Rep>0!
-D p

(7.1.9) Als nichstes transformieren wir sin und cos. Wie {iblich gehen wir zu f(t)=e™! iiber.

4(p) L[ot)e™t] (p) = £ [¢*] (p) :/ dreliw—p)t
0
(iw—p)t 1
= e‘ |80 = - sofern Rep>0.
Ww—p p—iw

In beiden Féllen ist das Integral in der rechten Halbebene konvergent. Zerlegung in Real- und Imaginérteil
gibt sofort:

leos(t)] () = etz Lleos(wd)] (0) = 22

Die §—Funktion im Argument von £ lassen wir also in der Regel fort.

(7.1.10) Elementare Eigenschaften:

Die iiblichen elementaren Integrationsregeln - wie Linearitét - fithren zu einer Reihe naheliegender ele-
mentarer Eigenschaften der Laplacetransformation, die wir hier nicht zusammenstellen. Sie finden sich in
jeder einschligigen Formelsammlung. Ein Beispiel, das wir spéter benotigen: Zu f(t) gehore die Laplace-
transformation f(p). Wie sieht dann die Laplacetransformation von g(t)=e~ f(¢) aus? Man fndet sofort

i) - | Cdte e (1) = i " dte P () = f(p + a)

0 0
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(7.1.11) Neuartige Eigenschaften

Wir kommen zu einer Reihe von Eigenschaften der Laplacetransormation, die sich als hauptsichlicher
Ausgangspunkt ihres mathematischen Nutzens herausstellen. R

(7.1.12) Sei f eine stiickweise glatte stetige gegebene Funktion mit Laplacetransformierter f. Hat dann
auch die Ableitung eine Laplacetransformierte und wenn ja, wie sieht die aus? Wir rechnen

/ h dte Pt (t)

0
= [e P[]y +p/dte_ptf’(t)
= —f(0") +pf(p)

Das ist bemerkenswert: Die Ableitung geht iiber in eine Multiplikation (mit p) und hinzu kommt der ” An-
fangswert” der f(0) der Funktion, genauer der rechtsseitige Grenzwert f(0) = lim, ¢ 20 f(z). Entsprechend
folgt sofort:

LI} (p)

LI (1) (p) = —f/(07) — pf(0F) +p* f(p)

(7.1.13) Aus Ableiten wird Multiplikation mit der Variablen. Das legt folgende Strategie fiir das Losen
von Differentialgleichungen nahe. (D ein Differentialoperator mit Differentialgleichung D [y] = g)

Dy =g  ~W gl

Indem man in den Raum der Laplacetransformierten iibergeht, wird aus der Differentialgleichung eine reine
algebraische Gleichung. Ist diese gelost, erhilt man durch Riicktransformation die gesuchte Losung der
Ausgangsdifferentialgleichung!

16.7.2 Zwei Beispiele

(7.2.1) Der getriebene Oszillator:Wir illustrieren das Vorgehen am Beispiel des harmonischen Oszil-
lators. Das Problem sei

y'(t) + 20y (t) + wiy(t) = f(t) mit AW y(0) = yo , y'(0) = vo.

Durch Laplacetransformation (=Anwenden der Laplacetransformation auf beide Seiten der Gleichung)
wird daraus nach den elementaren Regeln

(P*U(p) — pyo — vo) + 20p(H(p) — Yo) + wiTi(p) = G(p).

Die Anfangswerte sind hier bereits mit eingebaut. Die Gleichung ldsst sich elementar nach der gesuchten
GroBe y(p) auflosen:
9(p) + (p+2p)yo +vo

P2+ 2p + wi
Riicktransformation liefert die gesuchte Losung. Wir beschrinken uns als Beispiel auf den homogenen Fall,
also g(p) = 0. Dann nehmen wir noch eine von den Partialbriichen vertraute Umformung vor und finden mit
w? =p? —wi

y(p) =

i(p) = — 2+ P PYo + Vo
P+pP+w?  (p+p)?+w?

Unsere Beispiele aus (7.1.9-10) fiir Laplacetransformationen zeigen

y(t) =" {yo cos(wt) + Yot %o sin(wt)}
w

Das ist unser vertraute Resultat aus Kapitel 7!
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(7.2.2) Bitte beachten Sie, dass sich die Losung im Laplaceraum allgemein wie folgt schreiben lisst:

o~

5(p) = G(p) - {F0) + (P + p)yo + o |
Dabei wird G(p) durch die Differentialgleichung festgelegt. f(p) beschreibt die duflere treibende Kraft,
die Inhomogenitéit und der Rest gibt den Einfluss der Anfangswerte. Das ist eine einfache algebraische
Struktur die die verschiedenen Einflussgrofien sammelt und auftrennt! ( Der Buchstabe G stammt von der
Bezeichnung ” Greensche Funktion” fiir derartige Objekte.)

Also: Die Laplacetransformation macht aus der Differentialgleichung eine einfache
algebraische Bedingungsgleichung, in die die Anfangswerte bereits automatisch mit
eingebaut sind.

(7.2.3) Gibt es dabei Bedingungen, die in unser Beispiel wesentlich mit eingingen? Ja, die Differentialgle-
ichung muss linear mit konstanten Koeffizienten sein. Und der Konfigurationsraum sollte eindimensional
sein. Die erste Bedingung ist offensichtlich nicht zu umgehen. Bei der zweiten kann man erwarten, dass man
sie mit Matrixmethoden umgehen kann.

(7.2.4) Ein Wirmeleitungsproblem: Jetzt noch ein deutlich anspruchsvolleres Beispiel aus dem Bere-
ich der partiellen Differentialgleichungen.

(7.2.5) Wir betrachten ein zeitabhéngiges Temperaturfeld auf einem eindimensionalen Triger (”isolierter
Draht”). Das Feld sei

(t,z) — u(t,x) = Temperatur am Orte x zurZeit t.

Dieses Feld geniigt der ” Wirmeleitungsgleichung”
1
wg(t,x) = ?um(t, x).

Die materialabhingige Gofle a:ég heifit ” Temperaturleitzahl”. Jetzt miisen wir noch Anfangs- und Randbe-

dingungen vorgeben. Wir erwarten, dass folgende Konfiguration ausreicht, das (zeitabhiingige) Temperatur-
feld zu bestimmen:

e Der Punkt x=0 wird dauernd auf einer Temperatur Ty gehalten. Also u(t,0)=T;.
e Bei t=0 hat der Draht fiir x>0 die Temperatur Ty. Also u(0,x)=T fiir x>0.

e Bei t=x=0 liegt eine Unstetigkeit vom Einschalttyp vor.

Graphisch:

u(t0)=T,

u(t,x) 22?

X

u(0,x)=T,

Wir erwarten, dass der Rest des Feldes durch die Differentialgleichung bestimmt wird.
(7.2.6) Wir beginnen - das ist die Idee - damit, dass wir die Wérmeleitungsgleichung in t (nur in t!)
Laplace-transformieren. x bleibt als duflerer Parameter. Damit folgt

~ 1 R T
pU(P,SC):FUm(p,z)wLTO und u(p,()):?l_

Fiir t=0 ist ja bereits u,(0,z) = 0. Jetzt Rollenwechsel: f(x)=u(p,x). D.h. u unabghiingige Variable und p
duerer Parameter. Fiir f folgt eine (inhomogene) Oszillatorbedingung;:

f"(x) = B7pf(z) = B°To.
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Mit der Faustregel finden wir die Losung. Dabei ist aus physikalischen Griinden im allgemeinen Anteil der
homogenen Losung nur die exponentiell fallende Losung zuléssig. (Die Losung liefert ja das Temperaturver-

halten entlang des Drahtes!)

F(@) = lp,a) = 0 oA

(7.2.7) Das ist jetzt mit der inversen Laplacetransformation zuriickzurechnen. Die Tabelle liefert uns:

u(t,z) = Tob(z) + (Th — Tp) erf 0(26—\2)

Dabei ist die eingefiihrte Funktion wie folgt definiert:

erf e(y \/_/ t_t—l——/ t_t—l—erf()

u(t, ) = 0(@) (Ty + (To - Ty) erf(£5))

D.h. das c in erfc steht fiir ”complementary” und erf fiir ”errorfunction”.
(7.2.8) Einige Bilder: t zunehmend, fix, Ort variabel, § = 2, T; = 1,7y = 0. Die Zeiten sind t=1,2,10
und 100:

Also

1.4
1.2

0.8
0.6 1
0.4
0.2

Jetzt gehen wir nach x=1 und betrachten dort die Zeitabhéingigkeit der Temperatur:

0.6 7]
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

16.7.3 Die allgemeine Faltung

(7.3.1) Wir betrachten die folgende Grundkonfiguration allen Beobachtens und Messens: Wir messen den
Wert einer bestimmten Grofle, die den Zustand eines Systems beschreibt. Die moglichen Systemzustinde
werden durch den Wert einer reellen Zahl z beschrieben. Bei jeder Messung ist ein Messfehler f vorhanden,
so dass nicht z, sondern b=z+f beobachtet wird. Es gebe eine Wahrscheinlichkeitsdichte df-w(z,f), die die
Wahrscheinlichkeit angibt, bei der Messung auf einen Zustand mit Systemgrofie z und Fehler zwischen f
und f+df zu stolen, wenn man mit dem Systemwert z startet. Schliefilich gebe es eine Haufigkeitsverteilung
dzh(z) fiir die wahren Zustandswerte. Dann ist dzdf-w(z,f)h(z) die Haufigkeit dafiir, bei der Messung auf ein
Paar (z,f) zu stofilen. Der wahre Zustandswert ist z, man mifit aber b=z+f
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(7.3.2) Jetzt das Problem: Wie grof ist jetzt die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Messwert
b zu beobachten? Als einen Beobachtungswert zwischen b und b+db zu finden?

(7.3.3) Da b=z+{ ist, miissen wir nach der allgemeinen Substitutionsregel im (zweidimensionalen) z-f-
Raum neue Variable einfiihren, wobei eine davon b=z+f ist. Wir nehmen als zweite neue Variable die alte

Varisble z Dann ist A = 1, (Betrag!) wie man sich leicht iiberzeugt und wir finden:

dzdfw(z, f)h(z) = dbdzw(z,b — 2)h(z)

Bild Verteilung

Messfehler

b=z+f Breite db

Zustandswert

1 2 Z

-1 /
Beobachteter Wert zwischen 1.5 und 1.6
Bild Punkteschwarm
(7.3.4) Integration iiber z gibt die gesuchte Verteilung fiir die Dichte der Beobachtungsgrofe b:
dbA(b) = db / dzw(z,b— 2)h(2).
R

(7.3.5) Macht man jetzt die Annahme, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit w nicht vom Zustandswert z
abhéngt, dass also w(z,f)=g(f) gilt, dann folgt

B(b) = / dz - g(b — 2)h(z)

(7.3.5) Das ist eine inhaltliche Interpretation des Faltungsintegrales, eines Integraltyps, den wir bereits
beim Input-Output-System vorgefunden haben. Bei der neuen Herleitung fehlt die Kausalititsbedingung,
die zusétzlich g(z)=0 fiir z<0 verlangte.

(7.3.6) Was ergibt die Laplacetransformation eines Faltungsintegrales? Wir nehmen zunfichst
nur an, dass f(t)=0 fiir t<0 ist. Wir bilden die Faltung von f mit g und fragen, ob die dabei entstehende
Funktion auch eine Laplacetransformation besitzt. Das legt folgende Rechnung nahe:

F(t)

[ ausa—wotw)

o} o) t
/ dte P'F(t) = / dt/ due P f(t — u)e Plg(u)
0 0 —o0

Jetzt nehmen wir auch g als kausal an, also vom Einschalttyp. Dann wird das u-Integral zu fot du...
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Schliefilich nehmen wir weiter an, dass der Integrand absolut integrabel ist, so dass wir Fubini-Tonelli
anwenden konnen und die Reihenfolge der Integrationen vertauschen diirfen:

F(p) = / dte Pt :/ du/ At £t —w)e Phg(u)
0 0 u

/O " du / " dse () () =
/ " due"g(u) / " dse? £ (s) = 50) )

0 0

(7.3.7) Ein bemerkenswertes Resultat: Unter der Laplacetransformation geht die Faltung
(zweier kausaler Funktionen) in eine einfache Multiplikation iiber.

S

—s —s 2
(7.3.8) Beispiele: f01 e Stdt = —¢——=1 (e 571) , Is Laplace transform of

—p_ 2
, Is Laplace transform of M Dirac (t)
P
Heaviside(1—x)

Heaviside(1 — z), Laplace transform is: .

16.7.4 Die Umkehrformel der Laplacetransformation

(7.4.1) Kann man die Laplacetransformation umkehren? Zunéichst ist hierzu nochmals zu bemerken, dass
die Zuordnung f +— fsicher nicht eindeutig ist. Andert man f auf einer Menge vom Mafe Null ab, so éndert
sich das definierende Integral nicht. Also kann man hochstens mit den iiblichen L!-Klassen #quivalenter
Funktionen arbeiten. Enthilt so eine Klasse aber einen Verteter in Form einer stetigen Funktion, dann ist
das sicher der einzige Vertreter und wir arbeiten mit diesem Vertreter. (Unterscheiden sich zwei Funktionen
in einem Stetigkeitspunkt, dann ist ihre Differenz in einem kleinen Intervall ungleich Null und das hat ein
Maf3>0). Enthilt die Klasse einen stiickweise stetigen Vetreter, dann nehmen wir an, dass die Werte an den
Sprungstellen nach einer geeigneten Regel bestimmt sind und wéhlen diese Funktion als Vertreter.

(7.4.2) Die angestrebte Umkehrformel der Laplacetransformation soll uns in diesem Sinne immer einen
geeigneten Vertreter der jeweiligen Klasse liefern. Erneut wollen wir den genauen Definitionsberich von

-1
£ nicht festlegen. Wir gehen nach Bild€ , nehmen also an, dass wir eine Funktion F'(p) = fooo dte P f(t)
vorgegeben haben, die holomorph ist fiir Rep>p( und fragen, ob wir fiir dieses F von F nach f zuriickgelangen
konnen.
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(7.4.3) Dazu wiihlen wir ein reelles v > pp und bilden das folgende komplexe Wegintegral:

‘ ) Integrationsweg
2(y)=y+iy —
+iR d
IR( ) ,;Y iR 271:1 IPF( )
%‘ y X Man integriert parallel zur
imagindren Achse in der
‘ Holomorphiehalbebene von F
7Holomorphiebereich

Das zugehorige Szenenbild sollte man sich gut einpréigen. Nach dem Integralsatz miisste das Resultat unab-
hiingig von der Wahl von ~ > pg sein. (Sofern F mit wachsendem Imaginéirteil ausreichend stark abféllt.)

Laut Annahme verlduft der Weg ganz im Holomorphiebereich von F, ist also als Weg eines komplexen
Wegintegrales zuléissig. Jetzt setzen wir die Darstellung von F ein, parametrisieren durch p(y) = v + iy und
vertauschen zuléssigerweise nach Fubini-Tonelli:

/ _pexp/ dte Pt f(t) / / dte®=D0Fw) £ ()
~—iR 27T'L 0 R 271'

(') R
_ / dtf(1)els=D / Y iy(a—t)
0 _R 2T

Abschiitzen des Integranden gibt ja sofort €?¥e™7 |f(¢)|. Und das zugehorige iterierte Integral existiert.
Jetzt rechnen wir das innere Integral, das vom Hauptwerttyp ist, aus und finden:

IR(JJ)

R

dy 1 1

/ Wt = —__~ .9 sin(R(x —t))
_p2m 2m iz —t)

Einsetzen gibt:

In(z) = i/oodtf() )vw_l/wduf(u+x)e—vu

T —1

= ([ [l e 2L

Das ist ein Ausdruck dessen Verhalten fiir grofie R wir in (5.3.15) bereits diskutiert haben.
Fiir R nach unendlich zeigt dieser Ausdruck folgendes Verhalten fiir stiickweise stetiges f:

sin( Ru)
u

0 fir x<0
limg .oolp(x)=¢ 2f(01) fir x=0
Hf@r0)+ fle—0) fir x>0

O Begriinden Sie die obere Zeile (x<0)! Denken Sie an [;~ = [, "+ [~ .

(7.4.4) Beachten Sie: Es liegt eine Integraldarstellung vor, die auch bei stetigem Integranden unstetig
von einem Parameter abhéngt! Das wiederspricht den fritheren Aussagen nicht, da der Integrationsweg
unbeschrénkt ist.

(7.4.5) Und damit haben wir tatsichlich unsere Umkehrfunktion, die einen Vertreter der zugehérigen
Klasse liefert. Man kann die Resultate geeignet interpretiert durch folgende Formeln zusammenfassen:

(p) = [y dee P f(z) = £[f(2)](p) | = = [ dpetreF(p) = £ [F(p)] (x)
2l > Po
F holomorph in Rep>po

f kausal und stiickweise stetig
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Die rechte Seite enthilt die von uns gesuchte Umkehrformel.
[0 Was fehlt noch fiir den Fall, dass man von einem F ausgeht, auf das die Formel anwendbar ist, fiir das man

jedoch kein urspriingliches f vorliegen hat.

(7.4.6) In einfachen Fillen kann man den zu I gehorigen Weg schlieflen, das Integral mit dem Residuen-
satz ausrechnen und das Resultat der Umkehrformel direkt verifizieren.

(7.4.7) Beispiel: Sei F(p) = p_lpo ein einfacher Pol. Dann ist F in der Halbebene Re(p) > Re(poy) holo-
morph und v > Repg ist zu withlen. Unser Integral ist im Zweifelsfall immer zuniichst als Hautwertintegral
zu interpretieren:

— = lim -
Lo 2mMip—py R—oo J_p 2w (v+1iy) — po

/’Y+ioo dp etpT i /R dy et(Y+iy)z
~

Wir wollen dies Integral durch einen Halbkreis r(t) = v+ R-e' schlieBen und die Residuenmethode anwenden.
Kritisch ist in dem Faktor ¢*fi¢"" = grficost . gieRsint qor Beitrag e?? ()., Fiir x>0 ist daher iiber die linke
Halbebene zu schlieflen, fiir x<0 dagegen iiber die rechte. Dann gilt erneut Jordans Lemma. (Wegen des
fehlenden i in eP* statt e um 90 Grad gedreht!) Man kann das Integral iiber die Rsiduenmethode
ausrechnen. Da v > Re(pg) zu wihlen war, ergibt das fiir den Schluss in der rechten Halbebene Null, links
dagegen 27i - ePo?. Fiir x = Re(pg) schliefllich hat man wieder die Halbierungsregel anzuwenden. Also

epPo” fiir x>0

_ ytico dp etrr 1 . _
flz) = f,y_ioo P 5 fiir x=0
0 fiir x<0

16.7.5 Integraldarstellungsansatz fiir eine Differentialgleichung

In vielen Fillen ist es niitzlich, Differentialgleichungen mit Hilfe eines Ansatzes vom Laplacetyp zu 16sen.
Also nicht die Differentialgleichung selbst zu transformieren, sondern mit einem Ansatz vom
Typ der Umkehrformel (der Laplacetransformation) in die Ausgangsgleichung einzugehen. Wir
illustrieren das am Beispiel der (nicht trivialen) Gleichung

y"(x) + exy(x) =0,

die wir in Kapitel 7 ausfiihrlich mit Hilfe der Potenzreihenmethode behandelt haben. Jetzt machen wir den
Ansatz

y(x) = fol@) = [, s> F(p).

Dabei soll ¢ ein noch geeignet festzulegender Weg in der komplexen Ebene sein.
Wie sind ¢ und F zu wiihlen, damit eine Losung der Ausgangsgleichung entsteht? Einsetzen gibt einerseits
(wenn Integration und Ableitung vertauschen):

f(x) = / B v ()

211

und andererseits

cofia) = [ 55 (e ) Fo) =<l PO, ~ < [ B F)

- 5. €
2w e 2

Der Integrationsweg in der komplexen Ebene ist so zu wihlen, dass die Randbeitrige verschwinden, aber
auch so, dass das Integral insgesamt nicht verschwindet. (Diese Forderung behalten wir im Gedéchtnis.) Wie
ist F' zu wihlen? Die Differentialgleichung ist erfiillt, wenn die Ansatzfunktion F folgende Beziehung erfiillt.

p*F(p) —eF'(p) = 0.

Das ist eine leicht losbare Differentialgleichung mit der unmittelbar erkennbaren Losung

F(p) = exp(gp?’)
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Der zusitzlich mogliche Faktor bringt uns nichts. Damit ist der Integrand bestimmt. Es fehlt noch die
Festlegung des Weges c. Unsere Losung lautet:

) = J, e i
Zur Festlegung des Weges diskutieren wir den Betrag des Integranden. Fiir x=1 und € = —1 etwa erhalten

wir das nachfolgende Bild, wobei die Bereiche hohen Betrages ausgespart sind, also die drei Berge. Setzt man
p=Re’® an, so zeigt das iibliche Dominanzargument, dass der Integrand fiir groBe R exponentiell nach Null
geht, sofern e cos(3a) < 0 gilt! Fiir ¢ = 1 gibt das die drei Sektoren —% < o < & sowie —%:I:%’T <a< %:I:%’T.
Damit versteht man das Verhalten des Integranden: Die drei groflen dunklen Bereiche sind die Bereiche, in
denen der Integrand wie soben iiberlegt nach Null geht. (Einige Feldewerte sind noch mit angegeben.)

Mit diesem Wissen ist es leicht, geeignete Wege (in der komplexen Ebene) zu finden. Wir benotigen
zwei unabhéngige Losungen und die konnen wir mit folgenden Wegen realisieren: Der Weg kommt entweder
aus dem Sektor links oben bzw. rechts unten («a = :I:QT”) und geht iiber den Bereich um den Ursprung
herum auf der positiv reellen Achse nach +oo. Natiirlich lassen sich die Wege noch deformieren, da nirgends
im Integranden Singularititen auftauchen. Nur die Enden (im Unendlichen) miissen fest bleiben. Denn
durch diese Endwahl erfiillen wir unsere verbliebene Bedingung, dass die Randbeitrége (bei der partiellen
Integration) verschwinden. Eine dritte besonders interessante Losung erhalten wir, wenn wir von links unten
nach rechts oben gehen.

O Berechnen Sie fiir g(z) = eP>=3%" die Betragsfunktion (z,y) — |g(z +4y)| und iiberzeugen Sie sich, dass das
nachfolgende Computerprogramm die Berechnung leistet.

PROCEDURE Sfeld[(X,Y]
TRY
r=5SQRp"2+Y"2)
cs=X[r
sn=Y[r
er=r*P*cs-113*r*3%cs*3+r* 3% cs*sn™2
ew=r*P*sn-r*3*cs*2*sn+113*r*3%sn*3
5 = EXPler] * SAR[[COS[ew]] ~ 2 + [SIN[ew]] ~ 2]
CATCH
RETURN

Es zeigt sich, dass man mit Hilfe einer derartigen Integraldarstellung die Losungen einer Differentialgle-
ichung haufig sehr gut in den Griff bekommt.
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