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Kapitel 9 AuBBere Algebra und Determinante.

9.1 Die duflere Algebra eines Vektorraumes

9.1.0 Vorbemerkung

Was folgt alles aus einem Axiomensgstem, etwa dem fiir Vektoren? Und - ebenso wichtig - was kann man
nicht folgern? Das sind schwer auszuschopfende, aber, spannende und komplizierte Probleme. Man denke
an den Klassiker dieses Fragetyps, das Parallelenaxiom. Man war sich intuitiv sicher, dass es aus den iibrigen
Axiomen folgen miisse, hielt die Alternative nicht fiir denkbar. Bis man zeigte, dass die Existenz der eindeutig
bestimmten Parallele keineswegs ableitbar war. Das Denkbare muf keineswegs immer auch tatséchlich sein.
In unserem Fall haben wir zunéchst iibliche Eigenschaften der Vektorrechnung gefolgert, etwa die Existenz der
Dimension oder den Basisergiinzungssatz. Aber es folgt auch die Existenz ganz neuer zugehésriger Objekte,
wie etwa die des Dualraums. Wir haben es hier erneut mit einer Form von Determinismus zu tun. Groflen
wie ein Skalarprodukt oder eine Norm kann man dagegen nicht herleiten, man muss sie iiber zusétzliche
Axiome einfiihren. Im vorliegenden Kapitel soll ein weiteres mathematisches Objekt besprochen werden, das
zu jedem Vektorraum gehort, durch ihn determiniert wird, die duflere Algebra des Vektorraums. Das ist eine
algebraisches Objekt, mit einer Reihe niitzlicher Eigenschaften. Genauer gesagt ist sie eine Vergréfierung des
Ausgangsraumes mit einer zusitzlichen Produktbildung. Die neuen Vektoren beschreiben so etwas wie die
Teilriume desAusgangsraumes! Und die Multiplikation bildet eine Verallgemeinerung des Vektorproduktes,
das in der urspriinglichen Form nur in drei Dimensionen definiert werden kann.

Im Zusammenhang mit der gedanklichen Analyse der Vektorrechnung sind noch einige Probleme offen:
Welche der uns aus dem geometrischen Anschauungsraum geldufigen Eigenschaften folgen aus den Axiomen
und welche tun das nicht? Wenn sie nicht folgen, dann miissen wir die Axiome geeignet erginzen.

Dieses und das néchste Kapitel sollen hier weitere Klarheit bringen. Winkel und Léngen etwa verlan-
gen zusitzliche Axiome, wie wir in Kapitel 10 besprechen werden. Dagegen ist es moglich, bereits mit
Hilfe der Vektorraumaxiome - genauer der jetzt einzufithrenden #ufleren Algebra - eine Inhalts- und Orien-
tierungsvergleich vorzunehmen.

Die duflerer Algebra fiihrt uns auf die Determinante, das ist eine Zahl. die einen Endomorphismus bzw.
eine Matrix charakterisiert. Auf solche Determinanten st68t man zunéchst hdufiger beim Rechnen. Unsere
Analyse zeigt, weshalb das so ist, gibt diesen Rechengréfien eine inhaltlich geometrische Bedeutung. Mit
Hilfe der &ufleren Algebra ist es weiter moglich, eine Reihe geometrischer Sachverhalte zu algebraisieren. Also
geometrische Eigenschaften, die man iiblicherweise mit Worten und langen Konstruktionsbeschreibungen
formuliert, in Formeln umzuwandeln.

Aber die duflere Algebra hat nicht nur die Funktion, zu zeigen, was aus den Axiomen alles folgt. Im
wichtigen Bereich der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gewinnt sie unter dem Stichwort Differentialfor-
men fiir die moderne Mathematik eine enorme Bedeutung. Auch dort erlaubt unser Vorgehen, benétigte
Strukturen besser und inhaltsbezogener zu verstehen.

Eine weitere wichtige mathematische Struktur, die unmittelbar aus den Vektorraumaxiomen folgt, ist das
Tensorprodukt. Wir fiihren es am Ende von Kapitel 9 analog zur dufleren Algebra ein. Mathematisch
besteht zwischen beiden Objekten ein tieferer Zusammenhang, auf den wir hier aber nicht eingehen.

Abschlieflend sei auf eine allgemeine Botschaft verwiesen, die das vorliegende Kpitel iibermittelt: Kom-
plexe Fragen zu bestimmten Objekten, hier den Vektoren, werden mathematisch seltener direkt, durch di-
rektes Rechnen, als iiber den Umweg neu konstruierter Strukturen gelost und verstanden. Beispiele solcher
Strukturen sind de Dualraum und die dufl ere Algebra und das Tensorprodukt.

9.1.1 Algebren: Vektorrdume mit zusitzlicher
Multiplikation

(1.1.1) Definition: Sei (V,+,-.%) ein Vektorraum iiber dem (kommutativen) Korper K mit einer zusét-
zlichen inneren Multiplikation xV x V' — V. Zusiitzlich soll diese Verkniipfung multipliktiv bilinear sein.
D.h., es soll gelten:

(z4y)sz=xx2+y*xz zx(y+z)=x*xy+x*xz allexyzecV Distributivgesetze
(Az)xy =z * (Ay) = Mz *y) alle A € K und x,ye V Homogenitét




(1.1.2) Beispiele: 1) V3 mit Vektorprodukt, das Paradebeispiel. 2) Matx (n,n) Ring der quadratischen
Matrizen iiber K 3) Sei X nicht leere Menge und §(X)=F(X,K) die Menge aller Abbildungen X—K.
Wertemengeniibertragung macht daraus eine Algebra iiber K. Die Skalarfelder G— R bilden einen wichtigen
Spezialfall.

(1.1.3) Zusitzliche Eigenschaften der Produktbildung werden wie iiblich dem Namen hinzugefiigt: As-
soziative Algebra, kommutative Algebra, Algebra mit Eins usw. Die Dimension einer Algebra ist die Dimen-
sion des zugehorigen Vektorraums. Auf die mit der Algebrastruktur verbundenen Routineprobleme - speziell
die Ubertragungsprobleme (vgl. Kap.4.2) - gehen wir hier nicht ein.

(1.1.4) Der V3 mit dem Vektorprodukt ist weder assoziativ noch kommutativ! Stattdessen hat man
folgende Eigenschaften:

Antikommutativitat
(Txz2)+Zx (FxY)+yx(ZxZ)|=0| Jakobi-Identitéit

(1.1.5) Definition: Eine Algebra, die antikommutativ ist und die Jacobi-ldentitdt erfiillt, heifit Lie-
Algebra. Lie-Algebren haben fiir Mathematik und theoretische Physik enorme Bedeutung erlangt.

9.1.1a Zur Existenz reeller Divisionsalgebren

(1.1.6) Es liegt nahe, die Algebrastruktur mit der Korperstruktur zu vergleichen, insbesondere zu fragen:
Wann ist eine Algebra zugleich Korper. Eine Algebra ist ja immer auch Ring, eventuell nicht assoziativer
Ring. Man muss dazu ja nur die Multiplikation der Vektoren mit den Skalaren vergessen. Wann ergibt sich
so sogar ein Korper?

Das ist sehr selten der Fall, wie das nachfolgende Beispiel der endlichdimensionalen Vektorrdume iiber R
zeigt.

(1.1.7) Oder auch: Sei V endlichdimensionaler Vektorraum iiber R mit dimV=n. Kann man auf V eine
zuséitzliche Multiplikation (analog zum Vektorprodukt) einfithren, so daB V zu einem Korper wird? Der
entscheidende Punkt ist die Division, also die Moglichkeit die Gleichungen a * x = b und x*a=Db fiir a# 0
eindeutig zu losen. Teilen durch einen Vektor! Die Antwort sieht wie folgt aus:

e Ist n ungerade, dann ist das ausschliefSlich fiir n=1 moglich und es entsteht der Korper der reellen
Zahlen.

e Ist n gerade, dann ist das nur fiir n=2 und n=4 moglich. Fiir n=2 ergeben sich die komplexen Zahlen,
fiir n=4 die nicht kommutativen Quaternionen.

Fiir n=8 ist die Division erfiillbar, aber das Produkt ist weder assoziativ noch kommutativ (Oktonionen).

(1.1.8) Der Satz liefert erneut ein anspruchsvolles Beispiel unseres Themas Was wird durch was deter-
miniert? Der erstaunlich einfache Beweis wiederum illustriert den Nutzendes eingefiihrten Begriffsapparates
der linearen Algebra.

(1.1.9) Beweis fiir ungerade Dimension. Der nicht besprochene Teil fiir gerade Dimension ist
schwierig und anspruchsvoll.

Wir fithren den Beweis indirekt, nehmen also an, daf fiir V=R?"*! eine Multiplikation * gefunden
sei, die (V,+,%) zu einem Kérper macht. Fiir jedes a€V definieren wir die Abbildung ¢, = (V,z —
axx,V). Infolge der Bilinearitéit von * ist das ein Vektorraumhomomorphismus. Da V aber auch
Korper sein soll, ist diese Abbildung fiir a0 umkehrbar (y=a#x gibt x=a~lxy fiir a£0). D.h.
@, ist fiir a0 ein Isomorphismus. Oder:

Kerng, nichttrivial impliziert b=0. (*
Jetzt setzen wir fiir ¢, das Eigenwertproblem an, suchen also A € R und x€V mit x# 0, so dafl
V. (x) = Az gilt.

Die zu entwickelnde Theorie der Determinanten wird zeigen: Dies Problem hat fiir ungerade
Dimension immer eine Losung in R. ( Vgl.****)  D.h. wir haben die giiltige Gleichung ¢, (z) =
Az. Sei nun e€V die Korpereins, die es ja geben mufl und die Sie nicht mit 1€ R verwecheslen



sollten. Dann folgt ¢,(x) = a *x = A(e * ). Oder wegen der Bilinearitét (a — Ae) x x = 0. Das
heifit aber, dass ¢, = ¢,_. einen nichttrivialen Kern hat. Wegen (*) ist dann a = e fiir a# 0.
Jeder Vektor a ist skalares Vielfaches der Koérpereins! Oder V ist eindimensional und
somit isomorph zu R.

Nochmals kurz erginzt die routineméiflige Bearbeitung des Eigenwertproblems: Man fiihrt eine
Basis E. von V ein. Sei M die Matrix, die ¢, beziiglich dieser Basis beschreibt. Also ¢, (F;) = Xy Er My;.
Dann fiithrt ¢, (z) = Az auf das Gleichungssystem X;(My; — Adg;)x; = 0.

Hierbei sind A und die Komponenten x; unbekannt. Oder: Gesucht ist ein A, fiir das der Kern der Matrix
(My; — Adg;) nichttrivial bzw. der Rang nicht maximal ist.

(1.1.10) Schauen wir uns das den ungeraden Fall n=3 konkret an:

My — X Mo M3 Nicht maximaler Rang heif3t:
(My; — MNoii) = | Moy Moy — X Mog Spaltenvektoren linear abhéingig
M3y M3o M3z — A Also deren Spatprodukt Null!

Ausrechnen des Spatproduktes §; x (83 x §3) gibt folgende Gleichung, die als Bestimmungs gleichung fiir A
zu interpretieren ist:

0 = (=A% + (Mg + My + Mzg) (—))?
+ (M1 Moy — MyoMay) + My Msg — MigMsy) + (Mo Msz — MazMsa))
+ (M11 Moo Mog + Mo Moz Msy + Mig Moy Mzg — Myi MagMso + Mg Moo Mgy + Mio Moy Mss)

Beziiglich ) ist das eine kubische Gleichung, die immer eine reelle Nullstelle besitzt. Und daher hat das
eigenwertproblem die gewiinschte Losung. Die Koeffizienten des Polynoms sind iibrigens sehr gesetzmifig
aufgebaut. Genauere Inspektion lohnt sich.

9.1.1b Die basisabhingige Konstruktion von Algebren zu einem
gegebenen Vektorraum

(1.1.11) Es gibt also nur wenige Algebren, die Korper sind. Aber andererseits gibt es viel Algebren! Mit
Hilfe der folgenden Konstruktion erhélt man leicht alle Algebren fiir den endlichdimensionalen Fall. Das
Vorgehen ist weitgehend analog zur Konstruktion alle Homomorphismen von Vektorrdumen mit Hilfe der
Fundamentalidentitét:

(1.1.12) Sei (A,) Algebra iiber K der Dimension n und Eg,...,E,, eine Basis des zugehérige Vektorraumes.
Der Korper K sei kommutativ. Dann folgt mit biliear fiir X,Ye A:

(z,y) = X *Y = (ZiFBix;) * (SkEryr) = Sik(E; * Ex)ziyr = SineEochpriyp

Der letzte Schritt enthilt die iibliche Argumentation: Da E; x Ej € V ist, gibt es eine eindeutige Basis-
darstellung dieses Elementes usw..

(1.1.13) Die auf diese Weise eindeutig bestimmten Korperelemente cf, die Strukturkonstanten der
Algebra beziiglich der Basis E. Es sind n® Korperelemente - also eine Wiirfelmatriz - und sie sind durch
Algebra und Basis eindeutig bestimmt.

(1.1.14) Von links nach rechts gelesen, erlaubt die Gleichung die Berechnung des Produktwertes bei einer
vorgegebenen Algebra.

(1.1.15) Gibt man dagegen die Korperelemente cfk irgendwie vor und liest man von rechts nach links,
dann erhilt man eine innere Verkniipfung (X,Y) — X «Y in V. Man verifiziert unmittelbar, dass sie bilinear
ist, d.h. man hat eine Algebra konstruiert (deren Strukturkonstanten beziiglich der gegebenen Basis gerade
die ¢ sind). Damit hat man alle Algebren zum vorgegebenen Vektorraum konstruiert und das sind enorm
viele.

(1.1.16) Uberdies gilt, wie man sofort verifiziert:

o Ist F; x By, = Ey x E; fiir alle ik, dann ist die Algebra kommutativ.

o Ist (E; x Ej) x E, = E; x (E; x E},) fiir alle 1,j,k, dann ist die Algebra assoziativ.



e Gilt F x Ey, = Ey * E = FEj, fiir alle k, dann ist E neutrales Element der Algebra.

[0 Sei n=3. Wieviele Beziehungen sind daher zu priifen, wenn man nachweisen will, dass * assoziativ ist?
(1.1.17) Beispiel: Die Strukturkonstanten des Vektorproduktes beziiglich einer kartesischen Rechtsbasis
bilden den e-Tensor der Physik:

1 (ikl) zyklische Permutation von (123)
ch=eur=4 —1 (ikl) antizyklische Permutation von (123)
0 sonst

Also hat man folgende wichtige Formel fiir das Kreuzprodukt:

|f X Y = Y€€ rikTiYk-

(1.1.18) Ein Problem bleibt: Wie verhalten sich die Strukturkonstanten, wenn man die Basis wechselt?
Diese Frage behandeln wir im Rahmen der Tensorrechnung.
Unser Etappenziel:

¢ Gegeben der Vektorraum V der Dimension n mit Basis E.

¢ Konstruiere dazu iiber die Strukturkonstantenmethode eine Algebra der Dimension 2", mit
herausragenden Eigenschaften.

¢ und zeige, dass diese Algebra unabhiingig von der Basiswahl ist.

9.1.2 Die duflere Algebra eines Vektorraums

(1.2.1) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K. K sei immer kommutativ.
dimV=n und 1 = {1,2,...,n} eine Indexmenge, genauer die Indexmenge, die wir zur Indizierung der Ba-
siselemente von V verwenden.

(1.2.2) Sei R C I eine Teilmenge. Wenn wir R durch Aufzihlung der Elemente angeben, also R =
{41, .42, ...., it }, dann nehmen wir jetzt grundsitzlich wachsende Reihenfolge an, also i; < iy < ..... < ig.
Wir werden solche Mengen R gerne in Wortform schreiben, als R=i;is....ix oder spezieller R=1246. Dagegen
ist R=2164 unzuléssig. Weiter sei |R| gleich der Anzahl der Elemente und R’ das Komplement von R in I.
Es gibt 2™ Teilmengen von I. Darunter (Z) mit genau k Elementen.

(1.2.3) Beispiel fiir n=5und R={1,3,4}. Also R’={2,5} und |R|=3. Es gibt 10 Teilmengen R mit |R|=3.
In der Wortschreibweise ist R=134.

(1.2.4) Jetzt sei (eg) mit RC I eine Familie von 2" noch nicht weiter spezifizierten Objekten, die wir als
Basis eines Vektorraumes iiber V interpretieren wollen. Wir bezeichnen diesen Raum mit AV. Er besteht
mithin aus allen formalen Linearkombinationen der eg.

AV = {ERGTQR|05R e K,RC I}

Das ergibt in der iiblichen Weise ein Vektorraum iiber K mit Basis e und daher der Dimension 2".

(1.2.5) Um daraus eine Algebra zu machen, geniigt es, die Produkte der Basisvektorer festzulegen. Wir
wollen die Multiplikation mit A bezeichnen (gelesen Dach ) und miissen dazu festlegen, welchen Wert eg Aeg
haben soll.

(1.2.6) Die folgende genialische Konstruktion leistet eben dies. Nochmals: Es ist leicht eine Algebra
anzugeben, aber schwer, eine zu finden, die herausragende Eigenschaften hat.

Fiir s,tcl definieren wir eine (.= 10 ffu11; ?jt
Hilfsfunktion e(s.t) durch esb)= alls s
—1 falls s>t

Ettwa £(3,2) = —1 und £(1,4) = 1.
(1.2.7) Damit sei ( II steht fiir Produkt aller... analog zu X):

| er N es=(Il,cr ses (1, 5))erus- ‘




D.h. alle bis auf héchstens eine der Strukturkonstanten ( R und S fest) sind Null. Und diese ist auch noch
Null, falls RNS# (). Denn dann enthélt der Vorfaktor einen Faktor e(r,r)=0 . Also

che =0 fir T#RUS oder RNS # 0.
er Nes = cepus fir RNS =0 und ¢ = £1.

(1.2.2) Beispiele:

eqyfeny =0 epspAepay = (1)(1)(=1)(1)eqiz3ay usw.

eg soll neutrales Element sein. Das ist mit der vorangegangenen Definition vertréglich wegen RUJ=R und
RO = 0.

Ist |R|+|S|>n, so haben R und S mindestens ein Element gemeinsam, so dass immer e A eg=0 ist.

(1.2.9) Damit haben wir AV zu einer Algebra iiber K gemacht.

(1.2.10) Die Algebra hat die Dimension 2. Welches sind ihre weiteren Eigenschaften? Hierzu gehen wir
die iiblichen Fragen durch (vgl. Kap 3.1):

(1.2.11) Vertauschen von Faktoren.

egNes = Ile(r,s)erus  esher =1le(s,r)esurg RUS =SUR.

Man sieht: Enthélt der eine Vorfaktor eine Null, etwa e(k,k)=0, so der andere auch. Enthélt der eine ein
+1=¢(i,j), so der andere ein -1=¢(j,i). Folglich gilt immer

‘ er Nesg=(-1)Pleg Aer  wobei r=|R| und q=|S|. |

Ist p oder q gerade, so vertauschen die beiden Faktoren. Sind p und q beide ungerade, so antikommutieren sie.
Durch Linearkombinationsbildung kann man das Problem der Vertauschung beliebiger Vektoren behandeln.
Etwa (8{34} —1-8{4})/\6{1} =erA (8{34}—6{4} )

(1.2.12) Assoziativitéit. Wir rechnen beide Seiten aus:

erNegNer) = erAN(IL,e(s,t))esur = (Ige(s, t))(ne(r,n))erurur

Das ist Null fiir SN'T# 0. Sonst wegen neSUT, also n€ S oder neT ...... = (Ie(s, t))(I1e(r, s))(Ie(r, t)) . Die
Rechnung fiir die andere Seite ergibt offensichtlich dasselbe. Das eingefiihrte Produkt A ist assoziativ.

(1.2.13) Neutrales Element / Inverse Elemente.

ep ist neutral, wie bereits erwihnt. Inverse Elemente kann es in der Regel nicht geben. Wir werden dies
noch genauer verstehen.

(1.2.14) Multiplikative Generatoren (Atome). Wir betrachten die einelementigen Teilmengen von I.
Ist allgemein R={i1,.....,Jx} mit iy < iz < ... < iy, so gilt R={i; }JU{i2} U ...... U {ir}. Nach unserer Regel ist

€11} \e{iy, . ix} = e(i1,42) ... e(i1,ik)er = er.

Setzt man das induktiv fort, so ergibt sich folgende Formel:

‘eR:e{ilwik}:e{il} A€figy Ao N gy} ‘ i} < iy < ... < nicht vergessen

(1.2.15) Man kann also alle Basisvektoren mit Hilfe der Dachmultiplikation auf die ef; zurtickfiihren. Ist
|R|=k, so hat man genau k dieser atomaren Faktoren. Jede Produkt mit mehr als n derartigen Faktoren ist
Null.

(1.2.16) Wir verallgemeinern und formalisieren diesen Sachverhalt wie folgt: Die Gradierung von AV:

¢ Es sei k eine ganze Zahl mit 0<k<n. Dann gibt es genau (Z) Basisvektoren ep mit |R|=k.

Diese spannen einen Teilraum von AV auf, den wir mit /k\V bezeichnen.
¢ Die Elemente dieses Teilraumes nennen wir auch k-Vektoren.

¢ /\V selbst ist die direkte Summe dieser (n+1) Teilrdume.

¢ Jeder k-Vektor mit k>n ist derfinitionsgeméfl Null.



Die Zahl k entspricht dem Grad bei Polynomen.
0 1
(1.2.17) Als Beispiel stellen wir die Struktur von AV fiir V=V? genauer dar. Also AV = (/\V) A (/\V) A

(Av) n (Av).

Grad k | Raum Basis Allgemeiner k-Vektor

0 ?\V =K | e epQ

1 /I\V =V | ey, €23, €43} a=er1yaite(aaateraan

2 AV €{12}, €{23}, {13} Z=e[12)12+€{231 X23+€{131 {13}
3 /?’\V ef1231 =eq1y Aegay Aegay | ey Aegay Aegzranas

(1.2.18) Die Zerlegung von AV in die Teilriume der k-Vektoren ist kanonisch, nicht weitgehend willkiirlich
wie die iibliche Zerlegung von Vektorrdumen in direkte Summen. Bildet man das Dachprodukt eines p
Vektors mit einem g-Vektor, so entsteht laut Konstruktion ein (p+q)-Vektor. Ist dabei p+q>n, so entsteht
notwendig der Nullvektor. Der Nullvektor ist der einzige Vektor, der in Rdumen mit unterschiedlichem k
liegt.

(1.2.19) Im Schema haben wir bereits zwei kanonische Isomorphismen angedeutet. Der Raum der Nul-
lvektoren ist isomorph zum Koérper K. Man hat (ega)A(epB)=ep(aB). Man identifiziert die beiden Réume.
Ebenso identifiziert man e; mit e(;;, was eine Identifikation von V mit dem Raum der Einsvektoren
bedeutet. Damit sind der Kérper K und der Ausgangsraum V beide als Teilrdume in AV
enthalten, darin eingebettet.

¢ | Zusammenfassung;:

Zu gegebenem Vektorraum V der Dimension n haben wir

eine Algebra AV der Dimension 2" konstruiert. Sie ist

direkte Summe der Rdume der k -Vektoren.
Die Algebra wird duflere oder Grassmannsche Algebra von V genannt.
AV ist eine assoziative Algebra mit neutralem Element.

AV enthilt K als Teilraum der Nullvektoren

und V als Teilraum der Einsvektoren.

¢
¢
¢
¢

(1.2.20) Das zur formalen Seite unserer Konstruktion. Was aber soll sie inhaltlich intuitiv bedeuten? Sei
wieder RC I mit R={iy,......,ix}. Zu dieser Indexmenge gehort die Familie (e;, , €5, ....€;, ) von Basisvektoren.
Und hierzu gehort einerseits unser Vektor eg = eg; 3 A ... Aeg;y = e Ao Aey, der duferen Algebra und
andererseits der von diesen Vektoren aufgespannte k-dimensionale Teilraum von V, den wir analog mit
Vr bezeichnen wollen. Uberdies spannen die Vektoren ein k-dimensionales Parallelepiped Qg in Vg auf.
Intuitiv soll ei eine Algebraisierung von V p nebst darin enthaltenem Parallelepiped darstellen.
So wire e; A ey eine Algebraisierung der von e; und ey aufgespannten Ebene mit dem darin durch die
unabhingigen Kantenvektoren e; und e; erzeugten Parallelogramm. Und e; Aes Aes beschreibt den gesamten
Raum vermittels Vorgabe eines Einheitsspates.

Wir erreichen das, indem wir das formale Objekt e;;; mit dem Basisvektor e; fiir i=1,2,...,n identifiziert
haben.

9.1.2a Felder

(1.2.21) Per Wertemengeniibertragung kann man problemlos Felder mit Werten in der dufleren
Algebra bilden. D.h. jedem Punkt eines Konfigurationsraumes wird ein Vektor der dufleren Algebra
zugeordnet. Als Beispiel wihlen wir die drei Basisfelder 8_;.5978_;0 aus Kap. 6.1, die die Geometrie der
réumlichen Polarkooradinaten beschreiben. . L .

Berechnen Sie die Vektorfelder & — 9y A 0,(c) und & — Dy A B (@) sowie @ — Oy A Jp(@) A 0,(a) . Hierbei
ist @=(r,0,¢). Es handelt sich um Felder iiber der Polarparametrisierung.



9.1.3 Das Rechnen in der dufleren Algebra

(1.3.1) Jetzt zum Rechnen in AV. Laut Konstruktion kann man in AV distributiv rechnen. D.h. beispiel-
sweise: Sei a,b € AV mit a=e 2 + e33 und b=e14 — 37 + e3. Dann ist

aNb = (612—‘1-633)/\(614— 627+€3)
= e1Nhea(—14) + egAez(2) + esAer (12) + ezAea(—21)
= ejNea(—14) + e1Aez(—10) + ezNea(—21)

Nach der Vertauschungsregel ist ja ez A e1(12) = —e; A e3(—12). Die Rechnung ist typisch. Insbesondere
beweist man auf diese Weise sofort:

(1.3.2) ‘ Sind a,beV zwei 1-Vektoren, so gilt aAb = -bAa ‘ Infolge der Assoziativitit der Algebra kann
man so auch sukkzessive sehen, was beim Vertauschen beliebiger Faktoren geschieht. Eine leichte, aber
niitzliche Folgerung ist:

(1.3.3) ‘ Ist acV ein 1-Vektor, so ist stets aAa=0 ‘

Und allgemeiner:

Enthilt ein groferes Produkt AA..... Aa AB A .... Aa A .... A C zweimal
denselben Einsvektor a als Faktor, dann ist das Produkt Null!

Denn bei jeder Vertauschung erhilt man nur irgendwelche Vorzeichen, die man beim Partnerfaktor belassen
kann. Schliefllich treffen die beiden a-Faktoren aufeinander und geben eine Null.

(1.3.4) Bei Rechnungen geht man gerne so vor, dass man moglichst alles auf Rechnungen fiir die Atome
e; zuriickfiihrt.

(1.3.5) Noch eine Rechnung dieser Art : V=V* und A=e;Aes+e3 A eq. A ist ein sog. Zweivektor. Wir
berechnen AAA:

ANA = (e1Nes + esAeq) A(erhes + ezhey)
= (e1Ne2) A(ezAeq) + (esheq) A (e1Aez)
= 2ej/NeaNegNey # 0.

Dabei haben wir die in (1.2.11) gegebene Vertauschungsregel benutzt. Also: Ein Quadrat in der dufleren
Algebra ist nicht notwendig Null. Nur fiir Quadrate von 1-Vektoren gilt das.

(1.3.6) Nochmals: Bemerkenswerterweise ist hier AAA nicht Null. Das ist kein Widerspruch, da in
(1.3.3) ”Einsvektor” verlangt wurde, was A nicht ist.

(1.3.7) Wann ist allgemeiner als oben XAX=0?

Diese Frage fiihrt uns auf eine fiir das Rechnen mit Tensoren sehr wichtige Begriffsbildung, die gegeniiber
dem Zahlrechnen, aber auch der iiblichen Vektorrechnung neuartig ist.

Definition: Ein Vektor Z€ AV heifit zerlegbar, wenn es 1-Vektoren
aj,ag,...,ax gibt, derart, dass Z=aj; A as A ....Aag gilt. D.h. wenn er sich als
Dachprodukt geeigneter Atome schreiben 148t.

Dann gilt offenbar:

(1.3.8) Sdtzchen: Ist A zerlegbar, dann ist AAA=0.

(1.3.9) Der oben gegebene Vektor A=e; Aea+e3Aey ist demnach unzerlegbar, was auch die (naheliegende)
Frage beantwortet: Gibt es denn unzerlegbare Vektoren? Und natiirlich kénnen zerlegbare Vektoren in nicht
zerlegter Form dargestellt sein. Etwa e;Aes — 3ea A es = (e1 + 3es) A ea.

(1.3.10) Jeder &uBere Vektoren laft sich andererseits als Summe zerlegbarer Vektoren schreiben, etwa
iiber die gegebene Basisdarstellung. Hiermit folgt sofort: (Denn nach dem distributiven Ausmultiplizieren
der Basisdarstellungen enthiilt jeder Summand r+s der e;, von denen es aber nur n verschiedene gibt.)

(1.3.11) Sitzchen : Ist a ein r-Vektor und b ein s-Vektor mit r+s>n=dimV, dann is aAb=0.

(1.3.12) Das Resultat aus (1.3.2) besitzt eine wichtige Verallgemeinerung:



Hilfssatz: Es seien Aj,As,....A,, €V irgendwelche Einsvektoren, die sogar linear abhingig sein
konnen. Fiir R = 41%s....75 bilden wir analog zu Er den Vektor |AR =Ai N..... A A;, | Dann

gilt: | AR A Ag = Apus cg’USS wobei CE,USS die Strukturkonstante aus (1.2.8) ist.

(1.3.13) Beweis: Die Ag sind zerlegbar. Man schreibe untereinander:

(A AAiy M) A (A MG A) E ApusTIE(r, )
(eiy Nei Aoo) A (€5, AejA....) = eruslIe(r, s)

Die obere Gleichung ist zu zeigen. Die untere Gleichung kann man auch gewinnen, indem man paarweise
Faktoren e vertauscht und jeweils ein Vorzeichen hinzufiigt. Man erhiilt so insgesamt notwendig die korrekte
Strukturkonstante. Im oberen Produkt fithre man genau dieselben Vertauschungen aus. Das gibt dieselben
Vorfaktoren, also insgesamt (1.3.11).

(1.3.14) Damit kénnen wir ein zentrales Problem unserer Konstruktion beantworten:

Satz: Die Konstruktion der dufleren Algebra ist unabhiéingig von
der Basiswahl. D.h. unabhiingig von der Basiswahl kommt dasselbe
Dachprodukt heraus.

(1.3.15) Beweis: Sei f1,... f, eine zweite Basis von V. Wir fithren mit ihr dieselbe Konstruktion
einer dufleren Algebra durch wie mit der Basis e. Das dabei entstehende Produkt bezeichnen wir
mit AA . Die Strukturkonstanten haben dann denselben Wert.
Es gilt:

frAfs = fruscis® = frASs.
Das erste ”=" nach Konstruktion von A, das zweite wegen (1.3.12), da die f beziiglich A zerlegbar
sind. Damit stimmen die beiden Dachprodukte auf einer Basis iiberein und das bedeutet wegen
der Bilinearitét, dass sie iiberall iibereinstimmen. Die Multiplikation hingt nicht von der
Basiswahl ab.

9.1.4 Basiswechsel

(1.4.1) Wir konnen jetzt auch das Problem des Basiswechsels in AV in einem vorldufige Anlauf besprechen.
Seien dazu e und f zwei Basen von V. Die zugehorig Transformationsmatrix sei T. Genauer e; =, Tx;. Dann
seien e und fr die daraus konstruierten Basen von AV.

(1.4.2) Nach unseren allgemeinen Vereinbarungen gehort zum Basiswechsel in AV jetzt eine eindeutig
bestimmt Transformationsmatrix (Tgg) mit:

er =2g fsTsr mit [S|=|R]|.

Dies T erhélt man, indem man e atomar zerlegt, die Atome e; durch die f; ausdriickt und den resultierenden
Ausdruck nach den Rechenregeln der dufleren Algebra in die gesuchte Endform bringt

€iy /\6i2/\.... A\ eip = (Efkl Tklil) A (EkaTk2i2) ATIPRON A (Efk:DTkPiP)
= Ekﬂfz....kp fk1/\fk1/\-~-/\fkak1i1Tk2ig ...... Tk,,ip

Im letzten Schritt muf jetzt noch durch Faktorvertauschung die Indexreihenfolge korrigiert werden - wach-
sende Indizes bei den f; - und gleiche Terme miissen zusammengefaf3t werden. Was das allgemein ergibt,
werden wir spéter in Kap.9.2.9 genauer sehen. Finfache Fille lassen sich jedenfalls problemlos durchrechnen.

(1.4.4) Beim konkreten Auswerten derartiger Produkte sollte man die spezifischen Rechenregeln der
duBeren Algebra nutzen. Ein Beispiel:

(a2 + b3+ cd)A(a—b—c3)

= aAa2+aAb(-2)+anc(-6)+Db A a(3)+b A b(—3)+b A c(-9)
+c Aa(d)+c Ab(-4)+c A e(—12)

= aADb(-2-3)+aAc(-6-4)+Db A c(-9+4)
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Bilineares rechnen ergibt zunichst 9 Terme. Drei sind Quadrate, also Null. Die restlichen 6 lassen sich
paarweise zusammenfassen. das ist die Endform.

(1.4.5) Eine eventuelle weitere (dritte) Multiplikation wird dann noch kiirzer, weil man immer nur den
fehlenden Faktor zu suchen hat. Zu aAb etwa trigt nur noch ein Summand mit ¢ bei:

(a2 4+ b3 + c4)A(a — b — e3)A(aa + ¢y) = aAbAc(—5y — bar).  Fertig.

(1.4.6) Das Auswerten derartiger Produkte von Summen nennen wir multilineares Rechnen. Haben Sie
die Frage zu (1.2.21) behandelt? Dort schliessen sich Rechnungen dieser Art an, wenn Sie die Basisfelder J
mit Hilfe der zugehorigen kartesischen Basis e darstellen wollen .

(1.4.7) Einen Punkt sollte man im Zusammenhang mit Transformationsmatrix beachten: Beim Einsetzen
der Basisdarstellungen entstehen immer wieder nur k-Vektoren mit k=|R/, so dass es geniigt, die Summe in
(1.4.2) wie angegeben nur iiber die S mit |S|=|R| zu nehmen .

(1.4.8) Die so entstehende Matrix T=(Tgs) nennt man die Ausdehnung der Transformationsmatric T
auf die duflere Algebra von V.

(1.4.9) Nochmals: Diese Ausdehnung ist kanonisch durch die Ausgangsmatrix (T;;) festgelegt. Nur eine
zugehorige allgemeine Berechnungsformel ist noch offen. Rein formal ist (1.4.2) die fiir jeden Vektorraum
giiltige Formel. Nur die Indexmenge ist anders. Statt des Zihlindex 1,2,.....N haben wir jetzt bestimmte
Worte ijis...1, als Indizes.

In (1.4.2) wird nach Fortlassen unnotiger Nullen iiber alle S mit |S|=|R| summiert. Dabei ist ja R und
damit |R| gegeben.

(1.4.10) Zusammenfassung der Rechenregeln fiir die duflere Algebra

Addition: Wie im Vektorraum. Insbesondere ist an die

¢ Basisdarstellung zu denken und den Basiswechsel.

Neu ist das Vorhandesein des Grades.

Multiplikation: Assoziativ und bilinear. Beim Vertauschen
der Faktor (-1)P9. Multilinear.

¢ | Division: I.a. unzulissig!

9.1.5 Einige mathematische Eigenschaften der dufleren
Algebra

Mit Hilfe der dufleren Algebra kann man einige Eigenschaften der Vektorrechnung, die man sonst
nicht mit Formeln, sondern iiber mehr oder weniger aufwendige Prozeduren erfafit, algebraisieren.
Die nachfolgenden beiden Siitze liefern hierzu Beispiele.

(1.5.1) Beispielrechnung: Sei c=2a+3b. Dann ist aAbAc=aAbA(2a+3b)=2aAbAa+3aAbAb=0. Das ist
kein Zufall.

Satz: Sei a1, as,....ap € V. Dann gilt a; Aaz A .... Aap = 0 genau dann, wenn die Familie der a;
linear abhéngig ist.

(1.5.2) Beweis: a) Sei a,..,a, linear abhingig. O.B.d.A sei a, =ajoq+...4a,_1a,—1. Das ist fiir a, in
a1 A ... A a, einzusetzen. Uber bilinear und Vertauschen der 1-Vektoren folgt, dass das Produkt Null ist.

b) ai,..,a, sei linear unabhéngige Familie. Ergéinze zu einer Basis a1, ..,a, von V. Dann ist a; A ... A a,
einer der zugehorigen Basisvektoren von AV und muf} als solcher notwendig ungleich Null sein.

(1.5.3) Beispielrechnung: Seien a,b€V unabhingig und c=7a-5b, d=a-3b. Dann spannnen ¢ und d dieselbe
Ebene in V auf wie a und b. Andererseits gilt:

eNd=(Ta — 5b)A(a — 3b) = —21anb — 5b A a = —16a A b.
Die beiden Zweivektoren haben dieselbe Richtung. Auch das ist kein Zufall:

Satz: Die Familie a4,...,a, aus V sei linear unabhéngig. Weiter sei by,..,b, eine beliebige Familie
aus V. Dann gilt b A ... Ab, = a1 A ... Aap mit @« €K und « # 0 genau dann, wenn beide
Familien denselben Teilraum von V aufspannen.
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(1.5.4) Beweis: a) a und b spannen denselben Teilraum auf. Also b; = Xay7v;;. Das ist in by A ... A b,
einzusetzen und auszurechnen (bilinear!), was die behauptete Formel zuletzt ergibt. Dabei ist o # 0 nach
dem ersten Satz, wenn die b; linear unabhingig sind.

b)Sei by A...Ab, = aai A... Aa, mit o # 0. Nach dem ersten Satz ist b unabhéngige Familie. Multipliziere
von rechts mit a;. Das ergibt fiir die rechte Seite eine Null. Also ist nach dem ersten Satz die Familie
i, by, .....bp linear abhéingig. Oder a;A+b;f8;+....+by3, = 0. Nun ist A = 0 nicht moglich, da sonst die
Familie a abhiingig wire. Damit liegt a; = —% (blﬂl 4+ ..+ bpﬂp) in dem von b erzeugten Teilraum. Nach
dem iiblichen Dimensionsargument sind die beiden erzeugten Riume dann aber gleich.

(1.5.5) Ein niitzliches Resultat:

Satz: Jeder (n-1)-Vektor ist zerlegbar. n=dimV] (Insbesondere gibt es im physikalischen V3
keine unzerlegbaren Vektoren!)

Beweis: 1) Betrachte die Abbildung a= (V,x—xAH , AV ). Dabei sei H# 0 ein (n-1)-Vektor. « ist linear
und hat Rang 1 (=Dimension des Bildes). Der Dimensionssatz fiir Homomorphismen erlaubt Rang 1 oder
0. Rang Null geht nicht: Eine beliebige Basisdarstellung von H ergiéibe sofort H=0. Dazu immer z gleich
einem Basisvektor von V wihlen. Fiir (n-2)-Vektoren gibt es eine analoge Einschrinkung des Ranges nicht,
so daf eine analoge Argumentation fiir n-2 scheitert.

2)Sei ay,....,a,—1 Basis von Kerna. Ergéinze mit a,, zu einer Basis von V. Also a;AH=0 fiir i=1,2,..,n-1.

3) Dann ist E;=aiN...Na; \... \ay Basis von n/\l V. Hierbei besagt d;, dass dieser Faktor auszulassen
ist. Offenbar gilt a; A E; = 0 fiir k# j.

4) Damit existiert fiir H eine Darstellung: H=E;h;+Esho+.....4+E,h,. Multiplikation mit a; gibt h; =0
fiir i=1,2,...n-1. D.h [H=E, h, |

H ist zerlegbar wie behauptet.

5) Der Beweis zeigt noch, wie der Teilraum vom Typ der Hyperebene aussieht, der zu H gehort: H ist so
etwas wie ein Bezugsparallelepiped fiir Kerna. Bildet man die zu a duale Basis, dann ist der zu H gehorige
Teilraum gerade der Annihilator Kern(a}).

[0 Zerlegen Sie e; A es+ey A e3+ez A e; durch direkte Rechnung. Benutzen Sie dazu Rechentricks wie e A
ez=eg N\ (62+€3).

O Angenommen in AV existiert wenigstens ein unzerlegbarer Vektor. Dann ist notwendig dimV>3 und die
Menge der zerlegbaren Vektoren bildet keinen Teilvektorraum. Beweis?

9.2 Algebrahomomorphismen und die

Determinante.
9.2.1 Die kanonische Erweiterung von

Vektorraumhomomorphismen

(2.1.1) Es seien A und B zwei Algebren iiber demselben Korper K. Uns interessieren die strukturerhal-
tenden Abbildungen A — B . Das sind einerseits Vektorraumhomomorphismen und andererseits struktur-
erhaltende Abildungen beziiglich der Algebramultiplikation. Also:

(2.1.2) Definition: Es seien A und B Algebren iiber dem Koérper K. Eine Abbildung A : A — B
heifit ein Algebrahomomorphismus von A +— B, wenn gilt:

#2a) X ist Vektorraumhomomorphismus

#b) Az x y)=A(x)oA(y) fiir alle x,ye.A.

(2.1.3) Eine Drehung R:V3 — V{ ist Algebrahomomorphismus fiir * mit dem Vektorprodukt. Die
physikalisch geometrische Bedeutung der Beziehung R(@ x b)=R(@)xR(b) sollte unmittelbar klar sein.

(2.1.4) Algebrahomommorphismen sind wegen der zusiitzlichen Forderung b) viel seltener als einfache
lineare Abbildungen. Das nachfolgende Beispiel und der daran anschliefende Satz verdeutlichen beide diesen
Sachverhalt.

(2.1.5) Beispiel: Es sei P die Algebra der reellen Polynome (Algebramultiplikation sei die iibliche Multi-

plikation (p,q)—pq, nicht die Zusammensetzung). Das ist eine assoziative, kommutative Algebra mit Eins.
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Wir kennen bereits viele lineare Abbildungen fiir Polynome, etwa die Multiplikation mit einem
festen Polynom, die Ableitung, das Herausprojizieren gerader Potenzen usw. Aber das sind alles
keine Algebrahomomorphismen, wie man sofort sieht.

Nur zwei triviale Beispiele fallen einem zunichst ein, die identische Abbildung und die Nullab-
bildung. Und letztere ist unschon, weil sie die Eins nicht auf sich abbildet.

Forderung b) ist so restriktiv, dass wir iiber sie leicht alle Algebrahomomorphismen P — P
finden. Dazu argumentieren wir wie folgt: Sei A\:P — P Algebrahomomorphismus und pe P
beliebig. D.h. p=aghg + ...a,h, mit hy(x)=x*. Die Linearitit von \ gibt

/\(p) = ao/\(ho) + a1>\(h1) + ... + an)\(hn)
. Mit b) folgt wegen hj,=(h;)* weiter A\(hy)=(A(hy))*. Also:
A(p) = aoA(ho) + a1 A(h1) + az (A(h1))* + oooc + an (A(h2))".

D.h. aber, dass A vollstidndig durch die beiden Werte A(hg) und A(h;) bestimmt ist.

Weiter ist A(h1) = A(hoh1) = M ho)A(h1). Fir A(hy) # 0 folgt daraus A(hg) = 1. Soll der
Algebrahomomorphismus nicht trivial sein, folgt daher A(hg) = hg. Nur A(h1) kann als beliebiges
Polynom vorgeben werden und das ergibt einen zugehorigen Algebrahomomorphismus. Oder
auch: Generatoren der Algebra sind nur hy und h;, wogegen die Vektorraumbasis alle hy, erfordert.

(2.1.6) Im Falle der duBeren Algebra wird die gesamte Algebra bereits durch eine Basis von V - den
Atomen - erzeugt. Wir erwarten, dass die Werte auf den Atomen den Algebrahomomorphismus festlegen
und das ist tatsdchlich auch der Fall. Zunichst ein Beispiel und dann der allgemeine Satz.

(2.1.7) Beispiel: Gegeben \:V? — V3 mit Basis e und zugehoriger Darstellungsmatrix.

0 2
My=1| 1 1 also A(e1) = e2, Me2) =eja+es Meg) =e12+ex+es3
0 1

_= o Q

Die Basis von AV? bezeichnen und numerieren wir wie folgt: (eq, e1, €2, €3, €23, €13, €12, €123). Nun ist A(e;)
fiir i=1,2,3 nach Voraussetzung bereits bekannt. Weiter ist

A(egg)=A(egNez)=A(ey) AN(e5)=(e;a+e3)A(e;24e2+e3) =€ ,ate13(a-2)+e,yq(-1).

Analog findet man A(e;3) und A(ej2) und schliefl lich A(ej23)=....=e123(2-a).

Zusétzlich fordern wir noch A(eg)=ep. Dann konnen wir insgesamt die folgende beschreibende Matrix
(beziiglich der angegebenen Basis) fiir den vom urspriinglichen A : V' — V erzeugten Algebrahomomorphis-
mus aufstellen:

10 0 00 0 0 0

0 0 a 20 0 0 0

01 010 0 0 O
- 001 10 0 0 0
M=lo9000 -1 1 1 o0

000 0 a=2 0 0 O

0 00 0 a 2 —a 0

000 0O 0 0 2-a

[0 Wieso hat diese Matrix ”Blockdiagonalform”?
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(2.1.8) Und jetzt das allgemeine Resultat:

iiber die kanonische Ausdehnung einer linearen Abbildung V—-W

auf die zugehorigen dufleren Algebren.

. V und W zwei (endlichdimensionale) Vektorrdume iiber K und A : V. — W

Es S€l€rl ein Vektorraumhomomorphismus. V und W seien mit den Riumen

der 1-Vektoren ihrer dufleren Algebren identifiziert.

Dann gibt es genau einen Algebrahomomorphismus A : AV — AW

der X fortsetzt und fiir den ;\(eov) = egw gilt, der also das neutrale Element

von V auf das von W abbildet.

Zusiitzlich bildet X fiir jedes p den Raum der p-Vektoren von V auf den Raum der
der p-Vektoren von W ab. Fiir zerlegbare Vektoren gilt

Aar Aag A ... Aay) = AMaz) A Xaz) A ... A X(ap) (%)

Theorem

Dann

(2.1.10) Beweis: a) Eindeutigkeit: e; sei Basis von V und eg zugehérige Basis von AV. Wegen
linear geniigt es, die Werte von A auf einer Basis festzulegen. A(e;) = A(e;) liegt fest. Und die
iibrigen Basiselemente sind zerlegbar, folgen aus (x).

b) Existenz: (x) legt die Werte fiir die Basisvektoren fest. Also liegt sicher ein Vektorraumho-
momorphismus vor. Ist das auch ein Algebrahomomorphismus ? Es geniigt, zerlegbare Vek-
toren zu betrachten. Wir benutzen das frithere Resultat (1.3.12). Ja, es geniigt bereits |,
AxAY)=A(x)AX(y) fiir die Elemente einer Basis zu zeigen. Dann ist diese Relation fiir alle
Vektoren erfiillt, wie man sofort mit Hilfe der Linearitit sieht.

Sei jetzt eq,...,e, die Basis von V, mit deren Hilfe X festgelegt werden soll. Wir setzen A;

=A(e;)=A(e;) und bilden dazu Ag=A;; A A, A ... A A;, wie iiblich. Laut Konstruktion ist das
Aler). Nun wenden wir (1.3.12) an:

Mer)AX(es) = ArAAg = ARUscggs = S\(eRus)cggs

Nun ist A aber linear. Damit folgt: .... =A(eruschs®) = Aer A es)

Die verlangte Relation fiir alle Basiselemente ist gezeigt! X ist wirklich ein Algebrahomomorphis-
mus. Die wichtige Relation (x) folgt induktiv.

(2.1.11) Achtung: Der wesentliche Punkt des Beweises ist, dass die Ausdehnung von A auf AV konsistent,
also widerspruchsfrei moglich ist. Denn man kann jeden Wert immer auf viele unterschiedliche Weisen
ausrechnen! Betrachten wir etwa einen Zweivektor xAy. Wegen (x) ist A(xAy) = AM(@) A A(y) = A(z) A A(y).
Der Wert ist iiber (%) durch X festgelegt. Fiihren wir andererseits Basisdarstellungen ein, so folgt:

MzAy) = M(Ze;z;) NZe,yr) = YA(einer)ziye = SA(e) AN (er) Ty

Das ist eine zweite Festlegung des Wertes durch das gegebene A. Aber wegen der Linearitit von X ist das
gleich dem ersten Resultat und unser Beweis zeigt, dafl generell Gleichheit gilt.

9.2.2 Die Determinante: Motivation, Definition und
geometrische Interpretation.

(2.2.1) Das Volumen von Korpern, der Flidcheninhalt ebener Figuren haben einige charakteristische Eigen-
schaften, die genau durch die Rechenregeln der dufleren Algebra wiedergegeben werden und so auf beliebige
endlichdimensionale reelle Vektorrdume iibertragen werden kénnen. Im Sinne des Programmes der analytis-
chen Geometrie werden diese geometrischen Eigenschaften durch die &ulere Algebra algebraisiert, zumindest
fiir reelle Vektorrdume.

(2.2.2) Um das zu sehen, withlen wir eine Basis e; von V. Sie definiert uns einen einen n-dimensionalen Spat
mit Kanten e;. (Ist der Korper K# R, haben wir Probleme, da uns das Intervall [0,1] zur Spatbeschreibung
fehlt!) Wir interpretieren den Spat als unser n-dimensionales Referenzvolumen oder als Mafeinheit.

(2.2.3) Erzeugt man einen neuen Spat, indem man die Kantenlingen um Faktoren A\; > 0 veréndert, so
sollte sich das Volumen um den Faktor AiAs.....A, dndern. In der dufleren Algebra rechnen wir:

(61)\1)/\(62)\2)/\..../\(€n/\n) = 61/\..../\6n()\1)\2....)\n)
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Das ist genau der richtige Faktor.

(2.2.4) Ist eines der A. negativ, so dndert sich die Orientierung des Spates. In der dufleren Algebra gibt
das ein (-1) im Zahlwert vor der Einheit.

(2.2.5) Prinzip des Cavalieri. Im dreidimensionalen Raum definiert jeder Kantenvektor e; iber ey
zwei Oberflichenelemente des Spates, ein unteres (ax = 0) und ein oberes (a; = 1). Verschiebt man das
obere parallel zum unteren, so soll sich das Volumen nicht dndern. Diese Scherungsoperation 1:8t
sich leicht vektoriell beschreiben. Die Kanten e; fiir ik bleiben fest und ey, geht tiber in ey +3,2,e,,. Das
sind die Kanten des neuen Spates. In der dufleren Algebra rechnen wir

er1Nea.... A (€, + Xpzperap)A . Nep = €1 ... \ep.

Also keine Anderung des Vorfaktors.
(2.2.6) Natiirlich ist (2.2.5) der wichtigste Sachverhalt. Allgemein argumentieren wir jetzt wie folgt:

Gegeben ein Spat mit Kanten ag, ...,a,, wobei n=dimV ist. Dessen n-dimensionales Volumen soll
mit dem Referenzspat verglichen werden. Mit Hilfe von (2.2.5) kénnen wir die Kanten des Spates
verdndern, bis sie parallel zu den Kanten des Referenzspates sind. Dann vergleichen wir die
Kantenldngen und wenden (2.2.3) an. Das ist der geometrische Weg. Rechnerisch bilden wir a; A
as....Aa,. Da der Raum der n-Vektoren eindimensional ist, ist dieser Vektor proportional zu e; A
....Aey,. Die Proportionalititskonstante ist die uns interessierende Groéf3e: Thr Vorzeichen
gibt die relative Orientierung der beiden Spate, ihr Betrag das gesuchte Volumenverhéltnis (im
Falle K=R).

O Skizzieren Sie im R3% ein nicht achsenparalleles Parallelogramm und wandeln Sie es durch Scherungsoper-
ationen in ein flichengleiches achsenparalleles Rechteck um. Bestimmen Sie auch die Kantenvektoren und
fithren Sie die zugehorige algebraische Rechnung zur Bestimmung des Flicheninhaltes aus.

(2.2.7) Bei der Ausfithrung der Scherungen des dritten Schrittes miissen wir natiirlich festlegen, welche
a-Kanten in Richtung welcher e-Kante gebracht werden soll. Jede e-Kante muf} einen a-Partner erhalten,
d.h. wir haben eine Zuordnung e; — ap, = A(e;). Da die e; eine Basis bilden, definiert dies eine lineare
Abbildung A : V — V.

(2.2.8) Hieraus abstrahieren wir:

Basisfreie Definition der Determinante:

Es Sei A:V—V ein Endomorphismus. dimV=n endlich. Das Theorem liefert uns eine
eindeutige Ausdehnung \:AV— AV auf die #uBere Algebra. Insbesondere wird der
eindimensionale Raum der n-Vektoren auf sich abgebildet. D.h. es gibt eine eindeutig

bestimmte Zahl c€ K mit A(z) = cz fiir alle n-Vektoren. Also x& AV.
Diese Zahl heifit die Determinante des Endomorphismus, geschrieben det(\) oder detA.

(2.2.9) Bemerkung: Eine lineare Abbildung eines eindimensionalen Raumes in sich ist immer Multiplika-
tion mit einer festen Zahl wegen A(xe)=xA(e)=xae=a(xe). Dabei soll e eine Basis sein und A(e)=ae. Oder
auch: die beschreibende Matrix ist vom Typ 1x1, hat nur eine Komponente.

(2.2.10) Die Determinante ist also formal eine Abbildung det=(End(V),\ —det(}), K). Jedem Endo-
morphismus wird eine Zahl zugeordnet und die hat fiir K=R die beschriebene geometrische Interpre-
tation. Thr Wert bestimmt ( ”determiniert” ) wichtige mathematische Eigenschaften von A, wie wir noch
sehen werden, und gibt ihnen vielfach auch eine geometrische inhaltliche Bedeutung.

(2.2.11) Bemerkenswert ist weiter, dass die gesamte Konstruktion vollstéindig im Bereich der Vektorrdume
abléuft. Eine zusiitzliche Struktur wird nicht benotigt. Allerdings gilt das nur fiir die Inhaltsmessung von
Spaten, die dieselbe Dimension wie der Raum V haben. Ein kanonischer Flichenvergleich (statt Volu-
menvergleich) im V3 ist mit unserer Konstruktion nicht moéglich! Dazu benétigt man zusitzliche Struktur.

(2.2.12) Jetzt ergéinzen wir unser Begriffssystem noch etwas.

Die Determinante einer quadratischen Matrix. Jede nxn Matrix M iiber K kann
als lineare Abbildung M:K—K interpretiert werden. Dann ist die Determinante der
Matrix M gleich der Determinante dieses Endomorphismus.

Beachten Sie: Die Matrix mufl quadratisch sein.
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(2.2.13) Matrizen treten insbesondere bei Basisdarstellungen linearer Abbildungen auf Dafiir erhalten
wir:

Basisunabhingigkeit der Determinante: Es sei A:V—V linear und ey, ..., e, eine
Basis von V. Weiter sei M, die beschreibende Matrix von A beztiglich dieser

Basis. Dann ist det(My) = det()). Insbesondere ist der Wert der Determinante
unabhiingig von der Wahl der Basis. Ist speziell M = T'M »\T'~! die beschreibende Matrix
beztiglich einer anderen Basis, so ist notwendig det(M} )=det(M,).

(2.2.14) Zum Beweis in (2.2.18) verwenden wir das folgende allgemeine Resultat, das sich sachlich an
Theorem (2.2.8) anschliefit:

Satz: Esseien A : U — V und p : V — W Vektorraumhomomorphismen. Fiir deren Ausdehnung

auf die #uBeren Algebren gilt oA =fio\ |

(2.2.15) Beweis: Alle drei Abbildungen existieren eindeutig. Fiir zerlegbare Vektoren folgt iiber (%) aus
(2.2.8) sofort Gleichheit der Werte. Dann gilt die Gleichheit aber fiir alle Werte der Abbildungen.

(2.2.16) Folgerung: Ist \:V—V ein Isomorphismus, so ist auch A Isomorphismus mit (5\)_1 =
AL Uberdies ist idy = iday.

Der zweite Teil folgt wieder sofort mit(x) aus (2.2.14). Und der erste durch Anwenden des Satzes auf
Aot =id.

(2.2.17) Folgerungen fiir die Determinanten:

a) Sind A und g Endomorphismen V—V, dann gilt det(A o p)=det(\)-det(u)

b) Ist \:V—V Isomorphismus, dann gilt det(A™") = 7o und insbesondere detA # 0.

Beweis: Folgt aus dem Satz.

(2.2.18) Ausgelassener Beweis von (2.2.13): Es sei \: V—V und e; Basis von V mit Linearkombina-
tionsabbildung L.:K" — V. Weiter sei M die zugehorige beschreibende Matrix von A. Dann gilt M=
L7l oMo L. Es folgt mit (2.2.17):

det(My) = det(L;* o Ao L) = det(L; ") det()\) det(L.) = det \.

Und daher auch detMy = det M} wie in (2.2.13) angegeben.

(2.2.15) Beachten Sie: Das Matrixprodukt kann man nicht vertauschen, so daf sich L. und LZ! in
L_'o Mo L, i.a. nicht fortheben. Bildet man die Determinante und nutzt man (2.2.14), dann ist das anders.
Jetzt liegen Korperelemente vor und diese vertauschen, da unser Korper kommutativ war.

(2.2.16) Zusammenfassend erhalten wir folgende geometrische Interpretation der Determinante
eines Endomorphismus:

Sei A : V — V Endomorphismus und a; eine Basis von V iiber R. Die Basisvektoren
spannen einen Referenzspat in V auf. Die Bildvektoren b; = A(a;) spannen einen
zweiten Spat in V auf. Dann ist det()\) dasVolumverhiiltnis der beiden Spate. D.h.
|det(A)| gibt an, wivielfach der b-Spat im a-Spat enthalten ist. Und das Vorzeichen von
det()\) gibt die relative Orientierung der beiden Spate, sofern det(\) # 0 ist..

Das verallgemeinert die geometrische Interpretation des Spatproduktes fiir 3 Dimensionen.

9.2.3 Die Berechnung von Determinanten (1)

(2.3.1) Entsprechend obiger Definition kann man zur Berechnung von Determinanten wie folgt vorgehen,
auch wenn das nicht immer die effektivste Methode ist:

(1) Wihle eine Basis e,....e,, von V.

(2) Bilde A(eq1),....A(en) und damit A(er) A ... A Xey).

(3) Bringe diesen Ausdruck mit den Rechenregeln der #ufleren Algebra
in die Form ce; Aes A ... Ae, ("Multilineares Rechnen”)

Dann

ist ¢ die gesuchte Determinante. Ist M Matrix, mit Spaltenvektoren S;,
dann folgt aus S; A ... AS, = cey A .... A e, entsprechend detM=c.
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a b
c

(2.3.2) Beispiel: M:< d

) S1 =eja+ esc und So = e1b + ead. Damit folgt

S1AS2 = (e1a + eac) A (e1h + ead) = (ad — be)er Aeg. | Also detM=ad-bc |-

Ein vertrauter Rechenausdruck fiir 2x2 Matrizen.
(2,3.3) Analog beweist man | det(idy) =1, det(0) = 0. ‘
(2.3.4) Und jetzt ein einfaches Rechenbeispiel

10 -1 0
0 2 0 -2

det M ? fir M 30 -5 0 det M=16,| denn:
0 4 0 —6

((e1 + e33) A (€22 + e44)) A ((—e1 — e3b) A (—ea2 — eg6))
(e1/Ne22 + e1Aeqd + eaNez(—6)) + esNes12)A(e; Nea + e Aesb — eaNesb + esNey30
= 61/\62/\63/\64(60 — 20— 36 + 12)

(2.3.5) Noch ein allgemeines Resultat: Es sei D eine ”Dreiecksmatrix”, etwa

a 0 0 0
p_| @ B 0 0 Das Verfahren liefert sofort
b ¢ v O deetD=a~4.
d e f ¢

Denn der letzte Faktor im Dachprodukt der Spalten ist gibt e;. Dann muss man im vorletzten e wihlen
oder man erhilt einen Nullbeitrag usw.

Das Dachprodukt einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.

Bevor wir weitere Methoden zur Berechnung von Determinanten besprechen, leiten wir einige Resultate
her, die zeigen, wozu Determinanten niitzlich sind.

9.2.4 Einige Anwendungen des Determinantenbegriffes.
(2.4.1) Satz: A::V—V ist genau dann Isomorphismus, wenn det(A\)#0 gilt.

(2.4.2) Beweis: a) Sei A Isomorphismus. Dann gibt A(e;) erneut eine Basis, also eine linear
unabhiingige Familie. Nach (2.21) ist A(e1)A.....AX(e, )# 0, also auch det(\)£0.

b) Sei A kein Isomorphismus, so dass es E€ Kern\ mit E# 0 gibt. Ergéinze E zu einer Basis.
Dann ist A(E) A A(E2) A ... AX(E,y,) Null,da A(E) = 0.

(2.4.3) Folgerung: Wann ist das lineare Gleichungssgstem AZ=b mit nxn-Matrix A eindeutig lésbar?
Genau dann, wenn det(A)# 0 gilt. Das Resultat ist unabhingig vom Inhomogenitétenvektor b. Genau dann
ist A invertierbar.

(2.4.4)

(2.4.5) Folgerung: Das charakteristische Polynom eines Eigenwertproblems. Wann hat da Eigenwert-
problem M.x=MAx eine nichttriviale Losung? Fiir alle A €K, fiir die Kern(M-Aid) nichttrivial ist. Und das
heifit, fiir die det(M-Aid)=0 gilt. (Beachten Sie was so erreicht wurde: Zunfichst hat man eine Bedingung fiir
A € K und x€ V, durch die Umformung wird der unbekannte Vektor x jedoch eliminiert.) Wir schreiben di
Determinante einmal fiir den Fall einer allgemeinen 3x3-Matrix nach dem in (2.3.1) beschriebenen Verfahren
aus:

My My M3 My — X Mis M3
M=| My My Mo M-XNid = | My Moy — X M3
Mg Msy  Mas M3, M3y M3z — A

Die Forderung ist

(e1(Mi1 — ) + eaMo1 NesMsi)A(e1 Mia + Nea(Mag — X) 4+ esM3z1)A(er Mz + ea Moz Neg(Mzz — X)) =0
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Die weitere Auswertung nach den Regeln der dufleren Algebra ergibt e; A es A ez X (Polynom vom Grade
3) , welches wir in 9.1.3a bereits angegeben haben. Dessen Nullstellen sind die gesuchten Eigenwerte.
Und die Konstruktion zeigt: Ist dimV=n, dan entsteht ein Polynom vom Grade n.

(2.4.6) Cramers Regel. Fiir den Losungsvektor eines nxn-Systems M.Z=b mit eindeutiger Losung kann
man mit Hilfe von Determinanten eine Losungsformel angeben. Fiir konkrete Rechnungen ist sie allerdings
meist wenig hilfreich, da die Berechnung der auftretenden Determinanten zu aufwendig ist. Diese Formel
leiten wir jetzt her. Eindeutige Losbarkeit bedeutete ja det(M)#£ 0.

Es seien M 1, ]\272, ..... ,Mn die Spaltenvektoren der Matrix M. Die Gleichung M.Z% = b schreibt sich
in Spaltenform: Mlxl + M2$2+ ..... +Mna;n =b| Wir multiplizieren von rechts mit ....AMg A

A Mn Dann bleibt auf der linken Seite nur der erste Summand mit x; stehen. Wir verwenden
unsere Determinantendefinition und finden:

x1(det M)ejA....Aep, = det(g, Mg, cey Mn)

In der letzten Klammer sind die Spalten der zugehorigen Matrix angegeben. Koeffizientenvergle-
ich gibt die gesuchte Formel:

_ det (b,Ms,...,M,)
- det M

T

Analog erhélt man die iibrigen Unbestimmten. Etwa

_ det(M1,b,Ms,...,M,)
X2= det M

9.2.5 Die Berechnung konkreter Determinanten (2)

(2.5.1) Hierzu hat man einen Satz von 6-7 Regeln und Methoden, die man fallspezifisch einsetzen muf.
Meist sollte man mehrere Regeln geschickt kombinieren, um so den Rechenaufwand auf ein verniinftiges Mafl
zu reduzieren. Der Aufwand bei der Berechnung spezieller Determinanten ist vielfach sehr groff. Durch
zugehorige Erfahrung und iiberlegtes Vorgehen kann man viel Arbeit sparen. Zwar nehmen einem Comput-
eralgebrasysteme die Rechenarbeit weitgehend ab, aber man sollte trotzdem wissen, welche unterschiedlichen
Wege man zur Berechnung von Determinanten gehe kann, und beurteilen, welcher Rechenaufwand jeweils
dazugehort.

(2.5.2) Der Beweis der Mehrzahl der benstigten Regeln mit Hilfe der dufleren Algebra ist leicht. Nur zwei
dieser Regeln erfordern zusiitzlichen Beweisaufwand, durch den aber unsere Kenntnis der dufleren Algebra
erweitert werden wird. Die Regeln selbst kann man unabhéngig von der dufleren Algebra lernen. Sie gelten
alle entsprechend fiir Endomorphismen. Wir formulieren Sie fiir Matrizen.

(2.5.3) M sei quadratische Matrix, deren Determinante zu berechnen ist.

Addiert man zu einer Zeile (oder Spalte) von M eine Linearkombinatior der iibrigen

D1 Zeilen (Spalten), so dndert sich der Wert der Determinanten nicht
Sind insbesondere die Zeilen oder Spalten linear abhiingig, so ist der Wert der
Dla .
Determinante Null
D2 Die Determinante ist in jeder Zeile oder Spalte linear.
Insbesondere kann ein gemeinsamer Faktor einer Spalte vorgezogen werden.
D2a Haben alle Matrixkomponenten einen gemeinsamen Faktor «, so ist dieser
als a” mit n=dimV vorzuziehen.
D3 Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten einer Determinante gibt ein Vorzeichen (-1).
D4 Man kann nach einer Zeile oder Spalte entwickeln. Das ist besonders zu empfehlen,

wenn viele Komponenten der Zeile (Spalte) Null sind. Formeln unter (2.5.5).

D5 | Matrix und transponierte Matrix haben dieselbe Determinante.

D6 Die Determinante eines Produktes ist das Produkt der Determinanter:
det(MN)=detM-detN

Der Entwicklungssatz: Stellt die Determinante als Summe von n! Termen dar, die

aus den Matrixkomponenten aufgebaut sind. Formeln unter (2.7.3).

D7

[0 Formulieren und rechnen Sie fiir jede dieser Regeln ein einfaches einschligiges Korikretisierungsbeispiel.
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(2.5.4) Zum Beweis: DI folgt fiir Spalten sofort aus der Bilinearitét der dufleren Algebra und
aNa=0. Etwa S; A Sz A S3 = (51 — 252 4+ 555) A S2 A Ss. Fiir Zeilen folgt die Regel iiber D4.

D2 geht analog. Etwa (2A-3B)AS2AS3= 2(AAS2 A S3)-3(BAS2AS3) usw. D3 folgt fiir Spalten un-
mittelbar aus den Vertauschungsregeln der dufleren Algebra. Beachten Sie: Die Spalten miissen
keineswegs benachbart sein. D4 folgt fiir Spalten, indem man die gewihlte Spalte als Linearkom-
bination der kanonischen Basis ausdriickt und D2 anwendet. Angenommen wir wollen nach der
k-ten Spalte entwickeln: Sp=2e;M;,. Das ist einzusetzen in

N = SiAASKAASy = SiAA (SrerMog) A ASp = S0 Myi (S1A..A€rA....ASh
= Zr(—l)kferk(er/\Sl/\.../\Sv’k/\..../\Sn). S ”auslassen”.

Nun darf man in keiner weiteren Spalte mehr e, wihlen, falls ein Beitrag ungleich Null entstehen
soll. (Das ist die zentrale Idee!) Wir konnen die Werte der r-ten Zeile daher in den anderen
Spalten einfach Null setzen. Es entsteht eine (n-1)x (n-1)-Matrix, die wir mit M("*) bezeichnen.
(Streiche in M die r-te Zeile und die k-te Spalte. Das gibt M("%). ) Hierfiir ist die Determinante
zu berechnen.

Schliefllich mufl man den Faktor &, (mit r# k) noch von der ersten Stelle an die korrekte (r-
te) kommutiert werden, was einen Faktor (-1)"~! erfordert. Entwickeln des so entstandenen
Dachproduktbeitrages

erA (S1AAerASEAASy) = epAdet MTFeg A A (B)...hen =(—1)""  det M™ey .. nep

(2.5.5) Insgesamt ergibt das die Entwicklung der Determinante nach der k-ten Spalte:

detM=%7"_, (-1)"**M,, det(M (%))

Die Determinante von M wird als Linearkombination von n Unterdeterminanten des Typs (n-1)x(n — 1)
dargestellt.
[0 Konkretisieren Sie die Formel fiir die Fille n=2,3,4. Schreiben Sie ¢ Vorzeichenverteilung in Matrixform.
Analog lautet die Formel fiir die Zeilenentwicklung:

detM=%7_, M, detM().

Diese Gleichung, also D5, beweisen wir in (2.7.7) iiber ein allgemeines Resultat. Damit folgt
dann generell D1-4 fiir Zeilen.

D6 ist bereits in (2.2.14) bewiesen. Durch diesen Satz werden beachtliche Identitéten wiedergegeben, wie
nachfolgendes Beispiel illustriert.
(2.5.6) Nehmen wir fiir D6 den Fall n=2.

([ a b (A B [ aA+bC aB+bD [ Aa+Bc Ab+ Bd
M_(c > N‘(c D) MN—<CA+bC cB+dD) NM_(C’a+Dc Cb+Dd>

Daher besagt beispielsweise detMdetN=det(MN) folgendes:
(ad — be)(AD — BC) = (aA + bC')(¢B + dD) — (aB + bD)(cA + bC)

O Verifizieren Sie das. Dasselbe fiir die fiir det(NM) entstehende Identitét.
(2.5.7) Man sollte sich aber davor hiiten, det(A+B) analog auszurechnen. Das ist fas immer ungleich
det(A)+det(B). Giiltig ist stattdessen die in D2 erfafite Spaltenlinearitét.
(2.5.8) Zu D7: Fiir n=2 und n=3 ist der Entwicklungssatz bekannt bzw. leicht mit Hilfe von (2.5.5)
abzuleiten:

= asz + btz + cry — aty — brz — csx

det<z g>:ad—bc det

8 3 2
< »w o
SIS R




Fiir n=3 ist das das Spatprodukt der drei Spalten. Fiir allgemeines n werden wir den Entwicklungssatz in
(2.7.11) formulieren und beweisen.

Fiir konkrete Determinantenberechnungen benutzt man den allgemeinen Entwicklungssatz fast immer
nur fiir n=2 oder 3. Determinanten hherer Ordnung werden iiber (2.5.5) hierauf zuriickgefiihrt.

(2.5.9) Zur Schreibweise: Will man die Determinante einer Matrix berechnen, so schreibt man gerne |M]|
fiir det(M). Man ersetzt also die Matrixklammern durch senkrechte Striche. Etwa:

‘—ad—bc =-9

b
d

a
C

(NGRS
o = N
— =

(2.5.10) Ein typisches Beispiel der Berechnung einer Determinanten mit den gegbenen Methoden:

1 2 3 4 0 4 0 8 0 4 0 0 1 -3 0
-1 2 -3 4 —12—34::—12—30:(_4)42_5
4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2 =5 s 1 g
3 41 2 3 41 2 3 41 -6
-1 0 0 10 s
= (-4)|4 10 -5 :(—4)(—1)' ‘:4(60—40):80
3 -8 -6 -8 =6

O Uberlegen Sie sich die Stratregie, nach der vorgegangen wurde. Welche der Regel wurden benutzt?

(2.5.11) Mit Hilfe einer zu (2.5.5) analogen Rechnung kann man ein weiteres niitzliche Resultat gewinnen.
Angenommen die Komponenten M;; der Matrix hiingen von eine Parameter o ab und man mochte die
Determinante von M nach « ableiten, also % det M bestimmen. Dazu miissen wir (detM)(a + Aa) nach
A« entwickeln und die Beitréige mit genau einem Faktor A« sammeln. Alternativ kénnen wir S; A ... A S,
mit der Produktregel differenzieren. Das gibt - wobei wir auf das Vorzeichen zu achten haben:

O0aS1IN...AS,, = Eisl/\..../\((’)aSi)..../\Sn = Zi(—l)i_l(8aSi)/\Sl'..../\Si.../\Sn.

Weiter ist
aaSi = aazreeri(a) = Erer (aaMTi(a))

Einsetzen erlaubt erneut Streichen der r-ten Zeile. e, an die richtige r-te Stelle bringen, gibt (-1)"~!. Damit
ist alles auf die Ableitung der einzelnen Matrixkomponenten zuriickgefiihrt. Die i-te Spalte und die r-te Zeile
der Matrix entfallen fiir die Auswertung der Derterminante.

(2.5.12) Zusammen finden wir fiir die Ableitung einer Determinante nach einem Parameter:

g det M(a) = Bip(—1)"F7 (0o Myi()) det MT () Da
«

_9
T da’

Anders als in (2.5.5) wird hier iiber alle Matrixkomponenten summiert, da nach der Produktregel ja zunichst
iiber alle Spalten summiert wird.

O Setzen Sie Mik:(i—&—k)ai"’k. Berechnen Sie detM fiir n=2 und n=3. Bestimmen Sie dann 0,detM auf zwei

Weisen, also direkt und iiber die Formel. Berechnen Sie eventuell mit einem Computeralgebrasystem die
Determinante fiir einige weitere n.

1.2.6 Die transponierte Abbildung

Zum Beweis von D5 und D7 miissen wir unsere Kenntnisse der linearen Algebra.etwas auffrischen. Vgl.
Kap.5.2.

(2.6.1) Zu jedem Vektorraum V gibt es den Dualraum V* der linearen Abbildungen V—K. Die dufiere
Algebra AV ist auch Vektorraum. Also gibt es den zugehérigen Dualraum (AV)*. Davon zu unterscheiden
ist AV*, die duflere Algebra des Dualraums.

(2.6.2) Zu jeder Basis e; von V gibt es die zugehorige duale Basis ef von V* mit . D.h. €
projiziert den Vektor Z auf seine i-te Komponente x; beziiglich der gegebenen Basis! Zu beachten ist die
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sofort folgende wichtige Beziehung . Ist A € V* und & € V, so schreibt man vielfach (A|Z) statt

A(Z). Das ist das kanonische Skalarprodukt zwischen V* und V. Diese Konstruktion ist bilinear.

Zur Basis e; von V gehort nun die kanonisch erweiterte Basis e von AV . Die zugehorige duale Basis ist
(er)* von (AV)* . Dabei ist stets RC {1,2,......n}. Aus der Basis e} des Dualraumes von V bilden wir die
Basis e}, von AV* . Begrifflich sind (eg)* und e}, zunéchst unbedingt zu unterscheiden.

(2.6.3) Jeder Homomorphismus ®:V—W wird beziiglich gegebener Basen durch die beschreibende Matrix
bestimmt. Vermoge: ®(e;)=%,.f,M,;. Das gab ja die i-te Spalte.der beschreibenden Matrix. Und diese
Gleichung bestimmt umgekehrt einen zugehorigen Homomorphismus. Diesen Satz benutzen wir, um die
inhaltliche Bedeutung der transponierten Matrix zu kldren.

Zunichst das Ergebnis.

Die Bedeutung der transponierten Matrix (Das Heriberwdlzen der Matrix)
Satz: Sel ® : V — W ein Vektorraumhomomorphismus.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ® : W* — V*

der folgende Bedingung erfiillt: (A\|®.Z) = ('®.\|Z) fiir alle A € V* und 7 € V.

Ist weiter e; eine Basis von V und f eine von W und M die zugehorige beschreibende
von ®, dann wird {® durch die zu M transponierte Matrix M beschrieben.

Im kanonischen Skalarprodukt kann man also durch Transposition eine lineare Abbildung heriiberwilzen :
(..]®...) = (!®...|...). Wegen dieser Eigenschaft ist die transponierte Abbildung von grofem rechnerischen
Nutzen. Beachten Sie, dass die transponierte Abbildung analog zur inversen in die andere Richtung geht.
Von W nach V.. Und es ist eine Abbildung der Dualriume, nicht der urspriinglichen Réume.

(2.6.4) Beweis. Wir berechnen (A\|®Z) und (*®\|Z) beide in der iiblichen Weise. ( Fiir A € V* und
Z € V). Dabei legen wir '® durch die Werte auf der dualen Basis fest. Und zwar durch die Beziehung

' fr = Seer (" M)y wobei "My, = (tM)kr = M, .

Der Rest folgt durch einfaches Rechnen nach der Tunnelmethode.

<>\|¢’f> = X\ <fz*|fl;> Mym@m = Eikki(sikMkmxm =X AiMimam
(BAT) = SOM)idi (€L]Em) Tm =

Vervollstindigen Sie die Rechnung. Wieso ist hier Koeflizientenvergleich moglich?
Wir werden (2.6.3) zum Beweis von D5 bendtigen.

9.2.7 Einige weitere Eigenschaften der Determinante

(2.7.1) Jeder Homomorphismus A\:V—W wurde zu einem Algebrahom. MAV— AW erweitert. Der
zugehérige transponierte Homomorphismus ist *(\) : (AW)* — (AV)*. D.h. in Basisdarstellung gehort dazu
die transponierte Matrix. L

Aber wir kénnen auch ‘A : W* — V* erweitern zu (*A\):AW* — AV*.

(2.7.2) Wir wollen zeigen, dass beide Wege dasselbe liefern. Hierzu benétigen wir eine Identitiit,

die wir wegen ihrer Bedeutung Fundamentalidentitit fiir Determinanten nennen.

Alle Spaltenvektoren seien nach derselben Familie y entwickelt. Also

Zi = 2T i:1,2,....,n| Uber die Spaltenlinearitit der Determinante folgt

| det (71, @2, ..., ) = Sy, det (@, oos U )Tt Tryoooen T |

Summiert wird iiber alle moglichen Kombinationen von ry,......r,,. Das sind n” Terme. Davon sind die
meisten Summanden aber wegen D1la Null. Némlich alle bei denen wenigstens zwei der Indizes den gleiche
Wert haben. Es verbleiben hochstens n! Terme, die zu den Permutationen von (1,...,n) gehoren. Fiir das
Rechnen mit dem Indexkalkiil ist es jedoch giinstig, alle Terme mitzunehmen.
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(2.7.3) Wéhlt man ¢ = €; (= kanonische Basis) und #;= i-te Spalte von M, so erhilt man den all-
gemeinen Entwicklungssatz fiir Determinanten in der Indexkalkiilform. Das ist die unter D7
angekiindigte Formel:

|detM:ZTmmT"5T1T2”,T"MrliMrzg ..... M, n mit €, A €py A ... N €r, =Eryiry..r, €1 N E2....AE,,

Der e-Faktor nimmt nur die Werte 0 oder 1 oder -1 an. Er ist durch die 2. Gleichung definiert, die wir
er = eey schreiben kénnen, wobei ausnahmsweise die Indexreihenfolge in R nicht wachsend, sondern beliebig
sein soll. R ist hier also eine Indexfolge. Auch sind gleiche Indizes zugelassen, was zum Wert Null fiihrt.
Die Summe der von Null verschiedenen Beitréige lduft iiber alle n! Permutationen von (1,2,...,n). Dabei wird
aus jeder Zeile und aus jeder Spalte genau eine Matrixkomponente M,.;, gewiihlt und das auf alle moglichen
Weisen. Daraus wird das Produkt gebildet und noch ein Vorzeichen hinzugefiigt. Die Indexstruktur gibt
diesen Sachverhalt wieder In (2.5.5) sind die Fille n=2 und n=3 ausgeschrieben. Weiter unten geben wir
den Entwicklungssatz noch in einer anderen Form.
(2.7.4) Jetzt unser allgemeines Resultat zu den Dualriumen:

Fiir zerlegbare Vektoren kann man das kanonische Skalarprodukt wie folgt

Satz: ausdehnen: | (A1 A .o A A1 A Za... A Tg) = det (<>‘i|£7>ij:12-~k>

*

Dadurch werden die Basisvektoren (eg)* und e miteinander identifiziert.
Die Rédume AV* und (AV)* sind kanonisch isomorph.

(2.7.5) Beweis: Sei A\; A Ag.... A Ag zerlegbarer Vektor aus AV* Wir wollen daraus ein Element A aus
(AV)* machen, also eine lineare Abbildung AV—K. Hierzu geniigt es, die Werte auf einer Basis von AV,
also auf den e anzugeben. Und das tut obige Formel. Insbesondere besagt diese Konstruktion, dafl (e*)r
die Dualbasis von eg ist und die Abbildung ein Isomorphismus. ( Denken Sie daran, dass (e}|€;) = d;; und
det(d;;) = 1. Ist R# S, so liefert die Konstruktion offensichtlich Null. Haben R und S unterschiedlich viele
Elemente soll das Ergebnis per Definition Null sein.)

Das Hauptproblem ist die Wohldefiniertheit. Obige Konstruktion liefert ja nicht nur die Werte von A
auf der Basis eg, sondern fiir alle zerlegbaren Vektoren. Ist das konsistent?

e Wir haben einerseits tiber die Definition (A1 A Ag.... A Ag|@1 A oo A Zg) = det((N|Zx))-
o Andererseits berechnet man fiir die Basiswerte mit &;,=Xé., z,,;

(MAA e AXB| TN AT = (MAA2 ANy At ANy ) T 18 g2 T

= det(<)\z— €7, >ij)$hl$r22 ..... Tk

Die erste Umformung benutzt die Bilinearitéit des &uleren Produktes und des kanonischen Skalarproduk-
tes, die zweite die Definition (2.6.4) fiir die Basisvektoren, also den die lineare Abbildung fixierenden Teil
der Definition.

Nach der oben abgeleiteten Fundamentalidentitéit sind die beiden unterstrichenen Ausdriicke aber gleich.
Also ist unsere Definition konsistent. Der Isomorphismus ist derselbe fiir jede Basiswahl und die in (2.6.4)
gegebene Formel gilt fiir alle Paare zerlegbarer Vektoren.

Damit ist (2.6.4) bewiesen.

(2.7,6) Sei jetzt ®: V—W eine lineare Abbildung und ‘®: W* —V* die zugehéorige transponierte Abbil-
dung. Fiir sie gilt (A\|®.%) = (*®.\|Z) . Mit der Definitionsformel aus (2.7.4) kann man symbolisch verkiirzt
wie folgt rechnen (X zerlegbar aus AV und A zerlegbar aus AV):

< t (?IS) .A\X> - <A\’q>’X> = det (A|[®z) = det ("BA|z) = <@A|X>

(2.7.7) Da dies fiir alle zerlegbaren A und X gilt, folgt:

(#)@
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(2.7.8) Und da fiir den 1x1-Fall der n-Vektoren die Transposition die Abbildung nicht &ndert, folgt wie
gewiinscht:

| det(*®)=det® und det(*M)=detM ‘

9.2.7a Eine Matrixdarstellung der Permutationsgruppe
und der Entwicklungssatz

(2.7.9) Im Entwicklungssatz (2.7.3)) haben wir die Vorzeichengrofie eg = &,,r,. ., eingefiihrt. Die Be-
deutung dieser wichtigen Grofle mufl noch genauer analysiert werden. eq,....,e,, sei die fest gewihlte Basis
von V. Weiter ist I={1,2,....n} unsere Indexmenge. Wir betrachten nur die n! Beitriige, bei denen alle r;
untereinander verschieden sind, lassen also sdmtliche Nullbeitréige in der Summe fort. Dann haben wir die
Zuordnung e; — r,, der Basisvektoren. Also: Dem i-ten Vektor wird der Basisvektor zugeordnet, der im
Produkt an i-ter Stelle steht. Die Wertvorgabe fiir die Elemente einer Basis definiert wie iiblich eine lineare
Abbildung 7 :V—V, einen Endomorphismus. Dessen beschreibende Matrix M(7 ) beziiglich e sieht so aus:
In jeder Spalte stehen Nullen ausgenommen die r;-te Komponente. Diese Komponente ist 1. Ebenso enthilt
jede Zeile genau eine 1. Die Wirkung auf die Basisvektoren ist ja genau die einer Permutation, genauer einer
Permutation der Objekte, nicht der Indizes. Man kann auch sagen: "Die Koordinatenachsen werden
permutiert”. Diese Basispermutation wird eindeutig linear auf den gesamten Raum ausgedehnt. Hier sollte
man sich kurz an die Symmetriegruppe des Wiirfels erinnern, bei der bereits gewisse Achsenpermutationen
zu speziellen linearen Abbildungen des gesamten Raumes erweitert wurden, ndmlich zu Drehungen. Wir
nennen die so entstehenden Matrizen M(7wgr) Permutationsmatrizen (fir n Objekte).

Fiir n=3 ergibt das 6 derartige Matrizen:

1 0 0 01 0 0 0 1
M(ﬂ'lgg) = 01 0 M(’]T312) = 0 0 1 M(’]’('le) = 1 0 O
0 0 1 1 0 0 01 0
1 0 0
M(7T132) = 0 0 1 M(ﬂ'ggl) = ... M(7T213) = ...
01 0

(2.7.10) Die Definitionsgleichung eg=e ey, fiir die Vorzeichegrofle e zeigt, dass eg = det(ng) gilt. Das
Vorzeichen ¢y ist einfach die Determinante der zugehorigen Permutationsmatrix!

Abkiirzend schreiben wir auch () anstelle von det ().

(2.7.11) Dann vereinfacht sich der allgemeine Entwicklungssatz (2.7.3) wie folgt:

Die allgemeine Entwicklungsformel fiir Determinanten:
detM:Eﬂ-esnE(W)Mﬂ.(l)lMﬂ.(z)g ..... Mﬂ'8n)n-

In (2.7.3) wurde iiber alle mogliche Indexkombinationen summiert. In der neuen Formel, die in der math-
ematischen Literatur meist benutzt wird, wird nur noch iiber die n! Elemente der symmetrischen Gruppe
summiert. Oder auch: e(7) ist +1 oder -1, aber nie Null. Beide Darstellungen haben Vor- und Nachteile.
Man muf} sich jeweils die geeignete aussuchen.

[0 Was fiir Matrizen ergeben sich in den fortgelassenen Fillen, in denen ep = 0 ist?

(2.7.12) Wir abstrahieren noch einige niitzliche Folgerungen der soeben gegebenen Konstruktion:

(2.7.13) Die Abbildung (S,: 7 +— M(w),Aut(V)) ist ein Gruppenhomomorphismus. TypméBig liegt
eine (homomorphe) Darstellung der Permutationsgruppe durch lineare Abbildungen (umkehrbare Matrizen,
Automorphismen ) von V vor. Uber diese Darstellung operiert die Gruppe von links auf V. Derartige lineare
Darstellungen von Gruppen haben fiir die Physik grofite Bedeutung. Ein anderes Beispiel dieser Art ist die
iibliche Matrixdarstellung der Drehungen in der Ebene.

(2.7.14) Die Abbildung (S,,: 7 — det(n), {+1, —1}) ist wegen det (1) o w)=dett) - det ¢ ein Gruppenhomo-
morphismus. Der Kern besteht aus allen Permutationen mit Determinante +1 und ist eine Untergruppe
der symmetrischen Gruppe. Da es genau zwei zugehorige Nebenklassen gibt, ist dieser Kern eine Un-
tergruppe mit n!/2 Elementen. Man nennt diese Untergruppe die alternierende Gruppe von n Elementen.
Diese Permutationen nennt man auch gerade Permutationen. Entsprechend heiflen die Elemente der zweiten
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Nebenklasse ungerade Permutationen. Wir sehen, wie sich die fiir n=2 und 3 vertraute Struktur der Unter-
scheidung von zyklischen und antizyklischen Permutationen auf alle n verallgemeinert. Aber Achtung: In
hoheren Dimensionen ist zyklisch etwas anderes als gerade.

(2.7.15) Infolge der Homomorphieeigenschaft von wp +— &, = det(rg) kann man die Vorzeichenberech-
nung immer als Folge einfacher Einzeloperationen darstellen und dariiber berechnen. Fiir einige wichtige,
aber besonders einfache Typen von Operationen sollte man sich den resultierenden Vorzeichenfaktor merken.
Der Beweis mit Hilfe der dufleren Algebra ist immer einfach.

(2.7.16) Bringe einen Einsvektor e von der r-ten an die erste Stelle ohne Anderung der restlichen Reihen-
folge. Diese Operation gibt ein Vorzeichen s=(-1)""1.

Beispiel mit 1=3: e; A ez Aeg A esA = (—1)%2e3 A e Aea A eyq. Beachten Sie, dass e; jetzt an 2.
Stelle steht und somit eine Stelle nidher an ey herangeriickt ist.

(2.7.17) Vertauschen von e,, und e, ergibt einen Faktor e=-1 unabhingig davon, wie weit die beiden
Vektoren von einander entfernt sind..

Beweis: Sei r>s. Nach a gibt das Vorziehen von r direkt vor s einen Faktor (-1)"~%. Aber r steht
jetzt eine Einheit niiher an der Liicke, so dass das Weiterriicken von e, nur einen Faktor (-1)" 571
gibt. Zusammen entsteht das negative Zeichen.

(2.7.18) Vertauscht man in einer Gruppe von k Einsvektoren alle zyklisch, dann ergibt das ein Vorzeichen
e=(-1)*~1. Dabei soll das letzte Element an die erste Stelle kommen.

Beweis: Immer paarweise vertauschen wobei man mit den letzten beiden Elementen der Gruppe
beginnt. Etwa
12(34) 7 12(43) = 1(24)3 7 1(42)3 = (14)23 " (41)23
mit k=4. Ergibt nach b) insgesamt ein s=¢ = (—1)*~1.
(2.7.19) Wir benutzen die Entwicklungsformel fiir einen direkten Beweis von detM=det(*M).
(2.7.20) Dabei wird folgender elementarer mengentheoretischer Sachverhalt benotigt: Durchlauft i die

Indexmenge I={1,2,. ...,n} und ist 7 eine beliebige Permutation von I, dann durchliuft auch 7 (i) die gesamte
Indexmenge. Damit folgt (IL.. fiir Produkt aller.. analog zu X... als Abkiirzung fiir Summe aller...):
det M = Eﬂ—s(ﬂ')HjG]Mﬂ.(j)j = EWE(W)HjGIMw(w—l(j));n——l(j) = ZWE(W)HjGIMjm—l(j)

= ZWE(TF)HJE] tMﬂ.71(j)7j = Eﬂ-z’:‘(ﬂ'_l)ﬂjej tMﬂ.fl(j),j = det(tM)

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass die Summe iiber alle 7 € S,, gleich der Summe iiber alle 7! ist. Und
es wurde benutzt, dass die auftretenden Summen und Produkte kommutativ sind.

8.2.8 Zur geometrischen Bedeutung der Zweivektoren
und Zweiformen

(2.8.1) Wir betrachten hier nur reelle Vektorrdume. Sei
i=é+é&+é und b=@&3— & +é.

Diese beiden Vektoren spannen ein Parallelogramm P im V3 auf.

Wir haben drei senkrechte Projektionen von P auf die drei Koordinatenebenen. Die nennen wir Pqs
P13 und Pao3. Nach den Regeln der Vektorrechnung wird P1s dann durch é€; + €5 und é;3-¢> aufgespannt
(Fortlassen der 3. Komponente!). In der dufleren Algebra rechnen wir wie folgt:

anb = (51 + €5 +€3)A(€13—€2 +€3) =
= (51 + 52) AN (513 - 52) + Terme mit 53.
(2.8.2) Der hingeschriebene 3-freie Term ist gerade die Beschreibung von Pio in der dufierer Algebra.

Rechnet man weiter, so bekommt man genau alle Terme mit €; A€ aus der Ausrechnung von @A b. Beziiglich
der gegebenen Basis ist dieser Term eindeutig bestimmt.

Rechnet man analog | @ A b = (€1 +e3) A (613 + €5)+ Terme mit € |, so gibt der abgespaltene Beitrag

die Darstellung von P13. Auch diese ist eindeutig bestimmt.
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(2.8.3) Insgesamt folgt:

anb = (€1 +ér+e3)A (€13 —éx+ €&3)
(€1 + ) A (13— &) + (€1 + E3) A (€13 + €3) + (€2 + €3) A (—ea + €3)
= —4e1N €y — 2E1N €3 + 22N €3.

Also : @A b der ersten Zeile ist die eindeutige Vektorsumme der drei Projektionen in der dufleren
Algebra. Die letzte Zeile gibt den Flidcheninhalt dieser Projektionen in Vielfachen der Einheit-
srechtecke der Koordinatenebenen.

(2.8.4) Aber es ist nicht moglich, etwa ;A € und €1 A €3 hinsichtlich ihres Flicheninhaltes zu vergleichen!
Fléchenbestimmung in jeder Ebene des Raumes verlangt die Vorgabe von drei unabhingigen Normalparal-
lelogrammen entsprechend der 3 Dimensionen von V3 A V3, dem Raum der Zweivektoren.

(2.8.5) Jetzt fithren wir noch den Dualraum mit der dualen Basis e* ein. Z.B. A = efA e3. Vektoren des
Dualraumes heiflen auch Formen. Entsprechend heiflen diese Vektoren Zweiformen.

(2.8.6) Nach unseren Regeln finden wir:

<A|@’/\ E> = —4{eN RN &) = —4

Inhaltlich ist A eine Operation, die jedes Parallelogramm im Raum in seine 3 Basisebenenprojektionen zerlegt
und dann die Groe der Projektion in Einheiten des zugehorigen dualen Basisvektors hier e} A el vermisst.
Physikalisch gesehen ein Messgeriit, in das man ein Parallelogramm eingibt und als Ergebnis die genannte
Zahl erhilt! Von der konstruktiven Realisierung dieses Resultates - also dem Zuordnungsverfahren - wird
dabei wie {iblich abstrahiert. Nur die Zuordnung, das Ergebnis, wird mathematisch benotigt.

(2.8.7) Allgemein kann man sagen:

Die Elemente des Dualraumes abstrahieren und algebraisieren bestimmte Messop-
erationen, die man zunichst fiir konkrete geometrische Individuen beherrscht und vornimmt,
zu Operationen, die man auf alle geometrischen Objekte (=Vektoren aus AV) an-
wenden kann. Das Dualraumelement ordnet jedem Vektor das zugehorige Mefergebnis eine
Zahl zu.

Insbesondere liefert ein zerlegbares Dualraumelement einen Inhalt fiir jedes Parallelepiped.

(2.8.8) Die entsprechende Verallgemeinerung auf alle zerlegbaren Zweiformen ist klar. Neu sind unzerleg-
bare Zweiformen ab n=4. Z.B. e; A e5+eiA e}. Das projiziert in zwei vollig entkoppelte Ebenen und bildet
die Summe der Projektionsflicheninhalte. Das Resultat beschreibt also in einer Zahl ein Ergebnis fiir zwei
Ebenen.

Dagegen liefert efA e5 + efA e5 Resultate zu einer einzigen Ebene, die iiber zwei unterschiedliche Pro-
jektionen gewonnen wurden. Die Gleichung ejA e5 + efA ef = ef A (e5+e}) verdeutlicht das.

(2.8.9) Im Bereich der 1-Vektoren gibt es vergleichbare Unterschiede nicht. Dort gehoren Basislinearkom-
binationen immer zu einem einzigen Vektor.

9.2.9 Die beschreibende Matrix der Algebraerweiterung
eines Homomorphismus

Zur Erinnerung: 1={1,2,..,n}. Kleine Indexbuchstaben i,k usw indizieren die Elemente vom M. Grofie
wie R,S usw indizieren die geordnete Teilemengen (Teilfolgen) aus I.

(2.9.1) Sei A:V—W linear und A&:AV— AW die zugehorige Algebraerweiterung. Wir geben in V eine Basis
e; vor und in W eine Basis f;. Die zugehorige beschreibende Matrix von X sei M.

Dann gehort zu AV die Basis eg und zu A die Basis fp. Wir stellen uns folgende Frage:

(2.9.2) Wie sieht die zugehorige beschreibende Matrix M von X aus? Sie ist ja eindeutig durch die
Gleichungen \(eg)=XsfsMgg festgelegt. ( Dabei sind R und S natiirlich wieder Wortindizes.)
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Wir erwarten, dass wir die Mgg durch die Matrixelemente M;; ausdriicken konnen. Hat man sich
das Problem ausreichend verdeutlicht, dann liefert der Formalismus der #ufleren Algebra unmittelbar die
Antwort.

(2.9.3) Zu V gehore die Indexmenge 1={1,2,..,n} und zu W die Indexmenge J={1,2,....m}. Wir erinnern
an die Vereinbarung, dass fiir RCI die Komplementmenge mit R’ bezeichnet werden soll. Also RUR'=I und
entsprechend SUS’'=J disjunkt. Das bedeutet, dass Formeln der folgenden Art gelten:

Siesfio; = Sjes faj+ Sjes: foy

(2.9.4) Um Mgg zu bekommen, miissen wir wie iiblich A(eg) berechnen. Und zwar genau den Anteil, der
zu fg gehort. Wir rechnen (mit R=iyis....1, und S=j;....j, ):

Mer) = Ae)A A Xe) = (B, M) NS fjaMiyiy) oA (Sf5,M;5,)

= (EJiGSfJ'lelil + Xjesr flejlil) AN (EijSfijJ'pip + EijS’ fijjyip)
= (BjesfinMji) N oA (ijesfijjpip) + Terme die nicht auf fg fithren

= fsdet(M(S,R))+ .....

Dabei ist M(S,R) die folgende Teilmatrix von M: Alle Spalten, die nicht zu R gehoren, werden gestrichen.
Denn alle i, die auftreten, miissen ja in R liegen. Und alle Zeilen, die nicht zu S gehoren, werden gestrichen.
Denn die verbleibenden j miissen ja alle in S, nicht aber im Komplement S’ liegen. Das ergibt die quadratiss-
che pxp-Matrix der vorletzten Zeile der Rechnung. Diese kann dann nach der Determinantenformel ausgew-
ertet werden (Endfaktor fg), womit die letzte Zeile folgt.

(2.9.5) Ergebnis:

/_\(ER) = ZSfSMSR Dann ist ‘ MSR = det(M(S, R)) ‘ wobei M(S,R)
die Matrix ist, die man aus M erhélt, wenn man

alle Spalten aus R’ und alle Zeilen aus S’ streicht.
Fiir |S| # |R| ist das Matrixelement Null.

(2.9.6) Beispiel: M(j2y(23) ist gesucht. Also S=12 und R=34. Wir rechnen

Ae2)AN(e3) = (fiMig + foMag + . )A(fiMis + faMasz + ...) = fikfo(MiaMas — My3Mag) + ...

Aber ( %12 %13 > ist gerade die Matrix, die nach dem angegebenen Streichverfahren iibrig bleibt.
22 23

Die Beispielrechnung entspricht genau der zum allgemeinen Resultat fiihrenden Rechnung.

9.2.10 Allgemeine Entwicklungsséitze fiir Determinanten

(2.10.1) Sei I=RUR’ mit |R|=k. Und X: e; —a; = XexMy,;. Dann gilt einerseits ey detM = egarAag: .
Es war I={1,2,..,n}. Und andererseits agAas =0 fiir R#S. Achtung: der soeben benutzte Vorzeichenfaktor

definiert. Das ist nicht mit dem e aus (9.2.7)

eg ist offensichtlich durch die Gleichung ||e; = eger A err

zu verwechseln. Ist R Teilmenge der Indexmenge, so gilt die soeben eingefiihrte Definition. Ist R dagegen
Folge von n Indexwerten, so gilt die Definition aus (2.7.3).
Das erméglicht die folgende Rechnung;:

erdrsdet M = epagNas =¢cpR (EGKMKR)/\(ZLIQL/ML/S/)
= epXrgexgNeg MgrMg g Nur L=K trigt bei!
= XYgerexerMgrMk s

(2.10.2) Vergleich liefert den allgemeinen Entwicklungssatz (fiir Determinanten):

Sei M eine nxn-Matrix und 0<k<n. Dann gilt:
EsédeetM:Z]Q‘K‘:kEKMKRMK/S/ .
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(2.10.3) Ein bemerkenswerte Formel. Sie erlaubt eine Vielzahl von Spezialisierungen. Da die Mgg ja
geméf (9.2.5) Unterdeterminanten von M sind, haben wir hier eine Darstellung von detM durch zugehorige
Unterdeterminanten. D.h. die Formel erlaubt uns rekursive Berechnungen von Determinanten auf eine
Vielzahl von Weisen. Beachten Sie Kiirze und Eleganz der Herleitung. Im Sinne des Indexkalkiils ist die
Indexreihenfolge falsch. D.h. im ersten Matrixfaktor ist noch eine Transposition enthalten.

Wihlen Sie n=3. Schreiben Sie fiir R=1 und S=1 bzw. 2 die Herleitung aus. D.h. konkretisieren Sie obige
Rechnung fiir diesen Fall. Starten sie mit agAag.

(2.10.4) ist A invertierbar, so gilt wegen Xop=Xofmund Iy = 1,y , dass auch X invertierbar ist. Und

die Elemente der inversen Matrix kénnen wir unmittelbar aus obigem Entwicklungssatz ablesen, wobei wir

_ ———1 - .
My anstelle von M g bzw. M4 schreiben.

Mé}g:dﬁﬁ%\%M SR Indexreihenfolge rechts beachten!

(2.10.5) Sei jetzt k=1, R={r} und S={s}. Dann erhilt man Mg rs wie folgt: Streiche in der Matrix M die
s-te Zeile und die r-te Spalte. Vom Rest bilde die Determinante. Das Resultat dieser Konstruktion nennen
wir auch Minor an der Stelle (s,r) von M. Wir bezeichnen diesen Minor mit M(*7),

Achtung: Minoren haben wir bereits in (2.5.4-5) eingefiihrt, dort allerdings mit det(M(7))
bezeichnet, um den rekursiven Charakter der Entwicklungsforn nach einer Zeile zu verdeutlichen.

(2.10.6) Der Vorzeichenfaktor ist offenbar (-1)"~!*s~1= (-1)"*¢ . Das ist leicht zu merken. Stichwort:
”Schachbrettmuster”.
(2.10.7) Dann ergibt (2.10.2) fiir R=S erneut die Entwicklungsformel nach einer Spalte

detM=%,.(-1)"+*M,. M (") Entwicklung nach der s-ten Spalte, (2.5.5).

Rechts steht eine Summe iiber alle Matrixelemente der s-ten Spalte von M. Der zugehorige Fak-
tor ist der entsprechende Minor, eine (n-1)x(n-1)-Determinante. Damit lassen sich alle nxn-
Determinanten rekursiv auf eine Summe von (n-1)x (n-1)-Determinanten zuriickfiihren.

(2.10.8) Wihlt man k=n-1, so erhilt man die entsprechende Formel fiir die Entwicklung nach einer Zeile
aus (2.5.5)
(2.10.11) Wir konnen die Entwicklungsformel (2.10.7) auch noch anders interpretieren. Und zwar fiithren

wir eine weitere nxn-Matrix M ein vermoge:

]\Zk:(_l)”’ﬂM(kai) M%) Minor; Indexreihenfolge beachten!

Damit schreiben sich unsere Entwicklungsséitze
Sk Mg My, = Sy My My, = 6;pdet M oder MM = MM = det M -id

(2.10.12) Ist detM#0, so ergibt sich folgende Formel fiir die inverse Matrix:

_q)r+s

M=

=g M) Indexreihenfolge!

(2.10.13) Um den formelméBigen Umfang dieser Beziehungen richtig wiirdigen zu konnen betrachten wir
ein Beispiel:

4 -9 5
M= 1 -10 7 Mu:’}g 12’2—1 M12:—1'?7 ?2’223 .....
1 17 12
/-1 23 “13 N
M=| -5 43 -23 detM=6 MM =6-ids (9 Beziehungen!)
-7 59 =31

(2.10.14) Zur weiteren Verdeutlichung fithren wir in M noch einen #ufleren Parameter x ein.
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4—x -9 5 10— 7

M=| 1 —-10—2 7 My, = =z2-2x -1
1 —17 12—z -7 12w
N 22 —2x—1 —9z+23 5r — 13
M=\ z-5 z? — 16z +43 Tz —23 detM= (-x3+6x%-11x+6)
x—7 —17x + 59 z2 + 6z — 31

Multipliziert man MM aus, so ergibt sich (-x3+6x2-11x+6)-ids. Das sind beachtliche Identitéiten zwischen
den Polynomen. Genau fiir die Nullstellen dieses Polynoms - etwa x=1 - ist M nicht umkehrbar. Es
handelt sich erneut um das Problem der Eigenwertbestimmung.

O Sei M—< ; i > . Berechnen Sie hierfir M und vergleichen Sie mit den Resultaten aus Kap.4 (4.5.30).

Kann man das verstehen?

(2.10.15) Es sei N: R* — RF und M: R¥ — R™. Fiir k =n kann man det(MN) bilden, nicht aber
det(M)det(N). Wir wollen eine Formel entwickeln, die die Regel det(MN)=det(M)det(N) auf diesen Fall
ausdehnt.

Ist k<n, so ist notwendig det(MN)= 0. Wieso?

(2.1.16) Sei k>n. Weiter sei e; die kanonische Basis von R" und E; die von R*¥. Wir habe (MNej)A ...A

(MNe,,)=det(MN)ej A ...Ae,. Andererseits ist mit den Resultaten aus (9.2.5):

(MNey)A ..A (MNe,) = MN e;=MoN(e;)=M(N(er))
= YgM(Ex)Nkr =X xesMsxNkr

Da J aber n Elemente haben muf}, trigt in der letzten Summe nur J=I bei.
(2.2.17) Vergleich gibt die folgende Formel:

‘det(MN):ZkMIKNKI \ I = {12..n} n<k.

summiert wird iiber alle K C {1,2,...,k} mit n Elementen

Denken Sie daran: Mjg ist die Determinante der quadratischen Matrix, die man erhélt, wenn man alle
Spalten von M streicht, deren Index nicht in K liegt. Ist k=n+1, so gibt es n+1 derartige K. Fiir k=n erhélt
man die alte Produktregel.

Was ergibt sich fiir N=*M ? Rechnen Sie einige einfache Konkretisierungen.

9.2.11 Das Vektorprodukt und die duflere Algebra

(2.11.1) Wir kennen zwei gleichwertige Einftihrungen des Vektorproduktes. Entweder iiber die Kompo-
nentenmultiplikation und das heifit iiber die in Kap.9.1 gegebenen Strukturkonstanten. Dabei mufl man
jedoch von einer Orthonormalbasis e; mit Rechtsorientierung ausgehen, was den euklidischen Raum voraus-
setzt. Oder man wihlt die geometrische Definition. Dann hat a x b die Richtung der Normalen auf der durch
@und b aufgespannten Ebene und das verlangt erneut einen euklidischen Raum. Beide Einfithrungen geben
kaum Hinweise, wie man das Vektorprodukt auf andere Dimensionen ausdehnen kénnte.

(2.11.2) Wir besprechen jetzt eine weitere Einfiihrung des Vektorproduktes und zwar mit
Hilfe der dufleren Algebra. Diese Einfiihrung nun lif3t sich relativ problemlos verallgemeinern.
Allerdings muf3i man auch hier von einem euklidischen Raum ausgehen. Daher verschieben wir
die Details der Verallgemeinerung auf Kap.10.5.

(2.11.3) Seien d’,g € Vg zwei unabhiingige Vektoren und €%, &, €3 eine Orthonormalbasis mit Rechtsori-

entierung. Wir berechnen @ x b sowie @ A b und vergleichen:

= & ((12[)3 — agbg) + €2(a3b1 — albg) + 53(0;11)2 — agbl)

52/\53(0,21)3 — a3b2> + 51/\53(—0,3[)1 + a1b3) + 51/\52(0,1[)2 — a2b1>
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(2.11.4) Das sicht aus wie die Wirkung einer linearen Abbildung @A b — @ x b. Wir definieren eine lineare
2
Abbildung * : AV5® — V3 durch Festlegung der Basiswerte. Genauer setzen wir:

*(51/\52) = 53 * (53/\51) = — % (€1A€3) = 52 * (52/\53> = 51
Beachten Sie das Vorzeichen im mittleren Term. ”Zyklisch” (31) und "lexikographisch” (13) sind in diesem
Fall nicht dasselbe. Da * linear ist, folgt sofort allgemein (@ A 5):6 x b,

(2.11.5) Ein Problem, das sich anschliefit: Ist die Konstruktion unabhiingig von der Wahl der
kartesischen Rechtsbasis? Offenbar, weil das Vektorprodukt rein geometrische Bedeutung besitzt. Ein
neuer direkter Beweis wire schén. Wir werden darauf in Kap.10.5 zuriickkommen

(2.11.6) Und der eingefiihrte Isomorphismus * ist verallgemeinerbar. Wir miissen nur daran denken, dass

1
V3 = AVg ist. Generell hat der Raum der k-Vektoren dieselbe Dimension wie der Raum der (n-k)-Vektoren.
Vgl.(1.2.16). Beide Réume sind also isomorph. Kénnen wir einer kanonischen Isomorphismus konstruieren?
(2.11.7) Wir deuten das kurz an. Sei ey, ..., e, eine orthonormale Rechtsbasis des Raumes und K={iy,....,ix }

eine k-elementige Teilmenge von {1,2,....n}. Die Gesamtheit der ex bildet eine Basis von /k\V, dem Raum
der k-Vektoren. Erneut sei K’ das Komplement zu K in {1,2,...n}. Wir setzen xex = exex . Dabei sei ek
der in (2.10.1) eingefiihrte Vorzeichenfaktor. Das erklért offfensichtlich einen Isomorphismus AV— AV. Die
Frage der Unabhéingigkeit von der Basiswahl lassen wir hier noch offen.

(2.11.8) Aber wie steht es mit der geometrischen Interpretation? Nun, die Basisvektoren e;, die zu
K gehoren, spannen einen k-dimensionalen Teilraum U auf. Dann spannen die fehlenden Vektoren aus
K’ einen (n-k)-dimensionalen Teilraum auf, den man geometrisch als Normale zu U interpretieren wird!
Zugleich bilden die beiden Vektoren ex bzw. ek je ein orientiertes Einheitsvolumen fiir die beiden Réume.
Somit ist zu vermuten, dass * jedem k-dimensionalen Teilraum seine Normale zuordnet unter gleichzeitiger
Mitnahme eines Groflenvergleichs und einer Orientierung. Und das ist natiirlich eine naheliegende und
sinnvolle Verallgemeinerung des Vektorproduktes.

(2.11.9) Somit lag die Schwierigkeit der Verallgemeinerung hauptséchlich darin, dass man den Raum der
Einsvektoren mit V identifizieren kann, so dass im Falle n=3 die Zuordnung (@,b)— @ A b — (@ A b) als
innere Verkniipfung der Einsvektoren interpretiert werden kann. Das ist allgemein nicht der Fall und
wére auch nicht strukturgerecht.

9.3.0 Zur Motlvatlon (? %n nsorproduktes

Hiufig héingen physikalische Groflen von zwei Vektoren unterschiedlichen Typs ab. Ein Drehmoment von
einem Ortsvektor und einer Kraft, ein Phasenraumvektor von einem Ortsvektor und einer Geschwindigkeit
usw. Seien V und W die beiden zugehorigen Vektorriume. Die einfachste Methode, daraus einen einzi-
gen Vektorraum zu machen, ist die Bildung des kartesischen Produktes VxW der beiden Rdume, das wir
besser kanonisch isomorph als direkte Summe VW interpretieren. Vgl. Kap.4.1.1b und Kap.4.1.6a. Der
Produktraum VxW ist ein Raum der Dimension dimV+dimW. Im Phasenraumfall ist die direkte Summe
die passende Bildung. Eine Konstruktion wie das Drehmoment dagegen fiigt sich schlecht in diese Struk-
tur. Ist etwa einer der beiden Eingabevektoren Null, so ist auch das resultierende Drehmoment Null, ein
Phénomen, das nicht zu der direkten Summe pafit. (a,0) ist in der Regel ungleich Null. Bildungen wie das
Drehmoment sind vielmehr durch Bilinearitét ausgezeichnet. (a7, F)) und (7, oF) fithren beide zu demselben
Drehmoment. Eine bilineare Abbildung VxW—TU verlangt zu ihrer Festlegung (nm)k Zahlangaben, wobei
dimV=n, dimW=m und dimU=k ist. So, als léige eine lineare Abbildung X—U vor, wobei X ein Raum der
Dimension nm statt n+m wiire.

Eine Raumbildung mit dieser Dimension und den gewiinschten Eigenschaften gibt es tatsichlich: Das
Tensorprodukt. Im Rahmen der Mathematik, aber auch der theoretischen Physik hat es eine betriichtliche
Bedeutung erlangt. Wir nennen dafiir zwei Griinde: Mit Hilfe des Tensorproduktes wandelt man bilineare
und allgemeiner multilineare Abbildungen auf kanonische Weise in lineare Abbildungen um, so dass man die
Resultate der linearen Algebra iibernehmen kann. Und man erhélt ein Verfahren, mit dem man in vielen
Fillen Gleichungen zwischen den Werten in Gleichungen zwischen den beteiligten Abbildungen umwandeln
kann.
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Eine Erlduterung des letzten Punktes: Haufig ist es leicht, eine Gleichung fiir das totale Differential
einer Abbbildung zu erhalten. Sagen wir df=Df(Zy).Ax=(a - AZ)b+3(a - Zp)AZ. Wie erhilt man aus diesen
Gleichungen fiir die Werte eine Gleichung fiir Df(%), wie "kiirzt man das Urbildelement AZ aus der
Gleichung heraus"? Bisher haben wir uns damit geholfen, dass wir eine Basis einfiihrten und zur zugehorigen
Matrixdarstellung iibergingen. Das Tensorprodukt macht den Ubergang jedoch basisunabhingig moglich,
wie wir sehen werden.

Stérker physikalisch orientiert konnen wir (mit einiger Ungenauigkeit) auch sagen: Es geht um einen
Formalismus, der aus Formeln zwischen Mefresultaten entsprechende Formeln zwischen den beteiligten
physikalischen Groflen produziert. Im Bereich der Quantenmechanik benttigt man das Tensorprodukt, um
aus Einteilchenzustandsriumen die Zustandsrdume von Mehrteilchensystemen aufzubauen.

9.3.1 Die Konstruktion

(3.1.1) Wir fithren die Tensorriume analog zur Konstruktion der #ufleren Algebra ein, genauer
zur Konstruktion der Rdume der k-Vektoren. Die Konstruktion des Tensorproduktes ist weniger kompliziert
als die der k-Vektoren, entsprechend ist ihre geometrische Interpretation jedoch auch weniger reichhaltig.

(3.1.2) Es seien V und W zwei Vektorrdume iiber dem kommutativen Korper K. Thre (endlichen) Di-
mensionen seien n und m. Wir wihlen je eine zugehorige Basis e; und f;. Der Produktraum VxW hat
dann die Basis (e1,0),.... (0,f,,) mit n+m Elementen. Wir wollen einen zweiten Raum VW der Dimen-
sion n-m bilden. Als Basis nehmen wir die geordneten Paare (e;,f}), die wir formal e;®f) schreiben. Die
Indizes laufen iiber die zugehorigen Werte 1,..,n bzw. 1,...,m. Diese Objekte sollen eine Basis eines neuen
Vektorraumes iiber K bilden, den man mit VW bezeichnet. Also

| VOW={t[t=Sje,@fxty, mit ty €K}

(3.1.3) Der allgemeine Tensor t (=Vektor dieses Raumes) ist formale Linearkombination der gew#hlten
Basis. Da VW moglich ist, ist die Frage nach der Faktorvertauschung sinnlos. Die beiden Ridume VW
und W®V sind zwar isomorph, aber in der Regel sollte man sie nicht identifizieren.

(3.1.4) Die Komponenten t;;, eines Tensors bilden eine nxm-Matrix. Oder auch: Der zugehorige Koordi-
natenvektor t¥ ist eine nxm-Matrix: t& = (t%).

(3.1.5) Warum die Produktschreibweise? Nun die wichtigste Eigenschaft der Multiplikation einer Algebra
ist die Bilinearitit. Diese fordern wir jetzt auch fiir unser Tensorprodukt:

Die Zuordnung (V x W, (x,y) — 2 ®y, V® W) soll bilinear sein!

Natiirlich entsteht so noch keine Algebra, da keine innere Verkniipfung vorliegt.
(3.1.6) Insbesondere gilt die iibliche Fundamentalidentitit

TRY = Eire; @ frTiyk

wobei die Summation iiber alle doppelten Indizes lduft. (Anzahl n-m).

(3.1.7) Von der duBleren Algebra iibernehmen wir den Begriff der Zerlegbarkeit. Jeder Tensor t, fiir den
es ein x€V und ein yeW gibt, so dass t=x®y gilt, heifit zerlegbar.

In der Regel gibt es unzerlegbare Tensoren. Die Basisvektoren e;®f; sind zerlegbar.

(3.1.8) Jetzt konnen wir die Basisunabhéingigkeit der Tensorkonstruktion nachweisen. Seien E; und Fy,
zwel weitere Basen. Das damit gebildete Tensorprodukt sei ®'. Wir miissen zeigen, dass die beiden Réume
VW und V ® W kanonisch isomorph sind. Den Isomorphismus erzeugen wir iiber die zerlegbaren Vektoren.
Fiir sie soll gelten x®y—x®'y . Die Frage ist: Ist das wirklich ein wohldefinierte lineare Zuordnung?
Wir wissen ja aus den Erfahrungen mit dem #ufleren Produkt, dass eigentlich nur die Werte der linearen
Abbildung fiir (e;, fx) vorzugeben sind und der Rest aus der Linearitét folgt.

Die Fundamentalidentitét (3.1.6) zeigt die Konsistenz. Die Wertfestlegung fiir die Basisvektoren und
die Linearitit ergeben die eingerahmte Beziehung. Die beiden Auflenbezichungen folgen dann iiber die
Bilinearitét des Tensorproduktes:

TRY = ‘ Ye; fpxiyr — Yo fixiyr | =2 @y
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Folglich kann man die beiden Tensorprodukte kanonisch identifizieren. Insbesondere gilt natiirlich E;QF; =
E; ® Fj, so dal man die Konstruktion mit jeder Basis starten kann.

0 Angenommen V ist eindimensional. Was fiir eine Beziehung besteht dann zwischen W und V @ W? Und was
ist mit V' x W, insbesondere der zugehorigen Dimension? Was mit der Zerlegbarkeit?

9.3.2 Basiswechsel beil Tensoren

(3.2.1) Jetzt kommen wir zum wichtigen Problem des Basiswechsels. Auch hier spielt die Bilinearitét die
entscheidende Rolle.

(3.2.2) Seien also €; und f;; die alten und EZ und ﬁk die neuen Basen von V bzw. W. Die Transforma-
tionsmatrizen seien gegeben durch e=ET und f=FS. Einsetzen gibt:

Haben Sie jeden dieser einzeln trivialen Schritte verstanden? Das Ergebnis liefert die gesuchte Matrix fiir
den Basiswechsel:

Die alte Basis von VW wird als Linearkombination der neuen dargestellt. Das ergibt die
zugehorige Transformationsmatrix. Analog zum Fall der dufleren Algebra sind deren Indizes
keine Einzelzahlen, sondern Worte, hier solche, die Zahlenpaaren (m,i) oder (n,k) entsprechen.

(] Interpretieren Sie selbst die Gleichung T(mn)(ik) = TiSnk.
(3.2.3) Die Hauptbedeutung der Transformationsmatrix liegt darin, dass man mit ihre Hilfe den neuen
Koordinatenvektor aus dem alten berechnen kann:. Das 148t sich problemlos auf die Tensorkom-

ponenten iibertragen, die ja auch durch Indexpaare charakterisiert werden. Sei t=%¢;® f;;tf}c = Eﬁm® ﬁltfq\’;n
Dann folgt wie iiblich durch Koeffizientenvergleich im Indexkalkiil

t%":ETmiSnktf}c . Oder in Matrixform ¢V =T.¢4 Vgl. (3.1.4).

Inspizieren Sie die Indexstruktur sorgfiltig. In Kap.11 gehen wir hierauf genauer ein.

(3.2.4) Jetzt kann man entsprechend Tensorprodukte aus mehreren Faktoren bilden. Etwa URVQW.
Ebenso kann man die Produktbildung iterieren und etwa (U®V)®@W oder UR(VQW) bilden. Alle dies
Réume sind kanonisch isomorph und man identifiziert sie iiblichwerweise. Nicht identifizieren sollte
man dagegen UV und V®U.

(3.2.5) Die Basiskonstruktion und die Formeln fiir den Basiswechsel iibertragen sich problemlos auf diese
Fille.

O Bilden Sie analog zur #ufleren Algebra die direkte Summe

KeVe VeV)e (VeavVeV) ...

Begriinden Sie, dass das Tensorprodukt hieraus eine Algebra macht, die tensorielle Algebra des Vektorraumes
V. Welche (elementaren) Eigenschaften hat sie? Die in (3.2.4) gegebene Identifikation ist zu benutzen.
Welcher fundamentale Unterschied besteht gegeniiber der #ufleren Algebra hinsichtlich der Dimension?

9.3.3 Die Beziehung zwischen kartesischem Produkt
und Tensorprodukt

(3.3.1) Zunéchst haben wir die folgende bilineare, aber keineswegs lineare Abbildung;:
T==(VxW(ry) —zayVeW).

Ist n=1 oder m=1, dann ist jeder Vektor aus VW zerlegbar und die Abbildung ist surjektiv. Fiir n=m=3
ist die Abbildung dagegen weder injektiv noch surjektiv. Dann ist der neundimensionale Werteraum V @ W
weitaus grofler als der sechsdimensionale Urbildraum V' x W. Fiir n=m=2 ist das noch nicht der Fall, da
(zufillig) 2+42=2-2=4 gilt.
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(3.3.2) Der Charakterisierungssatz fiir das Tensorprodukt

V,W,U endlichdimensionale Vektordume iiber K und B:VxW — U eine
bilineare Abbildung. Weiter sei c: V@ W — U linear.

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung b:VQW — U, die stets
Dann b(x®y) = B(z,y) erfiillt. Also .

Und zu c gibt es genau eine bilineare Abbildung C:VxW — U mit C=cor.

Es seien

Die Skizzen verdeutlichen die Verhiltnisse. In beiden Fillen liegt ein kommutatives Diagramm vor.

kanonisch kanonisch

VW —> VW VW ——> VW

\\
B b C C.
Bilinear Linear Bilinear Linear
Gegeben Folgt Folgt! Gegeben!
U U

S

Alles Bilineare wird hierdurch linearisert, in den Bereich der linearen Algebra iibertragen. Man kann die dort
hergeleiteten Resultate ibernehmen. Fiir mehr als zwei Faktoren ist bilinear durch multilinear zu ersetzen.

Der angegebene Sachverhalt gilt analog.

(3.3.3) Beweis: a) Sei c:V@W—U linear vorgegeben. Dann ist C=cor bilinear, da 7 das ist.

b) Sei B gegeben, b ist zu konstruieren. Wie iiblich geniigt die Festlegung der Werte auf einer
Basis und das erfolgt durch die Formel b(e; ® fi) = B(e;, fx). Es verbleibt die Frage nach der
Wohldefiniertheit, insbesondere die Unabhéingigkeit der Konstruktion von der Basiswahl. All das
ist gesichert, wenn wir die behauptete Gleichung b(x®y)=B(x,y) fiir jeden zerlegbaren Vektor
beweisen. Das geschieht auf die iibliche Weise:

bz ®@y) =b((Xe;iz;) ® (Efeyr) = Livei @ fuviye = ZinB(es, fu)riye = B(z,y).

Die letzte Umformung verwendet die vorausgestzte Bilinearitéit von B. Die Eindeutigkeit folgt
iiber die jeweilige Wertefestlegung auf den Basisvektoren.

Wegen der Bedeutung der Konstruktion sei der Weg von bilinear bzw. multilinear zum Tensor nochmals

erldutert:

4 1) Die Werte einer multilinearen Abbildung seien vorgegeben.

4 2) Das legt die Werte fiir alle zerlegbaren Tensoren fest, insbesondere fiir Basen des Typs e® f

¢ 3) Fiir jede lineare Konstruktion geniigen jedoch die Werte auf einer Basis.

¢ 4) Wihle eine Basis des beschriebenen Typs. Dann kann man per Bilinearitit aus den Ba-
siswerten zunéchst konsistent die Werte fiir alle zerlegbare Tensoren rekonstruieren.

4 5) Und schlielich werden basisunabhéingig die Werte aller Tensoren per Linearitit bestimmen.
Die gewihlte Basis taucht dabei in der Formulierung auf.

(3.3.4) Eine Bezeichnungskonvention: Hiufig ist es niitzlich, beide Abbildungen B und b, die ja
gleichwertig zueinander sind, mit demselben Buchstaben zu bezeichnen. Man schreibt etwa B(x®y)=B(x,y)

anstatt b(x®y)=B(x,y) und denkt sich die zugehérige Urbildmenge jeweils korrekt dazugewiihlt.

O Wie sieht Bild(7) aus? Aus welchen Vektoren besteht diese Menge? Wieso ist das kein Teilraum? Wie "grof3"

ist das Bild relativ zur Wertemenge?
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(3.3.5) Nachfolgend das wichtigste Beispiel dieser Konvention. (Vgl. den analogen Satz 9.3(21) fiir die
duflere Algebra):

Satz: V und W S€1€IN Vektorriume iiber K und V* und W* deren Dualréume.
Dann sind die beiden Riume v* ® W* und (V ® W)* kanonisch isomorph.

(3.3.6) Beweis: Zu A € V* und pu € W* bilden wir den zerlegbaren Vektor A ® p € V* @ W* und
definieren jag, (¥ ® §) = A(@)p(y). Das erzeugt ein Funktional auf VOW und man zeigt wie iiblich iber die
Basiskonstruktion, dass es linear und wohldefiniert ist.

Auch die Zuordnung A ® p —jrg, erweitert sich zu einer linearen Abbildung V* @ W* — (V@ W)*. Man
priift leicht, dass der Kern trivial ist. Da die Rdume gleiche Dimension haben, sind sie kanonisch isomorph
wie behauptet.

(3.3.7) Nach dem Charakterisierungssatz gehort zu der linearen Abbildung jag, : V@ W — K des
Beweises eine entsprechende bilineare Abbildung Jrg, : VW — K, die Jagu(Z, ) = jreu(ZQY) = MNZ)p(y)
erfiillt.

(3.3.8) Wir bezeichnen von jetzt ab auch jrg, und Jyg, mit A ® p, identifizieren alle drei Gréfien. Das
priagt man sich gut iiber das folgende Schema ein:

AeV*zeVpe W yeWw . o - .
Bilde dazu: g g Den(T @ Y) = Iaou(@,9) = MZ)u(y)
Neue Schreibweise AQu(ZT®Y) =A@ (@, 9) = MD)p(y)
(A,p) kanonisch A®u (X,y) X®y

* * T T
VxW —— VoW’ VW —» VW
isomorph heu heu
Bilinear Linear
- L 2m)
(VOW) K uy
Die drei identifizierten Raume Die Identifizierungskonstruktion

(3.3.9) Oder auch: Der Term A ® p kann in drei unterschiedliche Rollen schliipfen, wobei wir zugleich
sehen, welchen formalen Nutzen das Tensorprodukt bringt:

e (3.3.10) Als Element von V*® W* interpretiert, kann man die Tensoren aus einfachen Bausteinen -
den Dualraumelementen - aufbauen.

e (3.3.11) Als bilineare Abbildung VxW— K zeigen die Tensoren einen Abbildungscharakter, iiber den
meist die Verbindung zu den Anwendungen hergestellt wird. In dieser Form ist es jedoch schwierig,
von Gleichungen zwischen den Werten zu entsprechenden Gleichungen zwischen den Abbildungstripeln

iiberzugehen. Man mufl dazu aus Termen wie A(Z) (i) das Urbild (Z,7) "herauskiirzen", was fast immer
Probleme bereitet.

e (3.3.12) Als Element von (V&W)*, also eines Dualraumes, wird der in (3.3.11) gewiinschte Ubergang
zu Abbildungsgleichungen formal unproblematisch. Der Grund ist die schon frither besprochene
Doppelrolle der Dualraumelemente als Abbildung und als Vektor sowie der formal unproblematische
Wechsel zwischen diesen beiden Rollen.

(3.2.13) Gibt man in V eine Basis e vor und wird nicht ausdriicklich etwas Gegenteiliges gesagt, dann
wird im Dualraum immer die zugehérige duale Basis e* genommen. D.h. die Basisvorgabe in V bewirkt
automatisch eine Basisvorgabe in V*,
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[0 Formulieren Sie selbst die Definition einer multilinearen Abbildung der Vektorriume Vi,,Va,...,Vi in den
Vektorraum U. (Genauer k-linear). Hierdurch soll bilinear verallgemeinert werden. Wie sehen die Verallge-
meinerungen von (3.3.3) und (3.3.5) aus?

9.3.4 Beispiele fiir den formalen Nutzen des
Tensorproduktes

(3.4.1) Der Hauptnutzen des Tensorproduktes besteht darin, dass er einen gemeinsamen vektoriellen
Darstellungsrahmen einer Vielzahl mathematischer Konstruktionen zunéichst sehr unterschiedlicher Art bildet.
D.h. alle diese Bildungen lassen sich kanonisch als Tensoren darstellen, so dass man die tensoriellen Rechen-
regeln fiir sie nutzen kann. Hierzu gehort insbesondere das Problem, iiber Wertevorgabe definierte Koordina-
tendarstellungen von Abbildungen in eine koordinatenfreie absolute Form zu bringen. Wir besprechen drei
wichtige Beispiele. Genauer geben wir kanonische Darstellungen von Skalarprodukten, Vektorraumhomo-
morphismen und Zweiformen (der dufleren Algebra) durch Tensoren. Wir erinnern an die in Kap.l gegebene
Charakterisierung von Darstellungsabbildungen: Parametrisierung der interessierenden Objekte in einer
anderen Menge mit reicherer Struktur.

9.3.4a Die Tensordarstellung eines Skalarproduktes

(3.4.2) Zur Verdeutlichung des in (3.3.9) besprochenen Rollenwechsels formulieren wir das folgende Prob-
lem, auf das wir in Kapitel 10 genauer eingehen werden: Ein bilineares Skalarprodukt in einem Vektorraum

V sei iiber seine Komponentenform beziiglich einer bestimmten Basis gegeben:‘ (&, 9) — S(Z,9) = Zx;Sikyk

mit S;r = S(€;, €x).Man mache aus dieser Gleichung fiir die Werte eine Gleichung fiir das Abbildungstripel
S. Die zugehérige Basis sei mit €;. bezeichnet. Gegeben ist also die Matrix (S;;) und die damit gebildete
angegebene Gleichung zwischen den Werten.

(3.4.3) Mit Hilfe des Tensorproduktes und der soeben eingefiihrten Konventionen kénnen wir wie folgt
rechnen ( e* zu e duale Basis):

S(@,9) = XaiSayr = LSie; (T)er(§) = LSine] @ e (T @ Y) = (BSire ® ef) (TR Y)
= (ZSike; ®ep) (Z,7).

Die Vektorkomponenten werden als Werte der dualen Basis dargestellt, das ergibt eine in (Z,%) bilineare
Konstruktion, die nach dem Satz mit einem Tensor identifiziert wird. Die letzte Umformung beinhaltet
die punktweise Verkniipfung (Wertemengeniibertragung) linearer Abbildungen. Der Ubergang zum Abbil-
dungstripel ist moglich und ergibt die Gleichung auf Abbildungsniveau:

RIS T Die Abbildung S kann durch die
— Pk P Tk beschreibende Matrix (S;;) ausgedriickt werden!
In der Ausgangsgleichung S(Z,7)=%S;rz;yr kann man dagegen nicht zu den Abbildungen iibergehen, also
suggestiv ausgedriickt "(Z,y) aus der Gleichung herauskiirzen.

[0 Es sei e eine kartesische Basis des V3. Wie lautet die tensorielle Darstellung des tiblichen kartesischen
Skalarproduktes?

9.4.3b Die Tensordarstellung eines Vektorraumhomomorphismus

(3.4.5) Analoges gilt fiir einen Vektorraumhomomorphismus. Bisher erlaubte uns die Fundamentaliden-
titét nur, alle Werte mit Hilfe der beschreibenden Matrix auszudriicken. Jetzt kénnen wir daraus eine Formel
fiir die Abbildung selbst machen.

(3.4.6) Sei ¢: V—W linear, e Basis von V und f Basis von W. Die zugehérige beschreibende Matrix sei
M. Also ¢(e;)=%frMy;. Dann haben wir die folgende Fundamentalidentitiit:

p(a) = BfpMyizi = % fyMyiej (v) = SMyi fr, © ¢ (z) = (Zip M fr @ €7) ()
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Hierbei haben wir im 3. Schritt erneut eine naheliegende Identifikation eingefiihrt. Es folgt die Tensor-
darstellungsformel fiir einen Homomorphismus:

@:EkiMkifk@)e? R

(3.4.8) Hinter dieser Formel steckt natiirlich ein kanonischer Isomorphismus samt zugehoriger Identifika-
tion:

Satz: Es S€1eN V und W endlichdimensionale Vektorréiume iiber K.
Dann sind die beiden Rdume WRV™* und Homg (V, W) kanonisch isomorph.
Erzeugt wird der Isomorphismus durch (a ® A) : z — a A(x).

Beachten Sie den Bau der Formel: Ein Vektor x€V wird hineingsteckt und das Ergebnis ist ein Vektor aus
W, der die feste durch ac W gegebene Richtung hat.

(3.4.9) Beweis: (a,A\)— ¢ mit ¢ =(V,x— a A(z),W) ergibt offensichtlich eine bilineare Ab-
bildung B:WxV*—Homg (V,W). Nach (3.3.2) gibt es hierzu ein b:'W®V*—Hom (V,W) mit
b(a®\)=B(a,\)und | b(a®))(x) =a A(x) und b linear ‘ Dann ist b der Kandidat fiir unseren Iso-

morphismus. Wie angegeben wird dieser Isomorphismus durch die Werte auf den zerlegbaren
Tensoren erzeugt: (a®M) : x — a A(z) = a (A|z).

Da die Dimensionen der beiden Riume WxV* und Hom g (V,W) gleich sind, geniigt es zu zeigen,
dass b injektiv ist. Um das zu sehen, fiihren wir Koordinaten ein.

Seien also e eine Basis von V mit dualer Basis e* und f eine Basis von W. Dann folgt wegen
ef(z) =w;:

bla® M) (2) = (Xfrar) (BeiXi) (2)) = BrifrarAizs.
Insbesondere ist | b(f, ® €f)(z) = fra;

. Fiir einen allgemeinen Tensor T=XT,,; f, ® e} folgt durch

Uberlagerung |b(T)(x):ZfTTm-xi . Das zeigt: b(T) kann nur Null (=Nullabbildung!) werden,

wenn alle T,; = 0 sind. (Wihle dazu etwa x=e;!) D.h. es liegt ein Isomorphismus vor!

Identifiziert man b(a®A) mit a®A\, so schreibt sich die hergeleitete Wertegleichung wie folgt

| (a®) (x)=XrifrarAix; |

(3.4.10) Der Beweis zeigt noch etwas anderes. Dazu betrachten wir nochmals die Rechnung fiir einen
zerlegbaren Tensor a ® A:

(CZ & )\)(LE) = Erifrar)\ixi = Erifr("w")\i)xi = Zm’f?"(aK t/\K)rixi

D.h. die beschreibende Matrix des Homomorphismus a®\ wird erhalten, indem man das Matrixpro-
dukt aus den Koordinatenvektoren aX von a und ‘A¥ von A bildet. Das ist ein Produkt des Typs Spalte
mal Zeile, ergibt also korrekt eine mxn-Matrix. (Diese Bildung wird in &lteren Physikbiichern manchmal
"dyadisches Produkt" genannt.

(3.4.11) Folgerung

Die Koordinatendarstellung des von a®\ € W @ V* erzeugten Homomorphismus
ist folgendes Matrixprodukt

Mugr = (a @ \)E = o E\K ( aX und M beides Spaltenvektoren!)

Beispiel: n=m=3. d = fil + f;? und A =-e5+e55. Also

. 1 01 5
a=10 und ‘A =(0,1,5). Also [M=| 0 |(0,1,5)=| 0 0 0
. 7 0 7 35
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O Sei ¢:V— W linear. Dann hat ¢ viele Tensordarstellungen des Typs ¢ = > i, v; ® A; mit y; € W und
A; € V* sowie ré N. Wiihle r minimal. Welche Bedeutung hat dies minimale r? (Stichwort Rang von ).
Was bedeutet insbesondere r=17

[0 Ergénzen Sie a zu einer Basis f von W. Was ergibt sich fiir die beschreibende Matrix von aQA? Wihlen Sie
die Basis e von V so, dafl A=e; wird. Was bedeutet das fiir die beschreibende Matrix?

In Kapitel 7 haben wir Rechnungen und Uberlegungen dieser Art bereits stillschweigend benutzt, als wir
iiber e!™ .4, auf €™ selbst schlossen. Das geschah dort iiber durchaus nichttriviale Rechnungen. Allgemein
sieht der Schluss von den Werten einer Homomorphismus auf die Abbildung selbst jetzt wie folgt
aus

p(x) = XfiMpizi = XfpMyie](x) = (SfpMy; @ €]) (x)
Also

p=2ifr®e; My;

Man startet mit der unterstrichenen Gleichung. Eingerahmt ist das Ergebnis.

9.4.3c Die Tensordarstellung einer p-Form

(3.4.12) Auch p-Formen lassen sich als Tensoren interpretieren. Zur Erinnerung: "p-Form" war eine

Bezeichnung fiir die Elemente aus XV*. Sei A = A1 A X2 A ... A X, eine zerlegbare p-form und X=x; A 23 A
... Az, ein zugehoriger zerlegbarer p-Vektor. Dann galt (A|X) = det({\;|zx)). D.h erneut liegt eine jetzt
ausgesprochen komplizierte Gleichung fiir die Werte vor. Mit Hilfe des allgemeinen Entwicklungssatzes fiir
Determinanten folgt

<A‘X> = Eﬂﬁ(ﬂ'))\ﬂ(l)l/\w(g)g ..... )\,r(p)p<x17 Loy euey ;L‘p).

Wie iiblich identifizieren wir hier b und B auch fiir den Fall von p Faktoren.
(3.4.13) Nun konnen wir von den Werten zu den Abbildungen iibergehen und erhalten:

Die zerlegbare p-Form A = Ay A A2 A ... A Ay kann mit dem folgenden Tensor
aus V* @ V* ® ... ® V* identifiziert werden:

Z.,ré‘(ﬂ')/\ﬂ(l)l & )\77(2)2 (S ® /\.,r(p)p

Summiert wird iiber alle p! Permutationen von (1,2,....,p).

Insbesondere ist im Falle p=2 die Zweiform A A g mit dem Tensor A ® p — p ® A identifizierbar.
O Dasselbe fiir eine zerlegbare Dreiform.

9.3.4d Tensoren und multilineare Abbildungen /
Auflenkontraktionen

(3.4.14) Fiir x€V und A €V* haben wir das kanonische Skalarprodukt (A|z) gebildet. Ist A ein Element
einer Dualbasis, dann ist diese Zahl eine Komponente fiir die Ausgangsbasis. Fiir den augenblicklichen Zweck
ist es sinnvoll, auch die andere Reihenfolge der Faktoren zuzulassen. Wie definieren daher (z|\) = (A|z). Es
handelt sich dabei nur um eine andere Schreibweise, die bewirkt, dass man das Produkt (a|b) immer dann
bilden kann, wenn einer der beiden Faktoren a,b Vektor und einer Form ist.

(3.4.15) Wir besprechen eine naheliegende Verallgemeinerung unserer bisherigen Konstruktionen mit
Tensoren. Dabei drehen wir die Reihenfolge der Argumentation um: Wir gehen nicht mehr von einer
Abbildung aus, die basisbezogen definiert wird und konstruieren daraus einen Tensor, sondern wir beginnen
umgekehrt mit einem Tensor und konstruieren daraus Abbildungen. Kurz: Welche multilinearen bzw.
linearen Abbildungen lassen sich aus einem gegebenen Tensor basisunabhingig bilden? Diese
Bildungen werden wieder in Form von Formeln gegeben, die fiir jede Basis gelten, so dass der fiir uns relevante
Schluf} von der basisbezogenen Wertegleichung auf Abbildungsgleichung moglich ist.

(3.4.16) Bisher haben wir aus Koordinaten x;=(e}|z) einen Tensorfaktor e gemacht. Jetzt machen wir
umgekehrt aus einem Tensorfaktor eine Koordinate.

(3.4.17) Wir verwenden dazu eine Multindexschreibweise, die wir iiber ein illustratives Beispiel ein-
fithren. Sei V ein Vektorraum und V* der zugehérige Dualraum. Sei weiter J eine Indexmenge des Typs
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J={1,2,3*4,5*}. D.h. jeder Index hat als eine Art Zusatzkomponente entweder einen Stern oder keinen.
Dann soll V; den Tensorraum VRVRV*QV®V* bezeichnen. Ist KCJ eine Teilmenge von J, dann sei K* die
Indexmenge, die entsteht, wenn man alle gesternten Indizes durch ungesternte ersetzt und umgekehrt. Fiir
K ={2,3*} ergibt sich K*={2*3}. Schliefllich bestehe J-K wie iiblich aus allen Elementen von J, die nicht
in K liegen. Seien J und K wie oben. Dann ist J-K={1,4,5*}.

(3.4.18) Sei jetzt icK*. Weiter seien T€V; und A€V g+, beide zerlegbar. Dann gilt auch i€J, d. h. T
enthilt einen tensoriellen Faktor t, an i-ter Stelle. Dazu gibt es einen Partnerfaktor a; in A. Von beiden
Faktoren hat immer einer ein * und der andere nicht. Wir bilden das kanonische Skalarprodukt <t;|a;> aus
diesen beiden Faktoren. Alle i€J, die nicht in K liegen, bleiben unbeeinflufit. Insgesamt setzen wir:

Cr(Ty) : Ax~ — Cx(Ts|Ax+) = Ty- ke (tlar)
In obigem Beispiel ist
Cae3(t1 @ty @ 15 @ty ® th|age ® ag) =t @ t4 ® t5(ta]as)(t5]as).

Die rechte Seite ist multilinear in den Faktoren a;. Nach der Verallgemeinerung von (3.3.2) ergibt
das eine lineare Abbildung des zugehorigen Tensorraumes. Und die iibliche Argumentation zeigt, dass die
Konstruktion basisunabhéngig ist. Die Abbildung ist zunéchst nur fiir alle zerlegbaren Tensoren T definiert.
Per Wertemengeniibertragung dehnt man die Konstruktion auf beliebige Tensoren aus. Insgesamt erhilt
man eine multilineare Abbildung Vg« — Vj_g. Fiir das Beispiel ausgeschrieben V¥@V— V@VV*,

(3.4.19) In Worten: Gewisse der Tensorfaktoren werden mit Hilfe dazu dualer Vektoren in Koordinaten
umgewandelt und verschwinden aus dem Vektorteil der Tensoren. Dafiir werden diese dualen Vektoren zu
unabhéingigen Variablen. Aus dem Tensor wird eine lineare bzw. multilineare Abbildung. Wir nennen
diesen ProzeB eine Aufenkontraktion des Tensors. Hat der Tensor k Indizes, dann gibt es 2¥ — 1 derartige
Auflenkontraktionen, wenn wir den Sonderfall K={ ausnehmen.

(3.4.20) Unsere friiheren Beispielen benutzten bereits AuBenkontraktionen. Auflenkontraktion des zweiten
Faktors von TEVRV* ergab eine lineare Abbildung Cs+(T") : V' — V. Auflenkontraktion beider Faktoren von
geV*@V* ergab ein Skalarprodukt, eine Bilinearform C;(g):VxV— R.

(3.4.21) Insbesondere ist wie im letzten Beispiel K=J moglich. Dann werden alle Tensorfaktoren aulenkon-
trahiert und das Ergebnis ist ein Korperelement. Wir haben eine lineare Abbildung V ;- —K, also eine
Linearform auf dem Tensorraum V;. In Verallgemeinerung von (3.3.5) kann V- mit (V;)* identifiziert
werden. Nach (3.3.2) ist das gleichwertig mit einer Multilinearform auf V j«. Viele Autoren beginnen mit
diesen Multilinearformen, definieren Tensoren als Multilinearformen eines bestimmten Typs und ziehen von
da aus die gesamte Tensorrechnung auf. Beispielsweise wird aus A @ p ® o €V*QV*@V* durch vollstéindige
Kontraktion die Trilinearform

(Z,4,2) = Cropa(A@ p @ 0|T @ § @ 2) = (AZ){u]5)(0]2).

[0 Wie ist jetzt die Komponentenform & — x; zu interpretieren?

9.3.4.e Kontraktionen von Tensoren

(3.4.22) Anstatt die Vektoren A+ wie bei der Auflenkontraktion als unabhéngige Variable vorzugeben,
kann man sie auch dem Tensor selbst entnehmen und zwar in Form weiterer geeigneter Faktoren aus T;.
Sei T wieder zerlegbar. J und K wie oben. LCJ sei disjunkt und dual zu K. "Dual" heifit: Zwischen K
und L gibt es eine bijektive Abbildung 5: K—L so dass i€K genau dann gesternt ist, wenn 5(¢) das nicht
ist. Zu (i, B(i))eKxL gehort also immer ein Vektorfaktor und ein Formfaktor, so dass man folgende Grofle
konstruieren kann:

Ty —=Cs(Ts)=Ts_ k- rIlick (ti|tsu))-

(3.4.23) Die rechte Seite ist zunéchst linear in jedem Tensorfaktor von T ;, also multilinear. Der Charak-
terisierungssatz macht daraus eine lineare Abbildung der Tensorrdume, die wie {iblich unabhéngig von der
urspriinglichen Basiswahl von V ist.

Aus einem vorgegebenen Tensor T; wird ein Tensor niedrigeren Grades gebildet. Man nennt diesen
ProzeB eine Kontraktion. (Oder zur Abgrenzung gegen obige AuBlenkontraktion eine Binnenkontraktion.)
Eine Kontraktion mit 5:K— L ist daher eine Abbildung Cg:V; =V ;_k_p,
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(3.4.24) Im einfachsten Fall ist K einelementig. Sagen wir V; =V@V@V*. Und K={1} und 5(1)=3*.
Der erste und der dritte Tensorfaktor miissen verschwinden. Dann ist

Cs(Ty) = Diiniz€in(€irl€i,) Tivinis = SinirSiris ((€i]€5,) Tivinis) = SininSiria (0135 Tiyinis)

= Eiz Ciy Eil Eﬂzh

Die letzte Umformung zeigt, wie sich die Komponenten unter der Transformation verhalten. Denken sie
daran, dass vereinbarungsgemifl e* die zu e duale Basis ist, was den Faktor d;,;, erklért.

(3.4.25) Stellen wir abschliefend zum Vergleich eine Auflenkontraktion und eine Kontraktion desselben
Tensors T=Xe; ® e;Tij nebeneinander:

C{Q}(T|.’L‘) = 262T2]<6;|.’L‘> = ZeiTijacj und CJ(T) = Z<62|€;>T2] = ZT” = S’pur(T)

Im ersten Fall entsteht eine lineare Abbildung V—V und im zweiten eine VQV*—K.
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