Formelverstiandnis

Es geniigt nicht, eine Formel einfach nur in einer Formelsammlung nachschlagen und abschreiben zu
kénnen. Hinter dieser leider verbreiteten Meinung steckt wohl die Vorstellung, eine Formel sei letztlich dazu
da, dass nach einer eventuellen Umstellung in sie Zahlwerte eingesetzt werden sollen.

In einigen einfachen Fillen und einfachen zugehorigen Situationen ist das korrekt. Bei der Mehrzahl der
wichtigen Formeln sind derartige Vorstellungen jedoch falsch und inzwischen eine ausgesprochene Ursache
von beobachtbarer und unnétiger Leistungsschwiiche.

Zu einer wichtigen Formel gehort ein Formelverstindnis, das eine ganze Reihe nicht nur allgemeiner,
sondern auch fallspezifischer mit der Formel verbundener Leistungen umfasst. Und viele dieser Leistungen
miissen verbal, sprachlich dargestellt werden.

e Im Kurs ist das erste Beispiel die Behandlung der Schwingungsdauer des Pendels in Kap 1.3.

e An zentraler Stelle wird dann der Sachverhalt beispielhaft durch die Linsenformel verdeutlicht. Die
kurze Formel selbst allein niitzt wenig. Vielmehr sollte man von ihr ausgehend eine gréflere Zahl
von Fragen beantworten und Leistungen erbringen kénnen. In der Abschlussklausur stand die Formel
allen zur Verfiigung. Aber der verstindige Umgang damit misslang mehrheitlich.

e Was sollte man im Zusammenhang mit dieser Formel kénnen?

— Erkldren, was ein "Brennpunkt" ist und dies mit der Brennweite der Formel in Beziehung setzen

— Von einem Punkt in der Nihe der Achse geht ein kleines achsennahes Lichtbiindel aus. Was
geschieht mit den Strahlen beim Durchgang durch die Linse?

— Den Formelinhalt anhand einer Skizze erldutern (optische Achse, Brennpunkte, Beschreiben eines
Lichtweges)

— Zugehorige Vorzeichenkonventionen erklidren und begriinden. Was bedeutet negatives b? Ver-
gleich mit den Konventionen beim Kugelspiegel

— Die Formel nach b oder nach g umstellen

— Mehrere Lichtwege von einem (nicht auf der Achse liegenden) Gegenstandspunkt zum zugehorigen
Bildpunkt graphisch konstruieren

— Zwei Linsen auf der optischen Achse hintereinander schalten und die Gesamtkonfiguration
berechnen.

Ein besonders wichtiges Element der Formelsprache ist das Auftreten einer "Von-Klammer". Sagen
wir f(x), gelesen "f-von-x". Eine Gleichung wie

f(z) = 2* 4 32(2 + sin(x))
sagt Folgendes aus:

Das links stehende f(x) bezeichnet eine Zahl, die von einer anderen mit x bezeichneten Zahl
abhingen soll (x ist "unabh#ngige Variable"). Rechts wird ein Rechenweg beschrieben, der
angibt, wie man diese Zahl f(x) erhilt, wenn x vorgegeben ist. Dabei ist die duere Klammer
nach 3x eine gewthnliche Multiplikationsklammer, wogegen die Klammer in sin(x) erneut eine
Von-Klammer ist.



Analoge Beispiele aus dem Bereich der Vektorrechnung
F(t) = a+ V(t—to)

Hier wird durch 7(¢) (gelesen "r-von-t" oder "r-Vektor-von-t" ein Vektor bezeichnet, der durch
die unabhiingige Variable t festgelegt ist. Die rechte Seite beschreibt wieder einen Rechenweg,
mit dem man von t zu 7(¢) gelangt. Die auf dieser Seite auftretende Klammer isr eine Multip-
likationsklammer. Zur Berechnung benotigt man noch die Zahl to und die beiden Vektoren a
und 17, die daher situationsspezifisch gegeben sein miissen.

Einsetzen von Zahlen und Rechenausdriicken.

Diese Leistung bereitet trotz ihrer Einfachheit erfahrungsgmif grofite Schwierigkeiten.

In Gleichung der beschriebenen Form "f(x)=Rechenweg" darf man fiir x (zuléssige) Zahlen oder auch
andere Rechenausdriicke einsetzen! Formal muss man nur ganz stur jedes x durch diese Zahl oder den
Rechenausdruck ersetzen. Den Rechenausdruck mélichst noch mit einer Begrenzungsklammer.

Nehmen wir das erste Beispiel:

f(z) = 2% + 32(2 + sin(x))

Wir ersetzen x hierin nacheinander durch 3, durch a+b und durch 14+x2. Das gibt folgende Gleichungen
f(3) =3%43-3(2+sin(3)) = 27 + 9sin(3) = 9(3 + sin(3)

und
fla+b) = (a+b)*+3(a+b)(sin(a+ b))

und
FA+2%) =1 +2%) +3(1 +2*)(1 +sin(1 + 2?))

Und mit Vektoren. Sei wie oben:

und jetzt zusédtzlich?

1 . 0
to=2|a&=1] o VE— [ 2
-2 -2
Was ist dann 7(3), Was 7(—2). Man hat:
1 0 1
o= o |+ 2 |¢t-2= 2T mit T =1t — 2
-2 -2 —2-2T
Also (T=1 bzw. -4)
1 1
3= 2 (-2)=| -8
4 —6

Und was ist 7(s + 2t)7




Unabhingige und abhiingige Variable (I)

Viele unserer Formeln haben die Form m Sie sind dann wie folgt zu lesen: Die linke Seite

f(x) steht fiir eine Bezeichung einer interessierenden Grofie y. Diese Grofie soll von einer anderen mit x
bezeichneten Grofle abhéingen, durch sie irgendwie bestimmt, festgelegt werden. (x wird auch unabhdngige

Variable genannt. Das Ergebnis y dagegen abhingige Variable). Auf der rechten Seite der Formel

- durch die Punkte angedeutet - steht dagegen ein Rechenausdruck, der einen Rechenweg beschreibt, wie
man zum Wert der Grofe f(x) kommt, wenn man nur x kennt. Die Formel erlaubt daher die Bestimmung des
Wertes fiir jedes zuldssige x durch Einsetzen. Der Rechenausdruck der rechten Seite enthiilt vielfach noch
duflere Parameter, die in der Bezeichnung links nicht auftauchen miissen.

Beispiele:

e Die iibliche Geradengleichung | y:y(x):mx+b| (m,b duflere Paramter)

e Flugparabel

. I 1
Pty =7 + 0 - (t—t1)+ =G (t—t1)?

[\V]

e Auflosen der Linsengleichung nach b gibt beispielsweise

Unabhingige und abhingige Variable (II)

Bisher haben wir den Fall einer unabhiingigen Variablen (x, t bzw. g in den Beispielen) betrachtet. Aber
es gibt auch Fille mit mehreren unabhingigen Variablen. Etwa, wenn man einen Ort durch einen dahin
fiihrenden achsenparallelen Weg beschreibt und man eine von diesem Ort abhingige Feldgrofie angeben will.

¢ Sagen wir ein Temperaturfeld. Dann hat man beispielsweise eine Gleichung

T(x,y,2) = z(y + (z + 2)* sin(yz))

Links wieder die Bezeichnung. T(x,y,z) (gelesen "T-von-x-y-z") des Temperaturwertes an diesem
Punkt. Rechts ein Rechenweg, wie man bei vorgegebenen Werten fiir x,y und z diesen Wert
erhélt. Wieder stehen rechts zwei gewthnliche und beim Sinus eine von-Klammer.

Die Einsetzung erfolgt vollig analog. Werden dabei nicht alle Variable festgelegt, so bleibt der Rest
allgemein. Einige Beispiele:
x=3 und y=a setzen:
T(3,a,z) = 3(a+ (3 + 2)*sin(az))

y=x und z=x setzen gibt:

T(x,z,z) = x(z+ (z+z)’sin(zr)) = (22 + 423 sin(z?)
= 2*(1 + 4z sin(2?))

Feldéinderungen: Wie dndert sich unser Temepraturfeld von x=3 nach x=67 Mit unseren allgemeinen
Bezeichnungsregeln haben wir
AT =T(6,y,2) —T(3,y,2) = ...

Jetzt konnen wir die Anderung durch Einsetzen berechnen. Die abkiirzende Bezeichnung ist hier AT.

AT

6(y + (6 + 2)*sin(y2)) — 3(y + (3 + 2)”sin(yz))
3y+ (6(6+2)* —3(3+ 2)?) sin(yz)
= 3y+3(63+182+2%) (sinyz) Endform



ai

¢ Ein anderes Beispiel: Sind @®und VK zwei Koordinatenvektoren, d.h. a¥ = as und 0¥ =
as

b1

ba |, dann gilt

bs

(CTK . EK)Zalbl +asbo+agbs

Links steht eine Bezeichnung fiir das Skalarprodukt der beiden Vektoren, rechts eine Beschreibung des
Rechenweges von den 6 Komponenten zum Resultat.
[ Interpretieren Sie das Additionstheorem

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

im Sinne der vorangegangenen Ausfithrungen

Unabhiingige und abhingige Variable (III)

(Formelumwandlung)

Vielfach hat man eine Beziehungsformel zwischen Gréfen und eine Rollenzuweisung, die eine bestimmte
dieser Groflen als abhéngige Variable festlegt. Aber die Formel ist noch nicht nach dieser Grofle aufgelost.
Dann ist eine Formelumstellung anzustreben:

e Fiir die drei Seitenlingen eines rechtwinkligen Dreiecks gilt der Pythagoras . D.h. be-

dispielsweise, dass ¢ und b die Linge a festlegen. Man hat

a=a(b,c)=vc% — b2 |.

e Aus der Linsenformel folgt die Bildkoordinate in Abhingigkeit zu Gegenstandskoordinaten zu

gf
g—rf

b=>b(g) = f duBerer Parameter
O Kann man das Additionstheorem sin(x+y)=sin(x)cos(y)+cos(x)sin(y) nach y auflésen? Wieso ist das
unsinnig?
O Das Brechungsgesetz ‘ sin(e) = nsin(a) |15iﬁt sich auf mehrere Weisen umstellen. Vervollsténdigen Sie
die folgenden drei Gleichungen und geben Sie die jeweiligen Rollen der beteiligten Gréfien an:

a=alg,n)=.. e=¢(a)=.. n=n(ga)=...

AuBere Parameter

Hiufig hat man es mit einer Situation der folgenden Art zu tun: Man hat nicht nur ein einziges Problem
zu losen sondern viele Probleme irgendwie gleicher Art. Der Unterschied soll nur im Wert m einer beteiligten
Grofle bestehen. Dann kann man das Problem vielfach allgemein fiir alle zuléissigen a-Werte 16sen und muss
am Ende im Endergebnis nur den jeweiligen a-Wert einsetzen, um das zur jeweiligen Aufgabe gehorige
Resultat zu erhalten.

Wir sagen: "m hat die Rolle eines dufleren Parameters". Zu jedem m-Wert gehort demnach eine zuge-

horige Aufgabe.



Beispiel: Bestimme fiir die Gerade y=mx+2 den Schnitt a mit der x-Achse. (Das ist fiir jedes m
eine eigenes Problem!) Es folgt:

a=—-——
m

D.h. beispielsweise y=1x+2 hat den Schnitt a=-2. Und y=-3x+2 den Schnitt a:—%. Die

eine Formel fiir a | liefert uns so sofort die Losung von | unendlich vielen Aufgaben| Man muss

am Ende nur den zugehorigen m-Wert einsetzen!

Wieso interpretiert man a nicht als unabhéingige Variable? Das ist moglich, aber nicht nétig. Erst wenn
man in ein und derselben Aufgabe mit mehreren m-Werten arbeiten muss, etwa eine zugehorige Anderung
zu bestimmen ist, wird man m die Rolle der unabhiingigen Variablen geben. Grund: Je mehr unabhéngige
Variable man hat, desto komplizierter wird meist die zugehoérige Argumentation. Sofern die Problemsituation

es erlaubt, arbeitet man daher besser mit dufleren Parametern.

In der quadratischen Gleichung x? + px + ¢ = 0 fiir x werden p und q als duflere Parameter interpretiert.

Das Ergbnis ist die "p-g-Formel".

Ist eine diinne Linse der Brennweite f vorgegeben, So bestimmt die Gegenstansdsweite die Bildweite iiber

die Formel b=b(g)=

41 | Hier ist f AuBerer Parameter. Die Formel 16st fiir jede diinne Linse das Problem.

g—f

Formeln und Rollenkonzept

Das Konzept selbst wird etwas allgemeiner im ersten Kapitel des Mathematikvorkurses vorgestellt.
Wir wollen es hier am Beispiel der Formel fiir die Schwingungsdauer des Pendels verdeutlichen:

T=2m £
g

Je nach Problemsituation erhalten die einzelnen Buchstaben dieser Formel eine gewisse Rolle, die zumin-
dest teilweise das weitere Vorgehen bei der Problembehandlung bestimmt! Zur Verdeutlichung geben wir
eine Reihe zugehoriger Beispielaufgaben:

(1) Baue (etwa mit einem Faden und einem Schliissel) ein einfaches (néherungsweise mathema-
tisches) Pendel und betimme die Schwingungsdauer fiir mehrere Fadenlidngen. Vergleiche das
Resultat mit dem durch die Formel vorhergesagten Resultat.

(2) Bestimme mit Hilfe eines einfachen Pendels néherungsweise den Wert der Schwerebeschleu-

nigung g.

(3) Angenommen g éndert sich um Ag = go — g;. Wie #ndert sich T?

(4) Angenommen T &ndert sich um AT = Ty — T3. Dabei sei die Pendelléinge L fest. Wie hat
sich g veriindert, so dass die angegebene Anderung der Schwingungsdauer erntsteht?

(5) Wie ist die Pendellinge (an einem festen Ort) zu wihlen, damit man eine Schwingunsdauer
von 5 Sekunden erhilt?
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Formelschreibweise Ergebnis
T=T,(L)

g=g(L.T)=L20~

AT = TL<92) — TL(g1) = ..
Ag=g(Tz) — g(T1) = ...
T=T(L,g) Losung iiber:

L=L,(T)=r5= (Endformel)

Die Losung erfolgt hier jeweils zunéichst durch eine von der Rollenzuweisung bestimmte Formelumstellung,

die dann u.U. durch Anderungsbildung weiterverarbeitet wird.



Leiten Sie die folgende Formel fiir die mittlere Anderungsrate der Schwingungsdauer mit der Pendellinge

her:
F—ar [l (/1= 8E —1)=T,(Lo)(y/1+ 55 - 1)

Komentieren sie diese Formel und bestimmen Sie die zugehérige momentane Anderungsrate. Wie grofl ist
der Unterschied zwischen momentaner unf mittlerrer Anderungsrate?
V¥ Die Formel zeigt, dass folgende Bezeichnungen benutzt werden:

AT _ Ty(Lo + AL) — T,y(Lo)
AL AL

Einsetzen der Ausgangsformel gibt iiber einige Zwischenrechnungen:

S e ek LA SN ) e Ay

AL ALg
~(@n) L AL  T,(Lo) AL
= ZfVE;( 1+IE—1>_—ZfL<M1+z;—1>

Die zugehorige momentane Anderungsrate ist wegen /L = L%

oT _dT, o 2r1_ -1 2myLy 1 1
_(LOag) - dL (LO) - \/§2L0 \/g 2LO - TQ(LO) 2LO

oL
Beachten Sie, dass die Tangentenzerlegung von y=+/1 + x Folgendes ergibt:

VIiFAz—1 1
Az T 2A

Mit Az = %—f folgt obiger Unterschied zwischen mittlerer und momentaner Rate.

Az + R(0, Ax).
x




