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Einfithrung in diesen Teil

Bisher haben wir Formeln fiir die Grofien selbst betrachtet. Z.B. die Linsengleichung. In der Physik
sind jedoch Formeln von herausragender Bedeutung, die Beziehungen fir die Anderung der Gréfien oder
deren Anderungsrate beschsreiben. Sie sind erfahrungsgemdfy einfacher zu formulieren, zu finden und zu
interpretieren. Der Ubergang zu den (vielfach eigentlich gesuchten) Formeln fiir dei Grifien selbst erfolgt
dann mit mathematischen Methoden der Infinitesimalrechnung.

Aber - so sagt die Erfahrung - ohne diesen Zwischenschritt geht es nicht.

Wir behandeln diesen Typ von Gleichungen am Beispiel der Newtonschen Bewegungsgleichung. Die zuge-
horige Newtonsche Punktmechanik ist eine Art von Paradebeispiel fiir den Erfolg des naturwissenschaftlich-
physikalischen Vorgehens, also dafiir, wie man auf diesem Weg zu verliflichem Wissen gelangt.

3.1. Beispiel: Ort und Ortsinderung eines Massenpunktes

4 (3.1.1) Wir betrachten einen (idealisierten) Massenpunkt, der sich im Raum bewegt.
Seine Lage (im Raum) wird festgelegt durch Angabe seines Ortes P.
Genauer: Wihle einen festen Ursprung O und bilde den Ortsvektor von O nach P. Bezeichnung # oder

7p.
4 Da sich der Punkt bewegen darf, benotigen wir den Ort fiir jeden Zeitpunkt t (mit der Rolle unabhiingige

Variable). Also: | 7(t) sei Bezeichnung ‘ fiir den Ortsvektor des Punktes zur Zeit t.

Die Bestimmung von 7(¢) iiber eine Formel der Form |7(t) = ..... ist in der Regel fiir

einschligige physikalische Systeme das Endziel, der oberste Wunsch. Das Ergebnis
ist die [Bahnkurve ] des Kérpers.

Verfiigt man iiber die Formel , dann kann man eine beliebige Zeit vorgeben und den zugehori-
gen Ortsvektor berechnen bzw. vorhersagen. Mit rein mathematischen Methoden folgen weitere physikalisch
wichtige Groflen wie die vektorielle Geschwindigkeit, die Energie usw. .....

(3.1.2)Beispiel:

3t?
HK(t) = 1+1t2
Man wisse: 7+t /| Dann folgt beispielsweise
0 48 3(2+ At)?
PR0)=1[ 1 ) =1 &+ Fr(2+ At) =
7 v D

Warum ist das so schwer?

(3.1.3) Der Otsvektor ist die im Augenblick interessierende Gréflie. Davon zu unterscheiden ist ihre
zeitliche Anderung:



¢ Wir withlen einen ersten Zeitpunkt ty und einen zweiten t1. Dann hat man fiir die Ortséinderung;:

A7 =i(ty) — to)

Bezeichnung Rechenweg

(Weitere Bezeichnungen in der Skizze selbst einfiigen!) Die Skizze sagt: A7 ist der kiirzeste
Verbindungsweg, auf der sich der Punkt keineswegs bewegen muss! L#fit man t; gegen ty (oder
At = t; — ty nach Null) gehen, dann wird die Anderung immer kleiner, geht selbst nach Null.
Die beteiligten Ortsvektoren selbst dagegen kénnen grof3 bleiben.

Erst der Quotient ﬁ—f , also die (mittlere Anderungsrate) sollte konvergieren. In diesem Quotienten
werden Z#hler und Nenner klein.

(3.1.4) Ein wichtiger Spezialfall: Seien @ und ¥ zwei feste Vektoren (in der Rolle duflerer Parameter)
und sei weiter
7(t) = a + ot.

O Was fiir eine Bewegung des Massenpunktes wird hierdurch beschrieben? (Das ist eine zu merkende
Formel!)

O Berechnen Sie die Anderung A7 =7(t;)-7(to) fiir diesen Fall. Ebenso die Anderungsrate. Wieso ist
das hier so einfach? Was fiir eine Anderung ergibt sich insbesondere, wenn die Zeitinderung eine Zeiteinheit
betragt?

(3.1.5) Ein weiteres Beispiel fiir eine Anderung: Der Temperaturunterschied bei Ortsverin-
derung

Wir betrachten einen physikalischen Bereich ("Raum") bei dem in jedem Punkt eine bestimmte Temper-
atur herrscht. Wieder wihlen wir einen festen Ursprung und beschreiben die Punkte des Bereiches durch
ihre Ortsvektoren. Die Temperatur am Orte & bezeichnen wir mit T(Z). Das ist ein Temperaturfeld (ein sog.
Skalarfeld). Dann ist

AT = T(#) - T(Z)

der Temperaturunterschied zwischen den beiden Punkten ; und Zs.
0O Rechenbeispiel: Alle Koordinaten in m (Meter) und Tempertaturen in °C. Wir wihlen ein festes
x
Y fiir die Punkte. Dann setzen wir
z

Koordinatensystem K mit Koordinatenvektoren #% =

T(x,y,z) =Tp — Az

Dies interpretieren wir als Modell der Temperatur iiber der Erdoberfliche z=0. Die Konstante \ sei
. 100m
A= 100%. Weiter sei @7 = 50m als Ortséinderung nehmen wir
0om



—50m 100m 100m
AT, = 100m und AZy = —50m und AZs = 0om . Welche Temperaturdnderung
Om 150m 300m
ergibt sich fiir diese drei Ortséinderungen? Wie liit sich das Verhalten des Temperaturfeldes in Worten
(kurz) beschreiben?

Allgemeine Veranschaulichung durch Niveaufldchen!

(3.1.6) Weiteres Beispiel: Wirme und Temperatur.

Welche Eigenschaften sind im Zusammenhang mit den Phinomenen von Wirme und Tem-
peratur grundlegend und voneinander weitgehend unabhingig 7?7 Was sollte man messend
erfassen und quantifizieren? Was fiir Ursache-Wirkungsketten sind zu erwarten und wie sollten
Sie sich mathematisch ausdriicken.

(Versuchen Sie sich wieder fragend vorzuhangeln. Sicher ist die "Temperatur eines Korpers" grundlegend
(und messbar). Ist es sinnvoll zu fragen: "Was ist die Ursache der Temperatur?" Kaum. Aber "Was ist die
Ursache fiir eine Anderung der Temperatur des Korpers?" Das sieht besser aus und entspricht auch den
téiglichen Erfahrungen, die zu erkléren sind. Was vermuten Sie? Usw. )

3.2 Die Geschwindigkeit (eines Massenpunktes)
(3.2.1) Die Grofle: Der Ort eines Massenpunktes werde durch eine Bahnkurve m beschrieben.
Oder als achsenparaller Weg durch:

Fiir die zeitliche Anderung folgt A7 = 7t + At) —7(t) bzw AFE =75t + At) — 7K ().,
Dann ist die zugehdrige Anderungsrate (des Ortsvektors) die Ivektorlelle Geschw1nd1gke1t| (des Punktes)
Wie stets ist genauer zwischen mittlerer und momentaner Geschwindigkeit zu unterscheiden.

Eine besonders wichtige mit dem Anderungsbegriff zusammenhingende physikalische Grifle ist
die (momentane) Geschwindigkeit. Zur angemessenen Einfiihrung dieses Begriffs bendtigt man
sowohl die Vektorrechnung als auch das mathematisch idealisierte Grenzwertkonzept, also die
Bestimmung des Resultates von unendlich vielen Operationen, die man sich hier durchaus als
Messoperationen vorstellen darf..

4 (3.2.2) Die vielfach benutzte Formulierung "Geschwindigkeit=Weg/Zeit" oder "v=s/t" ist ohne zusit-
zliche Interpretation irrefithrend bis fehlerhaft und basiert auf der Scheu, ausreichend sprachlich zu differen-
zieren. "Gemeint" ist "Wegiinderung/zugehorige Zeitinderung" oder "Koordinateninderung/Zeiténderung".
Denn fast immer werden die Groflen "Weg s" und "Zeit t" auf einen festen Nullpunkt bezogen, wobei die
Bewegungsinderung keineswegs zur Zeit t=0 am Orte 0 beginnen muss. Nochmals: Eine begrifflich korrekte
und sachlich tragfihige und merkbare Einstiegsdefinition fiir die Geschwindigkeit ist unsere Anderungsra-
tendefinition:

Ortsanderung
Zeitanderung

Geschwindigkeit=




¢ (3.2.3) Jetzt geht es darum, den Begriff der Geschwindigkeit weiter zu entfalten, zu prizisieren. Das
geschieht in dreierlei Richtung:

e Prizisierung der bendtigten Zutaten: Geschwindigkeit von A relativ zu B beschrieben von C aus.
(Die Geschwindigkeit des Bootes relativ zum Schwimmer vom Ufer aus beobachtet.) Bedeutsam wird
das beispielsweise beim Dopplereffekt.

e Die Unterscheidung von vektorieller und skalarer Geschwindigkeit. Erstere ist die physikalisch
relevante: Sie beschreibt | Richtung und Betrag der Geschwindigkeit. | Mit ihr - der vektoriellen - sollte
man starten. Der Betrag der vektoriellen ist die skalare, also das, was man auf dem Tachometer sieht.
Sie folgt mathematisch.

e Die Unterscheidung von mittlerer und momentaner Geschwindigkeit. Die Einfithrung der mo-
mentanen Geschwindigkeit fordert einen mathematischen Grenzprozess. Fiir uns ist die momentane
zunichst vielfach einfach die mittlere Geschwindigkeit fiir ausreichend kleine Zeitintervalle.

¢ (3.2.4) Wir starten mit dem Konzept der‘ mittleren Geschwindigkeit |als spezialfall des allgemeinen

Schemas. Befindet ein sich bewegender Punktkorper zur Zeit t; am Ort mit Ortsvektor 7 und zu Zeit to am
Ort 7 (Pfeile vom festen Ursprung zum Punktort), dann ist die mittlere Geschwindigkeit dieser Bewegung
(iiber den Zeitraum t1 <t <t3) gegeben durch

Tatgachliche
Baln

Kurz: Man erhilt die (vektorielle) Ortséinderung A7, indem man die mittlere Geschwindigkeit Vi,
mit der Zeitdifferenz At multipliziert. Das ist die im Zusammenhang mit der Geschwindigkeit
wichtige Formel.

- =AF=V - At

4(3.2.5) Bei einer ungleichférmigen Bewegung muss man daher zwischen tatsichlicher Weginderung und
durch die Formel beschriebene Wegdnderung unterscheiden. (Lokale) Bezeichnungen: Afyqp, und Afpormer-
Dann folgt:

¢ Bei geradlinig gleichformiger Bewegung gilt Avyanr = AT Formel = VAt.

¢ Ist die Bewegung ungleichférmig, so dass sich ‘ momentane Geschwindigkeit | und mittlere
Geschwindigkeit unterscheiden, dann gilt die Formel ndherungsweise. Genauer:

Die momentane Geschwindigkeit im Zeitpunkt t (die zugehorige Rate) ist der Grenzwert der mittleren
Geschw. fiir At gegen Null. Also fiir immer kleinere Zeitunterschiede.

(3.2.6) Eine andere niitzliche Formulierung des Grenzprozesses zur Bestimmung der momentanen Geschwindigkeit
sieht wie folgt aus::



¢ Der Unterschied zwischen momentaner und mittlerer vektorieller Geschwindigkeit geht gegen
Null, fiir At nach Null!

Damit konnen wir ein Schema formulieren, mit dessen Hilfe man in vielen Fillen die Geschwindigkeit
im Rahmen einer elementaren Rechnung bestimmen kann:

Mathematisches Berechnungsrezept:
* Starte mit der Grofle 7(t),
% Bilde die Anderung A7 zwischen t und t+At ("Zuwachs"),

% Bilde die mittlere Rate &L

At?
% Forme dazu den Rechenausdruck fiir % so um, dass man ein At herauskiirzen kann. Tue das.

% Bilde jetzt den Grenzwert limAt_,oﬁ—f einfach, indem man At = 0 einsetzt, was jetzt gehen sollte. Das
ergibt die gesuchte momentane Geschwindigkeit. .

(3.2.7) & Generell kann man die mittlere Geschwindigkeit V wie folgt interpretieren:

Die tatséchliche beliebig komplizierte Bewegung 7(¢t) wird ersetzt durch eine geradlinig gle-
ichférmige Bewegung, die mit der tatsichlichen Bahn (mindestens) zu den beiden Zeipunkten
t1 und to iibereinstimmt.

Man hat die Formel

(t2) — 7(t1)

7t + At) = #(t1) + VarAt und Vay = t— 1
2— U

Diese Formel ist exakt fiir At = to — ¢1. Fiir At — Wert in der Nihe dieses Wertes gilt sie nur
noch niéherungsweise.

Vektorielle und skalare Geschwindigkeit

(3.2.8) O #(t) beschreibe eine gleichformige Kreisbewegung. Wihle to = t1 + T, wobei T eine Um-
laufsperiode ist. Was fiir eine mittlere vektorielle Geschwindigkeit ergibt sich? Welcher Unterschied besteht
dann zwischen der Ortsverdnderung Ar und dem zuriickgelegten Weg? .

¢ Der Betrag einer vektoriellen Geschwindigkeit wird iiblicherweise skalare Geschwindigkeit genannt.
Fiir unser Ersatzmodell ergibt das die erwarteten Resultate. Aber manchmal ist Vorsicht angebracht, wie
das nachfolgende Beispiel zeigt:

(3.2.9) O Erldutern Sie am Beispiel der letzten Aufgabe den Unterschied zwischen "Mittelwert der
skalaren Geschwindigkeit" und "Betrag der mittleren (vektoriellen) Geschwindigkeit". Genauer: Die mit-
tlere skalare Geschwindigkeit ist nicht immer gleich gleich dem Betrag der entsprechenden
mittleren vektoriellen Geschwindigkeit. Das Problem ist die mittlere skalare Geschwindigkeit, die
nicht durch Betragsbildung zu bestimmen ist! Fiir die momentane Geschwindigkeit gilt das nicht!

4 (3.2.10) Im Augenblick kénnen wir die momentane Geschwindigkeit immer als "mittlere fiir aus-
reichend kleine Zeitunterschiede" interpretieren. Oder auch: Wir kénnen die momentane bis zu einer inter-
essierenden Genauigkeit bereits durch eine mittlere fiir geeignet kleines At > 0 vorhersagen.




3.3: Bahnkurven

(3.3.1) % In der Mechanik interessiert man sich dafiir, wie sich als Punkte idealisierbare Koérper im
Raum bewegen. Eines der Ziele der Mechanik ist es, quantitativ vorherzusagen, wie sich solche Punkte
bewegen, wenn sie bestimmten Einfliissen, Kriften, ausgesetzt sind. Die Formelbeschreibung (noch nicht
Vorhersage) einer solchen Bewegung ist im Prinzip einfach und sieht wie folgt aus:

4 Links steht mit 7(¢) eine Bezeichnung fiir den Ortsvektor des Punktes zur (beliebigen) Zeit t.
D.h. fiir den Pfeil der von einem fest gewéihlten Ursprung zum jeweiligen Ort des Punktes fiihrt.

¥ Rechts durch ..... angedeutet soll ein Rechenausdruck stehen, der fiir den jeweiligen Fall
eben diesen Ort liefert! Er sollte die Zeit t enthalten und weitere Grofien, beispielsweise solche,
die beeinflussende Krifte charakterisieren. Aber auch solche, die unterschiedliche Bewegungen
desselben Typs (im gleichen "physikalischen System") auseinanderhalten. (Rechenweg)

¢ Diese Gleichungen 7(t) = .... sind Gleichungen des ersten Typs (I) zwischen Grofien. Die
Klammer in 7(¢) ist eine "von-Klammer" Keinesfalls sind sind mit ihre Rechnungen wie (2t +

3) = 27(t) + 3 zuléssig.

O Einige wichtige begriffliche Differenzierungen Des Begriffs: FEine Bahnkurve heifit periodisch,
wenn ...... Sie heif3t beschrinkt, wenn....... Wie lauten die Definitionen?

Wir besprechen zunichst die Bahnkurvengleichungen fiir drei wichtige Bewegungsformen

¢ (3.3.2)‘ "Freie" oder geradlinig-gleichférmige Bewegung.‘ Sie ist dadurch ausgezeichnet, dass
bei ihr die vektorielle Geschwindigkeit immer konstant ist. Bei dieser Bewegungsform stimmen alle
momentanen und mittleren Geschwindigkeiten iiberein. Sei V' diese feste Geschwindigkeit. Dann sieht die

von uns angestrebte Formel wie folgt aus:

F(t) = +(t-t1)V

Wihlt man t=t;, dann folgt #(¢;) = 7. D.h. 7 gibt den Ort zur Zeit t;. Eine Zeiteinheit spéter hat man
7(t1 + 1) = 71 + V. Der Ort hat sich wihrend einer Zeiteinheit gerade um V' gindert. Das ist

charakteristisch fiir die Geschwindigkeit. Zwei Zeiteinheiten spéter hat man| (¢ +2) =7 + 2V |. Der Ort
hat sich um 2V getindert. So lassen sich die Orte aller Zeiten festlegen. | #(t1 — HN=r— %‘7 . (Wieso??
Es ist t=t; — % Dann ist t-t; = (t1 — %) -t = —% und das ist rechts einzusetzen!

Was benétigt man zur Fixierung (Bestimmung) einer derartigen Bewegung? Was muss man
aus der jeweiligen Situation kennen? Wonach muss man beim Vorliegen einer zugehorigen Aufgabe suchen?

B Den Ort 7] zu einem bestimmten Zeitpunkt t;.

B sowie den Wert V der konstanten Geschwindigkeit. Genauer Richtung und Betrag.

Alle Vektoren konnen entweder als geometrische Pfeile oder als Koordinatenvektoren festgelegt sein.



O (3.3.3) Beispielaufgabe: Der Punkt bewege sich geradlinig gleichformig. Man wisse 7(¢;) = @ und
7(t2) = b mit ¢; # to. Dabei seien @,b,t; und to gegeben.Wie lautet die Formel fiir die Bahnbewegung?

Allgemeine Form mit
71, t1 noch unbekannt
Aufgabeninformation
Nur V noch unbekannt!
Bedingung der Aufgabe
Nur V unbekannt

V= b—a Jetzt ist V bekannt

Alles einsetzen gibt die gesuchte Bahnkurve

F(t)=a+=2 (t-t,)

(3.3.4) ‘Die gleichférmige Kreisbewegung ‘

¢ Als zweite Bewegungsform betrachten wir eine gleichférmige Bewegung des Punktes auf
einem Kreis (mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung). Der Kreis soll sich in der x-y-Ebene
bewegen. Gehort der Punkt auf dem Kreis mit Radius R zum Winkel «, dann gilt fiir den zugehorigen
Ortspfeil 7= (R cos «, Rsin «r). Beim bewegten Punkt dndert sich der Winkel mit der Zeit. Und "gleichformig
bewegt" heiit o = wt + ¢, wobei w die "Winkelgeschwindigkeit" ist, also die momentane Anderungsrate des
Winkels.

w und ¢ sind beides Konstanten, deren Werte unterschiedliche Kreisbewegungen liefern. Zusammen

Rcos (wt + ¢)
’Fgreis (t): RSiH((JJt + QD)
0

Das ist die gesuchte Bahnkurve fiir die gleichférmige Kreisbewegung.

Will man innerhalb einer Problemsituation eine bestimmte derartige Kreisbhewegung festlegen,
dann muss man danach trachten, dem Aufgabentext die zugehorigen Werte der drei Goflen R, w
und ¢ zu entnehmen.

O (3.3.4a) Bestimmen Sie t; so, dass Wi+ ¢ = w(t —t4)| gilt. Was fiir eine Interpretation hat t?
0 (3.3.4b) Wie sieht die Bahnkurve aus, wenn die Bewegung in einer Ebene parallel zur x-y-Ebene erfolgt?
Wie, wenn Sie in der x-z-Ebene liegt? Was bedeutet negatives w?

O (3.3.4c) Wichtig: Wie grof} ist die Zeit T, die fiir einen Umlauf des Punktes benttigt wird? (Diese Zeit
(wite) o
2 :

wird "Periode der Bewegung" genannt) / Welche Interpretation hat allgemein
O (3.3.4d) Der Punkt bewege sich in einer Sekunde 25 mal um den Kreis herum. Wie grof§ ist seine
Winkelgeschwindigkeit?
O (3.3.4e) Wie erhélt man die momentane Geschwindigkeit, wenn wie hier die Bahn in Koordinaten
gegeben ist? formulieren sie das selbst als allgemeines Rezept und wenden Sie es auf die Kreishewegung an.

(3.3.5) Flugparabeln

¢ Als dritte Bewegungsform betrachten wir die "Flugparabel". Sie erfafit alle Situationen, in denen
eine konstante vektorielle Kraft permanent auf den Massenpunkt wirkt. Ist F diese Kraft und m die
Masse des Massenpunktes, dann setzt man g = #l*:’) . Dieser Vektor g wird zur Festlegung der Flugparabel
benotigt.



¢ Wir geben zuniichst nur die Ortsbeschreibung, die zu eben diesem Problem gehért, erneut in der
beschriebenen Form Spiter im Zusammenhang mit der Newtonschen Bewegungsgleichung werden
wir das besser begriinden. Die Formel lautet:

Frp(t)=r+01-(t-t1)+ 37 (t-t1)?

Klar ist: Sind §,7,7; und t; bekannt, d.h. aus der betrachteten Problemsituation herleitbar,
angebbar, dann ist der Rechenausdruck der rechten Seite festgelegt und man kann wie gewiinscht
7(t) fiir beliebig vorgebbares t berechnen. Alle diese Grofien sind hier #uflere Parameter.

Die Formel kann geometrisch als Wegkonstruktion interpretiert werden: Die ersten beiden Sum-
manden 7 +0;-(t-t1) beschreiben eine geradlinig - gleichfsrmige Bewegung. Von dem jeweiligen

Endpunkt aus hat man dann in Richtung von § weiterzugehen. Die jeweilige Lénge wird durch
1 (t=t1)?
2 gl -

(t-t1)? bestimmt, genauer ist gleich Das ist eine nicht negative Linge.

Welche inhaltliche Interpretation haben die benstigten dufleren Parameter?

Wiihlt man t=t;, dann folgt sofort m D.h. 7 ist der Ort zur Zeit t;. Kennt man
also den Ort der Flugparabel zu einem bestimmten Zeitpunkt, dann wird und darf man t; gle-
ich diesem Zeitpunkt withlen und 7 gleich dem Ortsvektor des Ortes. Entsprechend ist v; die
vektorielle Geschwindigkeit zur Zeit t1. Und t-t; ist die zeitliche Abweichung vom "Information-
szeitpunkt" tq.

;1°(I—Il

™~

RGY

??  (Funktion 16)

Merkform
. — N 1 N 2
Trp(t)=| 71 |+ 1 (t- ty )+5 g (t-t1)
~— ~—~ ~—~ ~—~
Ort in t1 Geschw. in t1 Informationszeit Konst.Beschl.

(3.3.5) Bei dieser Bewegungsform "Flugparabel" ist die (momentane) Geschwindigkeit nie konstant
(sofern g # 0). In der Regel é&ndern sich Richtung und Betrag der Geschwindigkeit bestéindig. Man muss da-
her von der mittleren Geschwindigkeit zur momentanen iibergehen, einen Grenziibergang vornehmen.



Fiir uns heifit das, dass wir die momentane als mittlere Geschwindigkeit fiir sehr kleine At interpretieren.
Anwenden des Rezeptes aus (3.2.6) liefert uns korrekte Formel fiir die momentane Geschwindigkeit.
Sie lautet:

| 0rp(t)=t1+4(t-t1) |
Setzt hierin man t=t;, dann folgt ¥(¢;) = v;.

D.h. der zweite in der Formel auftretenden Vektor #; ist gerade die vektorielle Geschwindigkeit
zum Beobachtungszeitpunkt t;.

UMomentan (t) = 771 =+ g(t - tl)
(3.3.6) W Beispielaufgabe fiir eine Flugparabel:
Es sei § = (0,0,—10). zum Zeitpunkt t=-3 befinde sich der Massenpunkt am Ort (0,0,20) mit der
momentannen Geschwindigkeit (0,5,7). Wo befindet sich der Punkt zum Zeitpunkt t=0, wo zum Zeitpunkt
t=1?7 Wo trifft er die x-y-Ebene (also z=0)?

() = 7+ B (E— 1) + %g’(t ) ?i%r.lezlu spezialisierende
0 0 0 Einsetzen der durch
)= 0 |+ 5 | (t+3)+ 0 (t+3)? | die Aufgabe geg.
20 7 ) -5 duferen Parameter
0 Zusammenfassen
= 5(t+ 3) Endf
20 + 7(t + 3) — 5(t + 3)2 ndori
0
7(0) = 15 t=0 einsetzen gibt
—4 die gesuchte
Grofle
Und wie sieht allgemein die momentane Geschwindigkeit aus?
B(t) = B + 3t — 1) Allgemeine
0 0 .
=15 |+ 0 (t +3) thsetzen der
dufleren Parameter
7 -10
0
= 5 Zusammenfassen
7—10(t+ 3)

Durch Einsetzen irgendeines t-Wertes kann man jetzt die zugehorige momentane Geschwindigkeit bes-
timmen!

3.4: Die Anderung der momentanen Geschwindigkeit: BeSChleunigung

(3.4.1) Abgesehen vom Fall der geradlinig-gleichformigen Bewegung ist die Geschwindigkeit nicht kon-
stant, ist selbst wieder eine zeitlich veréinderliche Grofie! Damit konne wir den gesamten Begriffsapparat
(Anderung, Anderungsrate,...) auch auf die Geschwindigkeit losklassen!
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¢ Mathematisch ist die momentane Geschwindigkeit die Ableitung der Bahnkurve nach der Zeit.

¢ Ist eine Bahnkurve gegeben, dann kann man mit ihr generell die beschriebene Ableitungsproze-
dur ausfithren mit Regeln zur Bestimmung des Resultates. (Ableitungsregeln). Uns geniigt hier
das Wissen, dass das prinzipiell moglich ist.

44 Kurz: ist 7(t) bekannt, dann kann man die momentane Geschwindigkeit @(¢) durch Ableiten berech-
nen, sie folgt aus der Bahnkurve.

(3.4.5) Uber #(t) konnen wir nun - wie angedeutet - weitere GroBen bestimmen:

AT = T(ts) — T(ty) Geschwindigkeits-

dnderung
AT F(t2)—F(t1) Mittlere Geschwindigkeits-
At At #nderungsrate
. Momentane Geschwindigkeits-
fl—’z(t) = ¥(t) #inderungsrate =

Beschleunigung von 7

(t + At) = 7(t)At | Niherung!

4 Kennt man ¥(t),dann liegt ﬁber‘ AP, = U(t)At |die Anderung von 7, also die Ortsinderung A7ratsichlichs
(ndherungsweise) fest.

(3.4.6) Ist ¥(t) bekannt, dann kann man @(t)=4Z(¢) die zugehorige Rate .als "momentane Beschleunigung"
analog (mathematisch) berechnen

4 Einheit der Anderung, der Beschleunigung ist : m/s

S

4 Die Interpretation erfolgt iiber die folgende Gleichung (bei erneut die mittlere Beschleunigung @asiter
niherungsweise durch die momentane ersetzt wird, wenn nur At ausreichend klein gewiihlt wird):

| 5(t+At)~ 5(t)+a(t) At |

(3.4.7) O Im folgenden Bild einer gleichférmigen Kreisbewegung sei R=1. Woran erkennt man, dass
w =1 gilt? Bestimmen Sie fiir die beiden aufgenommenen Konfigurationen A¢ zeichnerisch! (Achtung, die
Vektoren miissen von einem gemeinsamen FuBpunkt aus starten) Schétzen Sie (eventuelle mit Winkelmesser)
auch At und daraus eine Schitzung fiir die mittlere Beschleunigung.

O Numerische Konsolidierungsiibung: Mittlere Beschleunigung bei Autostart, startender 100m-Lé&ufer
und ....

(3.4.8) Die Beschleunigung beschreibt die Anderung der Geschwindigkeit. Beachten Sie: Es geht um die
vektorielle Geschwindigkeit, nicht um die skalare. @ kann sich dndern, ohne dass sich |0] dndert. Denn
der Vektorpfeil kann seine Richtung mit fester Lénge dndern!
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44 Verfiigt man iiber die Geschwindigkeit (fiir alle t), dann kann man mathematisch die Beschleunigung
bestimmen. Mathematisch folgt so fiir die Flugparabel (sofort durch die beschriebene Konstruktion)

drpp(t)=g immer und iiberall im System

Also konstante Beschleunigung.
(3.4.9) Und fiir die gleichformige Kreisbewegung folgt (erneut wieder nur das Resultat):

aKTEiS(t) = _W2FKreis (t) = _WQR( COS(UJt + (p) ) |

sin(wt + @)

Vergleicht man das mit der zugehérigen Bahnkurve 7(t), so sieht man sofort: ‘ Arcreis(t) = —WFrreis(t) |

D.h.: Die Beschleunigung ist (bei der Kreiswbewegung) stets entgegengesetzt gerichtet wie der zugehorige
Ortsvektor. Und die beiden Lingen sind zueinander proportional!

(3.4.10) O Wie konnte ein moglichst kurzes "Formelblatt zur Klausur" fiir unsere drei Beispielbewegungen
aussehen?

Dynamik : Kraft und Newtonsche Bewegungsgleichung

Bisher haben wir vornehmlich folgende Situation betrachtet:

% Die uns interessierend Bahnkurve ist bekannt, iiber eine Formel gegeben
% Dann berechnen wir die Geschwindigkeit (Anderungsrate) mathematisch

% Und daraus wieder die Beschleunigung.

Aber die eigentlich interessanten Situationnen sind die, in denen die Bahnkurve unbekannt ist und
gesucht wird.!

3.5 Kraft und Newtonsche Bewegungsgleichung
(3.5.1) Zunéchst wissen wir aus Erfahrung und Experiment:

% Wirkt keinerlei Einfluss, keinerlei Kraft auf den Punkt, dann erhilt man eine geradlinig gle-

ichfsrmige Bewegung. Ea ist A% = 0 und damit auch |@(t) = 0| fiir alle Zeiten t.

% Oder: Eine Anderung der Geschwindigkeit hat immer eine Ursache in Form eines #ufleren
Einflusses auf den Massenpunkt.

% Die Klassifikation und Beschreibung iiberhaupt denkbarer Einfliisse auf einen Koérper
erscheinen zunichst als schwindelerregendes. kaum machbares Problem. Die Erfahrung sagt
jedoch:

Wir kénnen von dem Einfluss alles vergessen bis auf den Wert eines geometrischen
Pfeiles "Kraft". Sobald wir diesen kennen, kénnen wir die Anderung der momenta-
nen Geschwindigkeit angeben!
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% Und diese Kraft ist uns in der Regel (durch Messung und Uberlegung!) zuginglich.

% Die operative Bestimmung von Kriften erfolgt (im Prinzip, idealisiert) mit Hilfe
von Federwaagen, deren Einfluss gerade die Anderung von ¥ kompensiert und der vollstindig
durch Richtung und Grofle der Auslenkung (=Kraftvektor) beschrieben wird!

Zur besseren Ankopplung der Vorstellung kénnen Sie immer die Gewichtskraft heranziehen.

(3.5.2)%% Also: Erst wenn ein (dufierer) Einflul in Form einer Kraft K auf den Punkt wirkt,
kann es eine Anderung Av der Geschwindigkeit ungleich Null geben! Wir erwarten, dass beide
Groflen niherungsweise proportional sind:

— AU 1 -
AT~ LE(#)At|  oder K;’ ~ —K()

Die Proportionalitéitskonstante m erweist sich als Masse des Massenpunktes.
Je linger die Kraft wirkt, desto grofler die Geschwindigkeitsinderung. Daher die Proportionalitit in At.
Exakt wird das erst, fiir At gegen Null, also

() =4 (=L K (1

Das ist wie folgt zu interpretieren:

Die linke Seite gibt die Beschleunigung, die Anderungsrate der Geschwindigkeit mit der Zeit.
Das ist eine Beschreibungsgrofie des Bewegungsvorganges. Die rechte Seite dagegen ist die jeweils
auf den Punkt wirkende Kraft. Ein Vektor K , den man in geeigneter Idealisierung mit
Hilfe einer Federwaage messen konnte! Sie - die Kraft - beschreibt den jeweiligen gesamten
Umwelteinfluss auf den Punkt!

Damit erhalten wir die iiberaus wichtige Newtonsche Bewegungsgleichung (als Musterbeispiel einer
Gleichung fiir die Anderungsrate):

md(t)=m% (t)=K (t)

Also: Die momentane Beschleunigung a(t) ist proportional zur Kraft, die zur Zeit t auf den
Punkt wirkt, der sich am Orte Z(t) befindet. Und die Proportionalitéitskonstante ist die Masse
des betrachteten Massenpunktes!

(3.5.3) Beachten Sie, dass beide Seiten nach ausreichender Idealisierung unabhéngig operativ zugénglich
sind:

e Die rechte Seite: Die wirkende Kraft wird bestimmt, indem man ihren Einfluss kompensiert. Und zwar
durch einen anderen Einfluss, den man durch einen Kraftvektor beschreiben kann. So kann man auch
die Krafteinheit festlegen (1 Newton=1kgZs). Ein wichtiger nachfolgender Schritt wird darin bestehen,
Regeln fiir die Kraftfestlegung anzugeben.

e Die linke Seite: Hier bestimmt man zuerst den Ort fiir alle oder moglichst viele Zeiten. Ideal 7(¢) =
....die volle Bahnkurve. Daraus erhiilt man durch Ableiten die momentane Geschwindigkeit und daraus
durch erneutes Ableiten die momentane Beschleunigung @(t). Den Massenfaktor m kann man schlieffllich
iiber das Wirkenlassen einer geeigneten Einheitskraft festlegen.

Zwischen all diesen Groflen liefert die Newtonsche Gleichung eine zu erfiillende Beziehung,
Gleichung. Diese Gleichung hat einen enormen Giiltigkeitsbereich und ebensolche Konsequen-
zen!

13



3.6 Die zwei Interpretationen der Newtonschen Bewegungsgleichung

(3.6.1) Die 1. Interpretation: Man kenne 7(t)=.... etwa durch Beobachtung und Idealisierung! Dann
liefert die Bewegungsgleichung einem die wirkende Kraft. Paradebeispiel:

¢ Die Zentripetalkraft (bei gleichformiger Kreisbewegung).

cos(wt + ¢)

Wir kennen 7ps.(t) = R ( sin(wt + @)

) und haben gesehen, wie die mathematisch daraus fol-

gende Geschwindigkeit v und Beschleunigung @ aussehen. Insbesondere ist| G0s:(t) = —wW?T0s:(t) ‘
Das ist genau die Form, die die Bewegungsgleichung fordert. Die Ursache dieser resultierenden

Kreisbewegung muss daher eine zum Kreismittelpunkt gerichtete Kraft | Z(t) = —mw2Fos (t)

sein, die Zentripetalkraft. (Schleudert man einen Stein an einem Faden auf einer Kreisbahn,
dann entsteht diese Krafr als Fadenspannungskraft, die das tangentiale Fortfliegen des Steines
verhindert!)

¢ Und im Fall der Flugparabel haben wir bereits @ = ¢ = %ﬁ gefunden. Tatsédchlich findet
man Flugparabeln immer als Resultat einer konstanten Kraft vor. (Schwerefeld oder konstantes
elektrisches Feld)

(3.6.2) Die 2. (wichtige) Interpretation: Fiir ein idealisiertes physikalisches System sei die jeweils
auf den Punkt wirkende Kraft bekannt (iiber eine geeignete Kombination von Experiment und analytisch
verallgemeinerndem Denken. In den meisten Fillen geschieht das in Form eines Kraftfeldes. D. h. man
hat eine Formel .

F@)=..
die einem die Kraft liefert, die der Massenpunkt verspiirt, wenn er sich am Orte Z befindet. Befindet er sich
zur Zeit t am Orte 7(¢) , der durch eine Bahnkurve gegeben wird, dann verspiirt er (£ = 7(t)) die Kraft

—

F(7(t)).Newton sagt nun: Physikalisch moglich sind nur Bewegungen, die |ma(t) = F(7(t)) | erfiillen. Das

ist nun eine Bedingung an die die Bewegung festlegende Bahnkurve 7(¢) = ....
Hat man F', dann kann man die Anderung von 7 und #' niherungsweise wie folgt bestimmen

A7 = U(t)At Ortsédnderung
AT LF(7(t),t)At  Geschwindigkeitsinderung
Die Anfangswerte sind jetzt #(to) und (tg). Vgl Flugparabel und Kreisbewegung!
Ausgeschrieben:
7t + At) — 7(t) = A7 = U(t) - At Definition ¢/
T(t+ At) — 7(t) = AT ~ LF(F(t),t)At  Newton.

In seltenen Fillen kann man die Losung als Formel hinschreiben. Aber mit Hilfe des Computers kann
man mit Hilfe der gegebenen Niherungen die Bahnkurve leicht numerisch bestimmen, wie wir unen sehen
werden.

3.7 Wie findet man die Kraft? - Kraftfelder
(3.7.1) In wichtigen Féllen wird die wirkende Kraft K (t) durch ein Kraftfeld erzeugt. Das ist in mathe-

matischer Hinsicht eine GroBe | F (Z) = ..... . Rechts sollte dann ein Rechenausdruck stehen, der aus einem

vorgebbaren geometrischen Pfeil & einen anderen mit F (%) bezeichneten Pfeil macht. Und in unserem Fall
hat dieser Pfeil die Interpretation:

| F(Z) ist die Kraft, die auf einem am Orte Z befindlichen Massenpunkt wirkt!

14



Befindet sich der Punkt daher zur Zeit t am Orte 7(t), dann verspiirt er dort die
Kraft K(t) = F(7(t)). Das ist in die Newtonsche Gleichung einzusetzen.

(3.7.2) Rechenbeispiel in der Ebene:

2 _ 2
K _ [ X K _( T~y
" = ( y ) und F®(z,y,t) = ( 2y )

O Einsetziibung: 7% (¢) = (1,2 +1t) = (1,2) + (0, 1)t
Was ist FX (75 (t)). was speziell FX (75 (2)) ?

(3.7.3) Graphische Veranschaulichung von Kraftfeldern

Wir beschrénken uns auf den Fall der Darstellung in einer Ebene.

¢ Fixiere einen Ursprung. Zu jedem Punkt P der Ebene gibt es dann einen Ortsvektor & = Zp. , der zu
diesem Punkt fithrt. (In den Zeichnungen griin).

O Man kann & als Pfeil (kiirzester Weg) oder in Koordinaten (achsenparalleler Weg) darstellen.

¢ Die Formel F(Z) = .... sagt dann aus, wie man zu gegebenem & den dort (in P) vorliegenden Kraftvektor
zu berechnen hat. Diesen Vektor kann man sich dann an den Punkt P angeheftet vorstellen.

¢ In vielen Féllen reicht es, eine Folge von Punkten auf dem Einheitskreis zu wihlen, und dort die
Feldvektoren (=in P herrschende Feldstérke) anzuheften. So gewinnt man eine gutes erstes Bild iiber das
Feldverhalten! Andernfalls kann man ein Gitternetz von Punkten wihlen.

(3.7.4) Als erstes Beispiel betrachten wir ein konstantes Feld (wie das zur Flugparabel gehorige Feld).
F(Z) =g mit §= (0,—1). Im linken Bild ist ein ganzes Gitter von Punkten des #—Raumes gewéhlt und an
jeden Punkt (rot) der dort herrschende Feldvektor angeheftet! Fiir einige Punkte ist (griin) der Ortsvektor
Z mit eingezeichnet und blau der zugehorige Feldvektor angeheftet! Im rechten Bild ist das Feld nur fiir
Punkte auf dem Einheitskreis und den beiden Winkelhalbierenden gezeichnet! Die Formel F(Z) = .... gibt
jeweils an, wie in jedem Punkt blau aus griin entsteht!

— — — —
— — — —
— — — —
— — — —
— iy — —
— — — —
ety — — —
— — — —
— — — —

%

TUTIA T
Prrmrnprnrud
rrrrirnnrana

(3.7.5) Als néichste Feld betrachten wir F(&) = T = 110;” Dieses Feld ordnet jedem Punkt einfach den

radialen Einheitsvektor zu. Damit man die Ubersicht behiilt, wird die Linge jeweils auf 7o reduziert. Erneut
geben wir beide Darstellungen. Das zweite instruktivere Bild verdeutlicht die Aussage, dass bei diesem Feld
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Ortsvektor # und Feldvektor F(Z) dieselbe Richtung haben.
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(3.7.6) Bei den nichsten beiden Feldern #ndern wir nicht nur die Richtung, sondern auch die Lénge der
Feldvektoren. Das linke Feld ist das Oszillatorfeld F (%) = —aZ. Der Feldvektor zeigt auf das Zentrum zu und
seine Linge wichst proportional zum Abstand. Das rechte Feld ist das Coulombfeld F(Z) = ar%g. Wieder
sind alle Feldvektoren radial nach aussen gerichtet, aber ihre Linge wird wegen des Faktors %2 geringer, je
weiter man sich vom -ursprung entfernt. Verdopplung des Abstandes reduziert die Liinge des Feldvektors
auf i. Fiir die #Z-Werte in der Nihe des Ursprunges ist der Feldvektor so grof}, dass er iiber den Bildrand
hinausgeht.
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Fronst(Z) =G Konstantes Feld (Nr50)
Fos:(%) = —w3Z  Oszillatorfeld  (Nr51)
Foou(¥) = i1 Feld vom Coulombtyp (Nr22)

Die graphische Veranschaulichung dieser Félder in einer den Ursprung enthaltenden Ebene haben wir
bereits gegeben.

(3.7.8) Das dritte Beispiel ist physikalisch besonders wichtig. Hier ist es sogar moglich, eine Ursache fiir
ein derartiges Feld anzugeben :

Bringt man einen Massenpunkt mit Masse M an den Ursprung, dann erzeugt dieser ein Kraftfeld
vom Gravitationstyp. Genauer: bringt man einen zweiten Massenpunkt der Masse m an den Ort
Z, dann verspiirt dieser die folgende Kraft von M verursachte Kraft:

[0

|Z[?

B

ﬁgrav(f) mit a=-GmM  G=....

e
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Die Masse M im Ursprung nennt man "die felderzeugende Masse" oder die "Quelle des Feldes".
Das wichtige negative Vorzeichen besagt, dass F(Z) hier entgegengestzt zu # gerichtet ist! Und
das heif3t, dass die Kraft anziehend ist.

(3.7.9) Jetzt gibt es eine Reihe von Regeln, wie man aus diesem Feld weitere Kraftfelder gewinnt:
(3.7.10) & Translation: Befindet sich die felderzeugende Masse nicht im Ursprung, sondern in einem
Punkt mit Ortsvektor @, Dann wird folgendes Feld erzeugt:

8
QL

«

—

ﬁGrav,E(x)

8

|7 —al? |

B

[0 Woher kennen Sie diese Konstruktion "ersetze einfach Z iiberall durch (£ — @)” noch?

(3.7.11) ¢ Wir haben die Masse M in @ als felderzeugende Masse interpretiert und gesagt, dass Sie in &
eine Kraft auf m bewirke. Hat aber auch die in & befindliche Masse m eine Kraftwirkung auf M in @ ? Ja
tatséichlich. Und Sie wird auch durch die analog zu bildenden Formel geliefert.

Genauer nbefindet sich in #; die Masse M; und in 75 die Masse My, dann versiirt letztere eine Kraft
131_@ und erstere eine Kraft 132_4. Diese Krifte werden wie folgt gegeben:

Fyo(@) = —GRRas (T — 7)) Foo(d) = —Grldhls (7 — 7o)
Da |fl — f2| = |fg — fl| gﬂt, folgt
ﬁlHQ(fQ) = Fﬂgﬂl(fg) "actio gleich minus reactio"

Fl —2

1 erzeugt eine auf 2 wirkende
Kraft Fi_,5. Sie zeigt in Richtung.
von 2 nach 1. (Anziehend)

(3.7.12) & Superposition: Befindet sich eine erste felderzeugende Masse M; in @; und eine zweite My in
as, dann gilt

ay T —d ) a1 = GmM;
t o —=hmis = mit
1| |8 — da)? |2 — da ay = GmM,

ay

—

ﬁGrav (f) =

SRS
SRS

7 —af? |

(3.7.13) Fassen wir zusammen: Gibt man irgendeine Bahnkurve 7(¢) vor, dann kann man #(¢) und
@(t) mathematisch durch Ableiten bestimmen. Andererseits ist F(#) physikalisch gegeben. Man kann beide
Seiten der Bewegungsgleichung bilden und inspizieren, ob fiir alle t gilt ma(t) = F (7(t)). Ist das der Fall, hat
man eine physikalisch zuldssige Bewegung vorliegen, ist das nicht der Fall, ist sie physikalisch nicht zuléssig
und kommt nach aller Erfahrung auch nicht vor! Nie beobachtet man etwa im konstanten Schwerefeld
spontan eine Kreisbewegung: Fiir diese wire ma(t) = —mw?7(¢) und das ist nicht gleich dem geforderten
mg.

Mit Hilfe der zweiten Interpretation (K' (t) gegeben) sagt man dahr physikalische Bewe-
gungsabliufe im idealisierten System voraus!

In der Regel wird K dann in Form eines Kraftdeldes gegeben. Dann wird die Bewegungsgleichung
zu einer Differentialgleichung fiir die physikalischen Bahnkurven 7(t). In seltenen Féllen kann man
die entstehende Gleichung exakt in Formelform 16sen. Numerische Niaherungslosungen lassen sich
mit Hilfe des Computers jedoch einfach bestimmen wie wir noch sehen werden. :
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