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1.1

Integrale und die ['-Funktion

Anwendungen der Gauss Verteilung

Zentraler Grenzwertsatz
Angenommen X;, i = 1,2,...,n sind n unabhdngige Zufallsvariablen.
Definiere die Zufallsvariable Z = %Z?:l X;. Im Limes n — oo

die Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) von Z ist eine Gauss Verteilung

mit Mittelwert p und Varianz o2 von Z.
1 ¢ 1
2 2
= o Z M o= 2 Z 0;
=1 i—1

Die Verteilung der Geschwindigkeiten ' = (v, v9, v3) von Gas-

molekiilen bei Temperatur 7" ist die Boltzmann Verteilung

1 _1vi+vi+e3

- 2 kT
QrksT)2°

P(v1)P(v2) P(v3) =

Das ist eine Gauss Verteilung. (kp ist die Boltzmann Konstante)

g = 5L N, bei 7= 0°C i
® >
5% N, bei T = 250°C
T X ’
_O Eel
= g 1L N, bei T=750°C |
5 £ N, bei T=1000°C
|
<0

0 N 1 N =

0 500 1000 1500 2000

Geschwindigkeit v (m/s)



1.2 Gauss Integrale I

Beweis:

o0 22 42
dx dye ze 2
dx dy e 2@ +9°)

Polarkoordinaten: z = rcosp, y =rsing, r = \/x2 + y?

d(z,y)
o(r, )

= det<

dedy =

sin @

= 27T|: lim
T—00

Sei t > 0, dann

/ e dy = \/E
. t

R _ = —t(y/V/2t)? 1
e de = e —_—
/oo /oo V2t

drdy =

cosp —rsine )

oz ox
or Oy
or Oy
Jacobi-Determinante

drdy = rdrdyp

drdy

7 COS

(Substitution: z = \/%—ty, dr =

_Vm

1 & 12
dy = —— [ e 3¥d
Y \/ﬂ/m (NG

e’} 2 e’}
/ dr/ dp e 2"y = 27r/ e 2" rdr = 27?( — 6_5’2)
0 0 0

( - e—%*2> + e_éo} —2r[0+ 1] =2

O

1
Z5dy)

:\@,

oo

0



Verallgemeinerung auf Integrale iber R™:

fRn f(mh e ,l'n)dxl ooy,

Notation: z = (x1,...,2,), [2]* =", 2%, dz =d,, ...d,

/ e 22y = (27)%

1 2 & ©° © - 1.2
—25 g2 _ —5T
/62211 idy, .. dy, = / d:m/ dm.../ d,, [Je 2"
R" —o0 —00 —o0 j=1
© 1.2 & 2 & 2
- / day e / daye™2" / dy, "2
&_OO ~~ J\_OO ~~ g L_OO ~~
=27 =27 =V 27

= (V2r)" = (2m)2
Proposition: Sei A = (a;;), a;; € R, 1 <14, j <mn,

A symmetrisch: AT = A mit Eigenwerten Ai, Ao, ..., Ay >0

ey, (21)E
e Xr =
/n T WdetA

Definition von det(A) via Integral

Notation: Skalarprodukt (z,y) = > z:y;

Beweis:
A 0
30 : OAO™! = mit OT = O~! orthogonal, |det O =1
0 An
A1 0 A1 0
A=0"1 O =07 O
0 An 0 An



) —é(w,OT( )O:r>
/6_2<I’Aw>d§ = /e 0 An dx

_ /neé 7(01"%)0@@ [(z,0"y) = (Oz,y)]

Substitution: z = O‘lg lineare Transformation

dz = d(O_lg) = | det O_1|dg = mdg =dy

1.3 Integrale uiber die Sphare 1

Sthi={d eR" | |2]? = fo = 1} Einheitssphére in R"
j=1

Polarkoordinaten:

I=

Seix #0, z € R"”

x=rz’ wobei r=|z|]>0

n — 1 Winkel



]
N
_I_
]
SN
|

Th = cosp
rh =singp cos?p+sin®p =1
n=3:
x| = cos b 0<#, <7 0<p<2r
Ty = sin 6 cos ¢ T+ af +af =
! — gin @ <i 29 : 29 2 i 2 =1
Th = sin 6 sin p cos? 0 + sin? 0 (cos? p + sin? ) =
n>J:
x] = cos b

xh = sin 0 cos Oy

x%y = sin 0y sin O cos O3

/

b
x, =sinb, ..

x,_ =sinb; ..

.sin#,_5 cos
Parametrisierung von S™~!
.8in#, o sin g

27
/ f@)de = / f(cos o, sin p)dy
S1 0

27 T
/ f(2)da' = / dp / df sin 6y f(cos 6y, sin By cos @, sin 0] sin )
52 0 0
dzl = gsin 91d91d§0

/S_ fla)de' = / dip / db, / dos .. / dB,,—»(sin 01)"*(sin )" % ...

.sin b, o f(cos 81, ...,8in#y...sinf, 5sinp)

dz' = (sm 01)"*(sin )" .. . sin 6, _odb1db; . . . db,_odip



Polarintegrale:

[ twie= [Tare [ eaa

Def.: Vol(S"!) = |S"7!| = [, 1dz’

2
Vol(S') = /1@’:/ ldp = 27
0

27 ™
Vol(S?) = / dgp/ sin 0ydf; = 2m(—cos 0)|f = 4n
0 0

Satz: Fiirn>2 |Vol(S" ") =

wobei | I'(x) :/ e "7 'dt| (I ... Gamma-Funktion)
0

Beweis: (27)"/? = / e_%”?dg:/ drr"_l/ e~ 212l gy
n 0 Sn—1
= / drr”_l/ e_%Tng/:VOI(S"_l)/ dr e
0 gn—1 0

(27)"/2

1
JoS drrm—te2r

= Vol(5" 1) =

(%)
——

[ drrntems = [ dt (2t)"z(2t)"z et = 2751/0 t2 le tdt

Substitution: ¢ = %rQ & r=4/2t dt =rdr, dr= %dt = dt

§|H
¥

2 n/2 2 n/2
= Vol(sm1) = 2D 2m 0
2:70(5)  T(3)




1.4 Gamma-Funktion

F(:c):/ et
0
Lemma:
1. T'(z+1) =2l(x)
2. I(3) = V7
3. T'n)=n—-1)! neN, n>0
LT+ 3 = (= D=3 4vF
Beweis:
1) T 1) = oo—ttxdt:——ttl‘ /w——t t*)dt =
W) Tery = [Cetwar= o] - [T G
partielle Integration
OO ftd x > —tyx—1
= e —(t)dt ==z et dt = 2'(x)
0 dt 0
Bem limt—t:()VxZO
t—oo e
d x_d mlnt_lent_$m_ r—1
Bem dt(t)—dt(e )—te —tt = xt
1 & 1 > 1
(2) =) = / ettzldt:/ e 'tzdt
2 0 0
Substitution s = V2t < ¢ = 152 ds = i
27 V2t
1 /OO 1.2 1 /oo _1.2 \/271'
= — e 2° ds = — e 2%ds=—— =
V2Jo V2 ) V2
gerade Funktion
3 T) = / et = —e | —0—(=1)=1=0
0 0
'n) = Tn—=1+1)=mn-1DI'(n—-1)=n-1)T'(n—-2+1)
= n—-1n-2T(n—-2)=n—-1)(n—2)...1'(1) = (n — 1)!
1 1 1 1 1
(4) I‘(n—i—§) = F(n—§—|—1)—(n—g)F(n—?—(n—§)F(n——+1)
1 3 1 3 5
= —_ - —_ - F —_—) = P —_ = R
(= )= )T~ 5)= (1~ 5)n— )0 )




Korollar: Vol(SQm_l) = T(m) = (m—1)!

gerade Dimension n=2m

2T
: 1y _ 2T
Bem: 25—2 Vol(S') = o 27
27 272
V01(5(2m+1)—1) _ _
Lim+3) (m—3)(m—2)... 37

ungerade Dimension n=2m+1

2T

Bem: -3 Vol(5?%) = & =4n
2

m

1.5 Konvergenzsatze fiir Lebesgue Integral

Das Lebesgue Integral ist die Verallgemeinerung des Riemann Integrals.
A Folge von Funktionen f,(x), lim, o f.(z) = f(x):

Es gilt nicht immer, dass lim,, o [ fo(2)dz = [lim, o fo(z)dz = [ f(z)dx

1 _nn
Beispiel: f,(x) = {’6’ :oisi 03] o € R, limy, oo fu(z) = 0= f(x) aber:

|
lim [ fu(z)dr = lim —dr = lim 1=14# f( )dx /de =0
R R

n—00 n—o0o [ _n N n—00
2

Satz von Lebesgue:

Sei f, eine Folge integrierbarer Funktionen mit lim,, .. f,(z) = f(z) fast
uberal]ﬂ in £ C R™ und es existiere eine integrierbare Funktion g mit | f,,(x)| <
g(z)Vn fast tiberall in E. Dann ist f integrierbar und es gilt

im [ (o) - / f(x)dz

n—00

7 fast {iberall” bedeutet iiberall aufer in einer Teilmenge mit Mafi 0 (Nullmenge).



Satz von Fubini:

Sei f : EE C R™ x F C R™ — R integrierbar*.
(z , y ) = flz.y)

Dann™ EXFf( dxdy—//fmydxdy—//f y)dy)dz

*) Satz von Tonelli:
Existiert [, . |f(z,y)|dzdy (mit irgendeiner Integrationsreihenfolge), so
ist f integrierbar.

**) die Integrale tiber E (F') miissen bis auf einer Nullmenge (Menge von
MaB 0) in F' (E) existieren. Fiir mehr Details sieche Appendix [A]

1.6 Gauss Integrale 11

Lemma: Sei k£ € R, dann

7).

Beweis:

o : o 2 (—ikx)? = g
/ 67%‘%267“%6&1’ _ / ef%mQ ( - ) dr (em _ Z _')
. - — ! — j!




_ Wi i

_ ‘/_Z k2/2)

_ \/_Z K2 /2 et

(*) fN = @—%:cQ Zj\fzo (—z;c!ac)j; th_)OO fN _ 6_%x267i’m _ f

(@) < e L I = oot Y el < el

Drelecksunglelchung |a+b|<|al+]b] 1ntegrierba1E|

dann: Satz (H. Lebesgue): limy_oo [ fndz = [ fdx

o0 2m —1a2 _ _@em)! 00 2m+1 z? _
(&) [T gme 2™ dx =27 PaTe o, & e 2y =0
gerade Funktion ungerade Funktion

Beweis von (A):

dm [ 1 dm
— e 3% dy = / Z ety
atm J_

= ( 1/2)’”/ e 2 dy
o 2
/ e dy = Tﬂ t>0

am |2 o
= T 77( = (—1/2)’”/ 2me 3 4y

d _3
5 \/_ tz—\/_( 1/2)t2

2Beweis der Integrierbarkeit erfolgt mit Hilfe quadratischer Erweiterung!

10



d? 2

a2\t
™ |2«
dtm t

o0

W/ 22me T dy = V2m(=127"1-3-5 ... (2m— 1)t T

— 00

o0

t=1: / T

1-3:5-...-(2m—1) =

= (4) /_Zx

= V2r(-1/2) d

= V2r(=1/2)(=3/2)(-5/2) ... (-
= V2r(-1/2)"1-3-5-...-2m— 1)t =

2m

V2r(—1/2)(=3/2)t" 2

£ =
e

2m — 1)75_%
2

_ 2m+1

_2m+1

2m

/ e dy = 7% V2r1-3-5-...-2m—1) (t>1)

e~y = \2r1-3-5-...-(2m—1)

1-2:3-4-5-6-...-(2m —1)(2m)

2 -4 -6 - ... - 2m
B (2m)! ~ (2m)!
Co2m.1.2-3-...-m  2m(m!)
. !
e dr = Vor (2m)! O
2m(m)!)

Beweis von (A) alternativ:

& 1,2
/ x2m67t5x dI‘
—00

Symmetrie

= 2/ (xZ)me’t%xQd:c
/ 0

1 1 3 1 1

— 9mtap N2 m— )2 (m— ). 2. -

T(m+2) =2 (m—35) -2 (m—3) 25 \/EF(2)

~~ 7 N——

m Faktoren m=0
2m)!

= V2r1-3-5-...-(2m—1)= \/27r2< zn)') (see above!)

m(m!

(*) Substitution: s = 12? & 2 =+/2s, ds = zdz, dv = 1ds = =ds

2

®

11



1.7 Integrale iiber die Sphare II

/1 xn+1 1 1
2"dxr =
0 n -+ 1 0 n -+ 1

/1 N gt |t 0  n=2m+1 (ungerade)
"dr = =
-1 n -+ 1 1 2

—- n=2m (gerade)
1 1 1
/ it altde = / dxl.../ drgx - ... Igd:H/ z dx;
[~1,1)4 - -1 o

n+1
{0 Elj, 1<j<dmitn; =2m+1

[T5- 1n+1,fallsn]—2m],j—1 .d

Verallgemeinerung auf [, ,?

/S" 1(x'1)a1-...-(x;)o‘"dg/:0, 3j,1<j<nmita; =2m+1

a; €N, j=1...m

Beweis: Polarkoordinaten — :17; = cos

T (%) w/2 T 2m+1 T n—2
/ (cos 61)? ™ (sin 0,)"2df, = / (COS(§+t)) (Sin(§+t)) dt =0
0

—7/2
(%) Substitution 6; = w/2 4+t

2m+1
wegen (cos(g + t)) ungerade, sin(§ +t) gerade in ¢

Satz: . .
2 Hj:l I'(m; + 3)
F(E?:l m; + %)

Sn—1

wobeim; €N, j=1...n

12



Beweis:

n 0o . 1
x + j2m e 2Py = / 22" 7% e T = —=S8
/n (JUl ’ ) B H oo L E=g

J=1
- HQ_mj_% / §2miem2% g
jzl NS —>
- —m; m;+ 1 -
= L2 2, 4+ 5) = [T 0lm, + 5
Jj=1 7=1
aber auch in Polarkoordinaten:
[ (Tt = [Fare [ ae(TTewpm)e
Rn j 1 0 Snfl _]=1
= / dr "l p2=12m eTQ/ H(:L’;)Qmﬂ dx’'
0 Snfl ]:1
= 1 o n "
= H I'(m; + 5) = / dr T2 m o / 1 H($;‘>2mjd£/
j=1 0 sretuy
i " T(my+ 3
= / H(x;)Qdegl _ _ H]_l - (2 ]n 2)‘ .
Sn—1 J=1 fO dr r7 1t i mjo—r
/ dr r" 2l m e = / dsls_%s%("_lwzyq mj) s
0 0 2

1
Substitution s =12 < r=/s, dr = —=ds

2y/s

_ 1 > —Sm—14+>"  my 1 n -
= 5/0 dse™®s2 i= —§T(§+;mj)

i o211 . T'(m; + %
= [ - o s+ 2) =
Sn—1 J=1 F(E + Ej:l mj)

13



2 Fourier Reihen

Taylor Reihe: Darstellung einer Funktion als Potenzreihe, Funktion muss
iiberall stetig und differenzierbar sein.

Fourier Reihe: Darstellung einer Funktion als Summe von trigonometrisch-
en Termen (sin, cos), auch fiir Funktionen die nicht tiberall stetig und/oder
differenzierbar sind. Jeder Term enthéalt nur eine charakteristische Frequenz.
Anwendungen sind die Vibration einer endlichen Seite, die Beugung von Licht
und die Transmission eines input Signals durch einen Schaltkreis.

2.1 Dirichlet Bedingungen

Definition: Die notwendigen Eigenschaften einer reellen Funktion f(x),
damit sie eine Fourier Reihe besitzt, heissen Dirichlet Bedingungen:

1. die Funktion muss periodisch sein;

2. sie muss eindeutig und stetig sein, mit Ausnahme einer endlichen Zahl
von endlichen Sprungstellen;

3. sie muss eine endliche Zahl von Maxima und Minima innerhalb einer
Periode haben;

4. das Integral iiber eine Periode von |f(z)| ist endlich.

Wenn Bedingungen (1)-(4) erfiillt sind, dann konvergiert die Fourier Reihe
gegen f(x) fiir alle Punkte x, wo f stetig ist. Diskontinuitdten sind in
diskutiert. Es ist moglich, nicht periodische Funktionen so zu manipulieren,
dass sie eine periodische Darstellung besitzen und somit eine Fourier Reihe,

siehe 2.4

2.1.1 Plausibilitat

Wir brauchen sowohl sin als auch cos Terme.
Ungerade Funktion: f(—z) = —f(x), Beispiel: sin(z)
Gerade Funktion: f(—x) = f(x), Beispiel: cos(x)
Sinus Terme konnen nicht gerade Funktionen darstellen.
Kosinus Terme konnen nicht ungerade Funktionen darstellen.

14



Aber, man kann alle ungeraden Funktionen mit einer Sinus-Reihe und alle
geraden Funktionen mit einer Kosinus-Reihe darstellen. Allgemeine Funk-
tion:

1 1
f(z) = 51/ @) + f(=2)] + 5[f (@) = f(=2)]
Feerado() Fungerado ()

= jede Funktion kann als Summe einer Kosinus- und einer Sinus-Reihe
dargestellt werden.

2.1.2 Orthogonalitat

Sei L die Periode: f(z + L) = f(z) und die Frequenzen 2=, r € N.

L

zo+L 2nre 2mpx
i dr = 0 V eN
/IO sm( 7 )COS( 7 )x r,p ,

\

L =p=0,
/ zo+L 2nre 2mpx d 1y TP 0
CoS CoS T = = =
. L L ok T=P =0
0 r#p,
(0 =p=0
/woJrL ' 2mrx \ . 2mpx d 17 rep - 0’
sin sin T = = =
0 L L 2 T p )
0 r#p,

Beweis: Trigonometrische Additionstheoreme

sin(A+ B) = sinAcos B + cos Asin B,
cos(A+ B) = cosAcosB F sin Asin B.

2mr(z+L) ) 2rrx
L

Bemerkung: Wegen Periodizitét sin( = sin(<F*) (ebenso fiir cos)

kann man x, beliebig wahlen. Entwicklung einer Funktion in Basis von
orthogonalen Funktionen siehe spater...

2.1.3 Fourier Reihe

f(z) = % + TZ; [ar cos (QWLT%) + b, sin (27;%)]

ao, a, b, sind Konstanten genannt Fourier Koeffizienten.

15



2.2 Fourier Koeffizienten
Gegeben f(x), wie kénnen wir ihre Fourier Koeffizienten berechnen?
Niitzliche Formeln: Fir n € Z gilt:

sinnm = 0, sin(n+1/2)r = (—1)"
cosnm = (—=1)", cos(n+1/2)7r =0

Satz: Fiir eine periodische Funktion f(z) mit Periode L gilt

2 [Ttk 2rre
a, = E/ f(ac)cos( 7 )dw

o

2 [rott 2
b, = Z/xo f(x)sin( ?x)dx

Bemerkungen: x, ist beliebig aber oft g = 0 oder g = —L/2. Der Faktor
1/2 im Term ap/2 der Fourier Reihe ist eingefiithrt damit der Ausdruck fiir
a, fir alle r € N gilt.

Beweis:

xro+L 2 zro+L 9
/ f(x)cos< 7rLpgc)dyc = %/ ( pr)

L
zro+L
+ Zar/ <
oo xo+L
+ D b, / (
r=1

Wir verwenden nun die Orthogonalitatsrelationen:

e (e
Yoo ()

wenn p = 0: f$°+L f(z)de =%L
wenn p # 0: nur r = p tragt bei, f;?JFL f(z) cos(%)dx =2

Fiir die Koeffizienten b, betrachte analog f;;ﬁL f(x) sin(#2)dx.
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Bemerkung: Vertauschung f;OJrL S de = > 7 woth dg st OK,

r=1-°"" r=1Jzx
weil das Integral von |f(x)| existiert. ’
Beispiel 1: (aus [1])
f @
I -1 -I<i<o
ft) =
+1 0<t<3
_% 0 g P 2
_1 Periode T

f(=t) = —f(t) = nur Sinus Terme (siche

2 (T2 2rrt 4 [T/2 2rrt
b, = —= t) si dt = — t) si dt
T _T/Qf()sm( T ) T Jo f()sm< T )

- %( - 2_2574) cos (QT> . “2eosmr 1) = {1 - (~17]

mr mr
r

0

= b, = 0 wenn r gerade, b, = — wenn r ungerade.

sin 3wt . sin dwt .
3 7 o
wobei w = 2% die Winkelfrequenz ist. Siehe auch Fig.

™

flt) = é(simcutﬂL

2.3 Unstetige Funktionen

Die Fourier Reihe existiert fiir unstetige Funktionen, aber die Reihe pro-
duziert keine unstetige Funktion.

Satz: An einem Punkt x4, wo f(z) eine endliche Sprungstelle hat, konvergiert
die Fourier Reihe gegen %limHO [f(zqg+€) + f(zqg — €)].

In Beispiel 1 konvergiert die Fourier Reihe von f(t) gegen 0 = 3[1 + (—1)]
bei t = 0.

17



Gibbs’sches Phanomen: Nahe den Unstetigkeitsstellen, hat die Fourier
Reihe Spitzen (0 in Fig. ), welche die Funktionswerte iibertreffen. Wenn
mehr und mehr Terme der Fourier Reihe aufsummiert werden, bewegt sich
zwar die grofite Spitze beliebig nahe an die Sprungstelle, aber sie verschwindet
nie, auch nicht im Limes unendlich vieler Terme.

(a) (b)

_r _T
? T ? T
2 2

AN A e 10
(c) N (d)
T _T
? I ? T
2 2
A1 e ol -1
V4 \J v

Figure 1: Konvergenz der Fourier Reihe der quadratischen Wellenfunktion
in Beispiel 1, mit (a) einem Term, (b) zwei, (c) drei und (d) 20 Termen.
(aus [1])

18



2.4 Nicht-periodische Funktionen

Ziel: Finde die Fourier Reihe einer nicht-periodischen Funktion nur innerhalb
eines festen Bereiches

Trick: Periodische Fortsetzung der Funktion ausserhalb des Bereiches. Es
gibt mehrere Moglichkeiten, wie im folgenden Beispiel 2, Fig.

a

(a) 0 7

b \\\ \\\ ,' \\\\
®) 0 L 2L
C T

© 0 L 2L
4y e

@ 0 L 2L

Figure 2: Moglichkeiten der periodische Fortsetzung von (a) f(z): (b) keine
Symmetrie, Periode L, (¢) ungerade Funktion mit Periode 2L und (d) gerade
Funktion mit Periode 2L. (aus [1])

Die Fortsetzung sollte nicht unstetig an den Endpunkten des Bereiches sein,
ansonsten konvergiert dort die Fourier Reihe nicht gegen die Funktionswerte.

Beispiel 3: Fourier Reihe fir f(x) = 2? fir 0 < z < 2, siehe Fig. .
Losung: Fortsetzung (0,2] — (—2,2] mit f(—z) = f(z).

flx+4k) = f(z)V k € Z, Periode L =4

gerade Funktion = b, =0V r

19



fx)=x?

Figure 3: Gerade, periodische Fortsetzung von f(x) = 2%, (aus [1])

16 16 .,
= 53 cos(mr) = 7r27"2(_1>
2 [? 4 [? 3128
r=0:a = —/ xde:—/xQZw— = -
4/, 4 Jo 3, 3
4 = (=1)" rx 3}
2
_ 4 e <
=z 3+162W2T2c08(2> fir O0<az<2

Da wir eine gerade Fortsetzung gewahlt haben, gilt dieser Ausdruck von 2
auch fur -2 <z <0.

Die Konvergenz der Fourier Reihe der geraden Fortsetzung ist in Fig. [4]
dargestellt.

Anwendung: Wenn wir x = 0 setzen, konnen wir dieses Ergebnis nutzen,
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sl
6l
4l
2t /
0

H L H
-2 0 2

Figure 4: Konvergenz der Fourier Reihe zu Fig. [3]

um die unendliche Reihe auszurechnen:

1 1 1 1 = (-1 w?
EEAE R TR R Dhe it v
Bemerkung: Wir hétten auch eine ungerade Fortsetzung f(—z) = —f(x)

wihlen konnen mit f(z + 4k) = f(x), siehe Fig. [j|

= Fourier Reihe nur mit Sinus Termen, das liefert die korrekten Werte fir
22 innerhalb des vorgegebenen Bereiches 0 < x < 2, aber nicht bei 2 = 42,
wo die Sinus Reihe nicht gegen f(z) = +4 sondern gegen 3[4 + (—4)] = 0

konvergiert. Ein weiterer Nachteil dieser Wahl ist, dass die Koeffizienten nur
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Figure 5: Ungerade, periodische Fortsetzung von f(z) = z?.

eine Konvergenz oc r~! haben.

Die Konvergenz der Fourier Reihe der ungeraden Fortsetzung ist in Fig. [f]
dargestellt.

2.5 Integration und Ableitung

Wenn die Fourier Reihe einer Funktion f(x) Term fiir Term integriert wird,
dann konvergiert die resultierende Reihe gegen das Integral von f(z). In
diesem Fall gibt es eine Integrationskonstante, die gefunden werden muss.

Wenn f(z) stetig fiir alle x und auch periodisch ist, dann konvergiert die
Fourier Reihe, die man durch Ableitung Term fiir Term der einzelnen Terme
gewinnt gegen f’(z). Voraussetzung dafiir ist, dass auch f’(z) die Dirichlet
Bedingungen erfiillt.

Diese beiden Eigenschaften der Fourier Reihe konnen dazu benutzt werden,
um komplizierte Fourier Reihen aus Einfacheren (in Standard Tabellen aufge-

listet) zu berechnen.

Beispiel 4: Fourier Reihe fiir f(z) = 2 fiir 0 < < 2. Wir integrieren Term
fiir Term die Reihe fiir f(z) = 22, die wir in Beispiel 3 berechnet haben:

3 4 (=1 . [(7rx
= g = §m+32; e sin (T) +c

wobei ¢ eine Integrationskonstante ist. Wir sind noch nicht am Ziel, weil der
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Figure 6: Konvergenz der Fourier Reihe zu Fig. [f]

Term %x noch entwickelt werden muss. Dazu leiten wir die Reihe fiir 22 ab:
B (=1 . [7rx
20 = -8 ; v sin 5
3 ) Tre nr . (wrx ,
= = —16 96
x Z . sin < ) Z .3 Sin ( ) +c

r=1

Um die Integrationskonstante ¢ zu bestimmen, betrachten wir f(0). Die
Fourier Reihe ergibt 22 = ¢’ weil alle Sinus Terme Null sind = ¢’ = 0.

Frage: Welche der Reihen (a) 2% in Beispiel 3 und (b) 2% in Beispiel 4 zeigt

23



A " o
das Gibbs’sche Phanomen? oF = 10q (q) oMy

2.6 Komplexe Fourier Reihen

Im Allgemeinen enthélt eine Fourier Reihe Sinus und Kosinus Terme. Eine
kompaktere Darstellung bekommt man durch X = cos(rz) & isin(rz):

f(z) = Z e mit

Bemerkung: Die Darstellung als Fourier Reihe gilt fiir komplexwertige Funk-
tionen (Hinweis: Betrachte Real- und Imaginérteil der Funktion.). Die Fourier
Koeffizienten sind im allgemeinen komplexwertig.

Die komplexe Form der Fourier Reihe folgt aus der Orthogonalitatsrelation

firr,peZ
zo+L ) —
/ e_%ipze%#dx = Lor=p .
xo 0 r#p

Die komplexen Fourier Koeffizienten ¢, haben folgende Beziehungen zu den
reellen Koeffizienten a,., b,:

1 1
Cp = §(ar —ib,), C_p = 5(% + ib,)

27T7’.’17 o 1 2Wirz + _ 27'rirz
a, COS 7 = ar2 e e
271'7”1' _Z 2mirx 2mirx
b, si = b— I —e L
(22} = o o)

Cy Cc_,

Beweis:

Wenn f(z) reell ist, dann ist ¢*, = ¢,. (* bedeutet komplex konjugiert)

Beweis: f(z)* =300 cle—Zre = 3% cF eimre

r=—oo T rr=—0o0 " —T
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Insbesondere ist in diesem Fall ¢y = f;;)ﬁL f(z)dz reell.

Beispiel 5: Komplexe Fourier Reihe fir f(z) =z, -2 <z < 2.

Fir r # 0:

1

4

e ey ]

2
2 _ 2mirx x _ mirx 2 1 _ mirx
re 1 dr=|— —e~ 2 + —e 2 dx
9 2mr L _g 2mir

ot |i€7rir + e7m'7“:| +0 <_> Orthogonahtat rp = 0)

21
mr

(="

Fiir r = 0: cr:ifixdx:()

> 2_1T TiTT
=T = Z Z( )eT

mr
r=—00, r#0
In Beispiel 4 hatten wir a, = 0 ¥V r und
4(—1)" ' 2i(—1)"
o= AT o, _2EDT
mr 2 mr
; 2i(—1)"
Cyp = Ebr = i(=1) v
2 m(—r)

Auch gilt ¢t = c_,., weil f(z) reell ist.

2.7 Symmetriebetrachtungen

1. ungerade Funktionen: f(—z)= —f(z)

2mir(—z) 2mir'x
f(=z) = E ce L= E c_pe L
r r'=—r

= C_p, = —Cp

1

1 , .
é(ar +}bf) = _é(ar _}bf)

a = —a, = a,=0VY7r (keine Kosinus Terme)
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2. gerade Funktionen: f(—z) = f(z)

=c., = ¢
1 , 1 ,
§<%+ Zbr) = 5(%— Zbr)
b, = —b. = b.=0Vr (keine Sinus Terme)

3. weitere Symmetrien, z.B.: reelle Funktion f mit f(% +s) = :i:f(% —s)
= Symmetrie/Anti-Symmetrie um den Punkt L/4:

2mir(s+L/4) Li 27nrg 2mirs
= E ce I = E cr(ez)" E i"c,e T
T T

= Fourier Koeffizienten von g(z) = f(£+s) sind ¢, = i"c, (als Funktion
von s, ¢, sind die Fourier Koeffizienten von f(z)).

o f(£+5)=—f(%—s) ungerade Funktion von s, [g(s) = —g(—s)]

a, =0
= -, =i"c, =i"5(a, — ib,)
= ’b’ =i ", =1 i(arqtzbr)

=

~ <3S

c

-
Da a,, b, und al, b, reell sind, folgt: a,» = 0 fiir 7’ = 2r gerade,
b, = 0 fiir v’ = 2r + 1 ungerade, [¢/, rein imaginér]

e f(¥+5)=f(% - s) gerade Funktion von s, [g(s) = g(—s)]

b =0
po__ 10 r, _prl
= (¢ = 5a, =i"c, =1i"5(a, — ib,)
;o 1.0 _ -7 __;—rl
., =za,=1"c,=1i"5(a, +1ib)

= by, = ag,41 = 0, siehe Beispiel 1: f(t) = 2 23 sin 22:111 Jot]
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2.8 Theorem von Parseval

Theorem:

1ottt 2 - 2
o] @k =3 e
zo

r=—00

Erhaltungssatz: Die Summe der Betragsquadrate der komplexen Fourier Ko-
effizienten ist gleich dem Mittelwert von |f(z)|? iiber eine Periode.

Beweis: Betrachte zwei (komplex-wertige) Funktionen:

2mire 2mirx
E ce L, E Ve L

rT=—00 rT=—00

mit komplexen Fourier Koeffizienten c,, v,. Es gilt:

Sy = 37 erglaye™

r=—00

Integration iiber eine Periode L (mit Faktor 1/L) liefert

1 [frot+Ll zo+L 2mm
Z/ f(z)g(x)de = Z Cr— / dx

Zo

> ]_ zo+L TITT *
= TZZOO Cy {Z /xo g(x)eJde
= 2o
wegen 7, = %ffoﬁL (z)e= 7T,
Mit g(z) = f(z) folgt 1 fx°+L z)|Pde =300 e O
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Beispiel 6:

Benutze das Theorem von Parseval und die Fourier Reihe von f(z) = 2

(Beispiel 3) um Y77, & zu berechnen.

4 = (=1)"
2 = —+16Z( )cos<7rrx>, —2<xr<2

272

| =
—
[ (Y]
—
)
[N}
S—
(Y]
Q.
S
Il
DO
o|"
ot

[~
o
g
T
I IS
7~ N /N
W &~ [NCRIE
\/ g
w\o_/|
—+ I
DO = +
N}
M .
[~
VR
— —
SHEN
=1
<
o =
=
~~_
[\&]

9 24 - r4
16 6 (168 X1
Parseval : = = — + 5d TZIF

9
=1 1
=35 - (5

(%) ¢, = %(ar —ib,), c_, = %(ar +ib,.)
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3 Integraltransformationen

3.1 Fourier Transformationen
periodische Funktion f(t) — Funktion f(t), t € R

ft+T)=f(t) unendliches Intervall
T = endliches Intervall keine Periodizitat verlangt
Fourier Reihe =% Fourier Transformation
> 27 > . 27T
t — ,,, zTTt g r /Lw’rt7 r P —
f(t) T:Zooce T:che w i

Voraussetzung: [ |f(t)|dt endlich

¢, = Lw [T/2 f(t)e @rtdt mit Aw = &

2r J—T/2 T
< Aw (T2 »
=0 = 3 5o [ e due
00 1 ‘ T/2 A
= Y Awggr(w)e ™, grw) = [ fluedu
r=—00 -T/2

r— o

Aw - 5-gr(w,)e™rt ist die Fliche des r-ten Rechteckes
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T = o00: Aw = 2% infinitesimal

. 1 iwpt T—0 > 1 qwt
ft) = Z Aw%gT(wr)e —>/ dw%goo(w)e

r=—00 —o0

i) = [ fje v

f(@) ! /OO dwe™rt /_OO duf(u)e "

27T —00 [e.9]

Inversionstheorem von Fourier

Definitionen:

flw) = \/LZ? [ dtf(t)em et Fourier Transformation

flw) = \/%7 ffooo dw f (w)e™t inverse Fourier Transformation

Bemerkungen:

1. Existenz von limy_ e g7(w) = goo(w) = V27 f(w) wird ohne Beweis
angenommen

2. Aufteilung der konstanten Faktoren \/LTW ist Konvention, nur das Pro-

dukt muss % sein

Beispiel: Finde die Fourier Transformation von

0 t<0
10 = {Ae"\t t>0(\>0)

_ 1 o0 . 1 0 . A o0 4
w) = — dtf(t)e ™ = — / dt0e ™+ — / dt e Memiwt
f(w) v 2T /_oo I V2T J s V2m Jo
A e—(A+iw)t 00 A
V27 Atiw |g V21N +iw)



3.1.1 Die Unscharfe-Relation

Gauss- (oder Normal-) Verteilung: f(t) = T\}ﬂe 2?7 —00 <t <00
Normierung: f
Jo f@)dt =1
beit = £7:
e~ Y/2 ~ 0.61-Maximalwert
Mittelwert = [* ¢ f(t)dt =0 = : !

Varianz = [°°_t2f(t)dt — (Mittelwert)? = 72
Standardabweichung = +/Varianz = 7 = At

Fouriertransformation:

IS S YRS SO M ot dt
flw) = \/%/oof(t)e dt_27r7 el dt /x—T,dx—T

1 [ _2 _ 1
= — e Te Ty = ——e 2 ()’ (siche Kap.1, k = Tw)
21 J_ o 27

wieder eine Gaussverteilung (bis auf Normierung) mit Mittelwert=0,
Varianz=1/72 und Standardabweichung Aw = 1/7.

Es gilt:
Aw- At =1

Interpretation: Je kiirzer das (z.B. elektrische) Signal in der Zeit, desto grofier
ist der enthaltene Frequenzbereich.

Dies gilt auch fiir andere Paare von Variablen, die iiber eine Fouriertransfor-

mation verbunden sind, z.B. fiir die Wellenzahl k& und die Raumkoordinate
x eines Gauss’schen Wellenpakets:

Ak -Ax =1
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Unscharfe-Relation in der Quantenmechanik: Wir fiihren die de Broglie-
bzw. die Einstein-Relation fiir den Impuls bzw. die Energie ein:

p=hk und FE = hw
wobei h = (Planck Konstante h)/27, p = Impuls und E = Energie.

In der Quantenmechanik ist f(t) die Wellenfunktion und |f|* die Verteilung
der Wellenintensitit in der Zeit. Analog ist |f|* die Intensitatsverteilung in
der Frequenz. Fiir eine Gaussverteilung f(¢) sind |f|> bzw. |f|? ebenfalls

Gaussverteilungen mit Standardabweichungen \/Li bzw. ﬁ

1

AE-At = (h——
V2T

h ):g und

—~

)(E
Ap-Ax =

B | St

Fiir eine beliebige Verteilung f(t) oder f(x) gilt:

AE-At>1 und Ap-Az > (Heisenberg’sche Unschérfe-Relation)

3.1.2 Fraunhofer Beugung

Wenn Licht auf ein teilweise lichtundurchléssiges (od. phasenverdnderndes)
Objekt trifft, entsteht ein Muster des transmittierten Lichtes, das Beugungs-
bild genannt wird. Insbesondere, wenn die Abmessung des Objektes klein
gegeniiber dem Abstand ist, bei dem das Licht beobachtet wird, spricht man
von Fraunhofer Beugungsbild.

Wir betrachten monochromatisches Licht mit Wellenldnge A. Die Richtung
des einfallenﬁden Lichtes ist durch den Wellenvektor k£ beschrieben, dessen
Lange k = |k| = 2w /X die Wellenzahl des Lichtes heifit.

Kk’ Beobachter
einfallendes
Licht k 0 X

32



Die beobachtete Amplitude (als Funktion von 6) ist eindeutig bestimmt
durch die Amplitude und Phase des Lichtes am Objekt.

Beispiel: Beugungsgitter der Breite 2Y. Licht mit Wellenzahl k = 27/ fallt
senkrecht ein

v
vl

N

ol

Sei f(y) die Amplitude des transmittierten Lichtes am Punkt (0,y) pro
Léangeneinheit in die y-Richtung. f(y) heit Blenden-Funktion. Gitter und
Strahl seien co-ausgedehnt in z-Richtung. # und 3 bezeichnen Einheitsvek-
toren in z— bzw. y—Richtung. Die Gesamtamplitude an der Stelle 7y =
zoZ + yoy ist die Uberlagerung aller Elementarwellen, die am Beugungsgitter
entstehen (das ist das Huygens-Fresnel Prinzip, s. :

f —zk (Fo—y79)
= dy
|7" o — vyl
Wenn das Propagationsmedium auf beiden Seiten des Gitters dasselbe ist,
dann ist &' = kcos 02 + ksinfy. Fiir ro >> Y gilt die Naherung

eiE"f“o o] i
— / f(y)e—z Y sin dy
To — o0

Hier wurde die Eigenschaft f(0) = 0 fiir |y| > Y verwendet = f_YY — [
Die Intensitat in Richtung 6 ist somit

16) = |AP2 ZI@P. a=ksind. flq F/ dyf(y
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Beispiel:

S

2a

| |
! - : ! | X
—a—b a—a+b a-b% a+b

Doppelspalt, a > b

—a+b )
fla) = e Wy + —= / e Wy
a—b

—a—b
e—iay —a+b 1 ] a+b
[—zq] —rzi—zq]a_b
_ —ig(—a+b) —zq(—a—b) + e—iq(a—I—b) . e—iq(a—b):|
1qV 2T [

\

—_

- - {eiqa(e—iqb o eiqb) + e—iqa(e—iqb . eiqb):|

gV 2T

2 , .
= sin(gb)[e'? 4+ e =

qV 2T

Fir die Intensitat gilt

4 cos(qa) sin(gb)

qV 2T

16 cos?(qa) sin®(qb)
I (9) = 2.9 ’
Ty
wobei ry der Abstand von der Mitte des Doppelspaltes ist und ¢ = 5 sin 6.

Wenn 6 variiert, bekommen wir ein kompliziertes Muster von Maxnna und
Minima.

Frage: Was passiert fiir § = 07
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a=1,b=1/5A=b/2
T

0
-100 -50 0 50 100

Figure 7: Fraunhofer Beugungsbild.

3.1.3 Huygens-Fresnel Prinzip

Alle Punkte einer unbehinderten Wellenfront zu einem bestimmten Zeitpunkt
sind Quellen von sphérischen Sekundarwellen, mit der gleichen Frequenz wie
die einfallende Welle. Die Amplitude des optischen Feldes an deinem be-
licbigen Punkt hinter der Wellenfront resultiert aus der Uberlagerung von
allen diesen Sekundérwellen (unter Berticksichtigung ihrer Amplituden und
Phasen). Der Neigungsfaktor K (6) = 1(1+cos ) multipliziert die Amplitude
der spharischen Wellen
K’ Sekundarwelle
einfallende
Welle k 0 X

K(0) = 1 Maximum in Vorwértsrichtung
K(m) = 0 keine Welle riickwarts

Der Neigungsfaktor wird hier vernachlassigt.
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Symmetrie entlang der z-Achse = 2d Problem:

—

k' = kcos 0% + ksin 0y hat keine Komponente || 2
K(7o = (yj + 22)) = K' (7 — vi)

Alle Elementarwellen geben denselben Beitrag, f(y) — Amplituden pro
Langeneinheit in y- und z-Richtung.

3.2 Die Dirac §-Funktion

Die o-Funktion (eigentlich Distribution) kann als ein sehr schmaler Puls (in
Raum, Zeit, Dichte, etc.) dargestellt werden, der einen integrierten Effekt
endlicher Grofle produziert.

Formale Eigenschaften: §(t) = 0 fiir ¢ # 0, aber [ f(¢)6(t — a)dt = f(a)™,
vorausgesetzt, dass der Integrationsbereich ¢ = a einschliefit, ansonsten ist
das Integral Null =

[° 8(t)dt =1 Ya,b>0und

J6(t —a)dt =1 wenn t = a € Integrationsbereich.

Aus (x) folgt:

o(t) = d(-1)
Sat) — ﬁa(t)
6t = 0

Beispiel: Beweis von 6(at) = =d(t).

|a
Sei a > 0:

| rwstana= [~ et <

1 =+ [ s

a a
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Da f(t) belicbig ist = d(at) = 26(t) = % d(¢).

Seia=—-b<0:

| rwsmar - /Ooooﬂ_b LA / F(yacear
= IO = 10) = / £t

= dat) = o)

Wir betrachten Integrale der Form

[ rsuena

Mit einer Variablensubstitution z = h(t) kann man zeigen

Z |t—t

wobei ¢; die Nullstellen von h(t) sind [h(t;) = 0] und &' = 2

Das obige Beispiel ist ein Spezialfall mit h(t) = at. Die Ableitung ¢'(¢) der
0-Funktion ist definiert durch

/f £)8 (t)dt = { LX) / f(t —f'(0)

und analog fiir hohere Ableitungen.
Oft braucht man die §-Funktion im Raum und wir verallgemeinern ihre Defi-

nition in mehr als einer Dimension, z.B. die Ladungsdichte einer Punktladung
g am Ort 77 ist

Es gilt:



Verwandt mit der §-Funktion ist die Heaviside oder Stufenfunktion der Hohe

Eins:
F

1

0 t<O0 >

H(t):{l t>0

Sie ist unstetig bei ¢ = 0 und gewdhnlich nimmt man H(0) = 1/2. Eine
Kombination von Heaviside Funktionen kann eine Funktion, die konstant
auf einem endlichen Bereich ist, darstellen, z.B.:

f(t) = B[H(t — a) — H(t - b)] I

Es gilt:

Beweis: Fiir beliebige Funktionen f(t) gilt

/_Z f)H' (t)dt {f(t)H(t)] : B /_Z FOH = f(o0) - /0°° Fed

— (o) - {f(t)}jzﬂm - [ swsw

3.2.1 Beziehung zw. §-Funktion u. Fourier Transformation

Fourier Inversionstheorem:
f(t = dwe wt / dui u eiwu
( ) vV 2T / ( )

e

Vergleich mit der Definition der §-Funktion zeigt

ot —u) = \/%/ ety (%)

Die d-Funktion bei ¢t = w ist hier als Uberlagerung aller Frequenzen mit
der gleichen Amplitude und in Phase bei ¢t = u. Dies suggeriert folgende
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Darstellung der §-Funktion:

fal(t)
2Q
. (2.7'5)”2

fa

- L N\ /\ ,
U

‘

QS

Sei fo wie im Bild gegeben. Dann

1 ‘ 200 sin(Qt)
—_ 1 iwt —
fal(t) NG /_ . x e"“dw NG

Es gilt limg_,o0 fo(t) = v/27md(t) [siehe (*)] oder

5(8) = 1im SmE)

Q—o00 Tt

Es gibt andere Darstellungen der §-Funktion, z.B. als Grenzwert von Dreiecks-
oder Gauss-Verteilungen von Frequenzen. Wichtig dabei ist, dass die Flache
unter so einer Kurve bekannt ist und keine Divisionen mit Null auftreten.

Aus (*) folgt, dass die -Funktion reell ist

5*(t) = \/% /_ ety = §(—t) = o(t)

Die Fourier Transformation der §-Funktion ist

L% sipemiotgy — L
f(w):E/ooé(t)e dt_\/ﬂ
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3.3 Eigenschaften der Fourier Transformation

Wir bezeichnen die Fourier Transformation von f(t) als f(t) oder F[f(t)].

(i) Ableitung: F[f'(t)] = iwf(w) Notation: f'(t) = df
Beweis: partielle Integration

FW = o= [ roeta
1 it ] L[~ it F
= \/—Q_W{f(t)e }m+\/—2_ﬁ/_mzwf(t)e dt = iwf(w)

vorausgesetzt, dass f(t) — 0 wenn ¢ — +o0o0. Das muss so sein, weil
[ |f(t)|dt endlich vorausgesetzt wird.

(i) Integration: F[[* f(s)ds] = L f(w) + V2rad(w) wobei [* f(s)ds =

F(t)+amit F'(t) = f ( ) und Integratlonskonstante a.
Beweis: partielle Integration

FIF®) +0] = —= / T+ / et gy

_ m{p(t)e_;ﬂ N / Be~dt + vamas(w)
- %ﬂmmaa(m

vorausgesetzt, dass F'(t) — 0 wenn ¢ — 400.

(iii) Skalierung: F|[f(at)] = %f(%)
Beweis: Sei a > 0, Substitution v = at, du = adt

w 1+
Flf(at)] \/_/ f(at)e ™dt = / flu ZE“du:af(

Analog fiir a < 0.

2[&

(iv) Translation: F[f(t + a)] = ¢ f(w)
Beweis: Substitution: v =t + a, du = dt

Flf(t+a)] = \/%_W /_00 f(t+a)e ™“tdt = \/%_ﬂ /_OO f(u)e*iw(“*“)du = e*iwaj:(w)
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(v) Exponentielle Multiplikation: Fle® f(t)] = f(w + ia), wobei a
reell, imaginar oder komplex sein kann.

Beweis: Fle® f(t)] = \/ﬂ [0 ft)emittion gy = flw+ia)

Beispiel: Wir betrachten eine Radionachricht die iibertragen werden muss
und als f(t) dargestellt wird. Die Nachricht kann elektronisch einem kon-
stanten Signal a iiberlagert werden, so dass a + f(t) nie negativ wird. Die
Summe a + f(t) kann dann als Modulation eines Trigersignals mit Frequenz
w. angesehen werden. Die iibertragene Amplitude ist g(t) = Ala + f(¢)]e™-!
in komplexer Notation. Aus (v) mit o = iw, folgt:

G(w) = AaV2m0(w — we) + Af (w — w,)

Dies bedeutet eine Verschiebung des gesamten Frequenzspektrums um w,. (bis
auf ein Beitrag bei w = w,). Indem man verschiedene Trégerfrequenzen w..
benutzt, lassen sich Signale separieren.

3.3.1 Ungerade und gerade Funktionen

Wenn f(t) un-/gerade ist, gibt es alternative Formen des Fourier Inversion-
stheorems. Wir betrachten eine ungerade Funktion f(—t) = —f(¢):

1 - —iwt _ 1 ~ R
flw) = E/—oo f(t)e ™ dt = E/—oo f(t)[cos(wt) — isin(wt)]dt
-2t [ .
= \/%/—oo f(t) sin(wt)]dt

Wir benutzen hier, dass f(t) und sin(wt) ungerade sind, aber cos(wt) gerade
ist. Wir sehen sofort, dass f(—w) = —f(w), d.h. f(w) ungerade ist. Daraus
folgt

) = = / Flae o = —= / Fw) sin(wt)]do

_ % /O du sin wt{ / flu sm(wu)du}

Wir definieren das Sinus-Fourier-Transformations-Paar

fiw) = @ | sosinn
ft) = @ / " Fulw) sin(wt)d



Bemerkung: In diesen Definitionen brauchen wir, dass f(¢) und fs(w) nur
fiir positive t bzw. w definiert sind.

Fiir eine gerade Funktion f(—t) = f(¢) kann man ganz analog das Kosinus-
Fourier-Transformations-Paar definieren, in den Formeln wird sin(wt) durch
cos(wt) ersetzt.

3.3.2 Konvolution und Dekonvolution

Oft arbeitet man mit experimentellen Apparaten, die in ihrer Genauigkeit
eine Bandbreite haben, also die exakte Messung gewissermaflen ” verschmieren”.
Dieser Vorgang wird durch das Konvolutionsintegral beschrieben. Dabei wird
die (theoretisch) exakte Funktionskurve fi,(x) mit einer Apparatefunktion
g(x) gefaltet. g(x) sollte moglichst schmal sein, entsprechend einem sehr
prézisen Messapparat. Das Ergebnis ist die Messkurve fe.,():

Konvolution (Faltung): feup, = fin*g < fep(z) = ffooo dy fin(y)g(x — )

Die exakte Messapparatur entspricht g(z —y) = 6(x — y) und fexp, = fin-

g)
Apparatefunktionen g(y):
—() (a) ideale Messapparatur
(b) typische Messapparatur
N .~ (®)
(c-d) biases, die Messwerte
hoher als die exakten
/’ \ /(C) LT
,’ N Werte liefern:
1R L@
L . ; r=x—y> 0

Die Konvolution ist kommutativ fi, x g = g * fin, assoziativ (f % (g * h) =
(f * g) = h) und distributiv (f % (g+h) = f*g+ f *h).
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Beispiel:

fx) x g() = h(z)
1 ~2b— | ~2b-

—a a b b —a a

flz) = d(x+a —i—(5(az‘—a)
hz) = / fy dy—/:w@+n»+&y—@mm—ywy

— gata) tec—a)

Die Fourier Transformation der Konvolution h = f % g ist:

h(k) = \/% /_ Z dwe™ ™ { /_ Z dyf(y)g(x — y)}
= \/% /: dy f(y) {/_Z dag(r — y)e””’}

Wir substituieren u = x — y im zweiten Integral:

hk) = = = [ { / Zdug(u)ewww}

" = [T [ dugtuge

_ \/_Q_Wm FWV2rg(k) = Vorf(k)g(k)

Die Fourier Transformation der Konvolution fx*g ist das Produkt der Fourier
Transformationen f und § multipliziert mit v/27 (Konvolutionstheorem).

Analog kann man zeigen:

Flfw)ate)] = <= (k) » ()
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Beweis:

Flf(x)g()]

1 - —tkx
= / _f@gla)eds

1

\ 2m —oo V 2T —00
1 0 - 00 0o ‘
2 )3—/2/ dher f (k) / k2 (ks) / dpeikrtha—h)e
m e . N

(ky)e™*dky / G(ka)e™ e~ dy

V2r

o0

1 > ; ~
E /Oo dkr f (k1) /Oo dkaG(k2)d (ko — (k — k1)

1

1 o0 - ~ ~ -
= / haf )3k~ k) = = TR) * ()

Beispiel: Wir suchen die Fourier Transformation der Blenden-Funktion aus
dem Beispiel der Beugung. Dies ist aus der Faltung f % g von

(i) [(a)

(i) g(q)

= Flf * g

1 o » 1 o -
N /_OO 5z —a)e " dx + Jon /_OO iz + a)e " "dx

1, . . 2 cos(qa)
eTiaa 4 pigay —
\/27r( ) Vs
1 b ) 1 —iqzb
—/ e "y = _{e - ]
V2T J V2T g |,

? <6iqb o ez’qb) — 2 Sln(qb)
qV2rm qV 2T
= 4cos(qa)sin(gb)
Varfg =
/ qv2m

das gleiche Ergebnis wie im Beispiel in [3.1.2]

3.3.3 Theorem von Parseval

Wie bei Fourier Reihen gibt es eine Beziehung zwischen dem Integral des Be-
tragsquadrates der Funktion und, diesmal, dem Integral des Betragsquadrates
der Fourier Transformierten:

IR NORE

[e.e] o0
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Beweis:

[f(@)Pde = V2rF[f(z)f*(@)]lk=0 (%)

FU@F @] = —=F0F () = o= [ dbafb) (k= k)

Flif e = # / dwei* f*(z)

= ([T asemer ) = ()

= FU@F @lea = <= [ dklfP

=L

=

ofde 2 [ dml )P

Beispiel: Die Amplitude eines gedampften, harmonischen Oszillators ist

0 t<0
f(t) = *t/T .
e Tsin(wet) t >0

'ngt _ e*l&)ot

7 sin(wot Wt = / —,e_mdt
e = 2

|: —it(w—wo—i/7T) e—it(w+w0—i/7' :| dt

il

i efzt(w wo—1/T) 00 efit(erwofi/T) 0
2\/27r{ Li(w —wo — i/T)L - {—i(w+wo - i/T)L }

1 1 1
2\/27{w+w0—i/7 _w—wo—i/T}

| f(w)\2 beschreibt die Energie pro Frequenzeinheit (das so genannte En-

ergiespektrum), |f(t)

|* proportional zur Summe der kinetischen und poten-

tiellen Energie des Oszillators (bei schwacher Dampfung). Das Theorem von
Parseval zeigt die Aquivalenz dieser zwei alternativen Spezifikationen der
totalen Energie.
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3.3.4 Fourier Transformation in hoheren Dimensionen

Zum Beispiel in drei Dimensionen definieren wir die (rdumliche) Fourier
Transformation f(x,y, z) durch

f(]{? k k 3/2///fxy, zkzx Zkyye 'Lkzzdxdydz

und ihre Inverse durch

flz,y,2) = 3/2 / / / F ks, by, ko )eFem ety ==k dk, dk.,

/ 1 i(k,r—r’
5(£_£) = (27'(')3 /eUf, 7>d&

Die Verallgemeinerung auf eine beliebige Zahl von Dimensionen ist offen-
sichtlich.

Beispiel: Fourier Transformation einer rotationssymmetrischen Funktion
fe) = f(r) (r = rl = V/(z,1))

Wir fiihren fiir r Polarkoordinaten ein,

wobei der Vektor k der Fourier Trans-

formation in Richtung 6; = 0 liegt.

dr = r?sinfdrdfde = r’drds’ (r =rz))
(k,ry = krcos; wobei k= k|
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k = d 2 —ikr cosOld /
f(k) (27?)3/2/0 rref(r) /Sge -
™ 2
r r2f<7") / d91 sin 91 / dgpeiikr cos 01
0 0

- 3/2/ dr27rr2f(7‘)/ df), sin 0y e st
2m)32 Jy 0

B 1 /ood ) 2f( ) efikrcos& ™
o (2m)32 ), A ikr

0

Il
o
A=

w0
<
)
o\
8
QU

Wenn k£ =0, so k — 0, % — 1 und somit ist f(0) das Integral von f(r)
iiber R3.

Beispiel: In zwei Dimensionen, fiir f(r) = f(r) gilt

5 1 o) 21 ]
F&) = o [ i) [ e
1 oo
= o i dr2nrf(r)  Jo(kr)

Bessel Funktion
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition: Gleichungen, die nur gewohnliche (keine partiellen) Ableitun-
gen enthalten. Sie beschreiben eine Beziehung zwischen Ableitungen einer
abhangigen Variable y nach der unabhangigen Variable z.

Klassifizierung:
e Ordnung = Ordnung der hochsten Ableitung

e Grad = Potenz der hochsten Ableitung, nachdem die Gleichung in eine
Form gebracht worden ist, die nur ganzzahlige Potenzen von Ableitun-
gen enthalt.

Beispiel:
da?

dy s
2 E——
= (dm)

Ordnung = 3, Grad = 2

3 d 3/2
Y —l—x(—y) + 2%y =0

Il
VR
|
3
|l
|
8

Do
<
~~
(V)

4.1 Allgemeine Betrachtungen

Allgemeine Losung einer Differentialgleichung der Ordnung n enthélt n freie
Integrationskonstanten. Sie werden durch geeignete (unabhéngige und selbst-
konsistente) Randbedingungen bestimmt. Einige Differentialgleichungen vom
Grad > 1 besitzen auch singuldre Losungen, die keine freie Konstanten en-
thalten und nicht aus der allgemeinen Losung gefunden werden kénnen.

4.1.1 Allgemeine Form der Losung

Betrachte das inverse Problem: Gegeben sei eine Gruppe von Funktionen
y = f(z,a1,az,...,a,) (*). Jedes Element in der Gruppe entspricht einer
Wahl von ay,as,...,a, (mindestens ein a; soll unterschiedlich fiir unter-
schiedliche Elemente sein). Finde die Differentialgleichung, fiir die eine be-
liebige Funktion in der Gruppe eine Losung ist.
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Die Differentialgleichung darf nicht von den a;’s abhéingen = leite (*) n-mal
ab = (n + 1) Gleichungen, eliminiere a;’s = Differentialgleichung nter Ord-
nung.

Beispiel:
Yy = a18inz+ acosx (1)
dy .
4, — GicosT —apsinz (2)
x
d2
d_g; = —ajsinx —agcosz  (3)
x
d*y
(H)+(3) - ] +y =0 Differentialgleichung 2. Ordnung

Die intuitive Umkehrung dieses Argumentes ist: Eine Differentialgleichung
nter Ordnung enthélt n freie Konstanten (allgemeiner Beweis ist schwierig).
Wir brauchen n Randbedingungen, z.B.: y(x1),y(z2),...,y(x,) oder y(x;)
und n — 1 der folgenden Werte 2 (1), %(%1), o, LY () fitr gleiches ;.

) dxm™

4.1.2 Lineare Differentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen spielen eine wesentliche Rolle fiir die Beschrei-
bung physikalischer Prozesse. Sie haben die Form

Fot @ by = f@) ()

an(x)—= + a,_1(x) -

Falls f(z) = 0 heisst die Differentialgleichung homogen, andernfalls ist sie
inhomogen. Die allgemeine Losung hat n freie Parameter, die durch die
Randbedingungen fixiert werden.

Wir betrachten zuerst das homogene Problem:
n

an(x)d_;i + ap—1(7)

dnfly

d
" +...+a1(x)—y+a0(x)y: 0

dx

Wir suchen n linear unabhéingige Losungen yi(x), y2(x),. .., y,(x). Die all-
gemeine Losung des homogenen Problems ist dann die lineare Kombination

yn(x) = ciyi(x) + coya(x) + ... 4 caln(®)
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Wie bestimmen wir ob Losungen yi,...,y, linear unabhangig sind? Wir
betrachten

ay(x) + cya(z) + ...+ euyn(z) = 0

dy (n—1) _ d""'y
E? y( ) - dxnfl)

und leiten (n — 1)-mal ab: (Notation: ¢’ =

cyy(z) + cvp(x) + ..+ eyl (x) = 0

c1y§"71)(x) + czyénfl)(x) +...+ cny,(ln_l)(x) — 0

yi(x) () Yn(7) ¢ 0
n(x)  y() Yn() o | |0
W)y e | |
y' ) @) @) ) e 0
=Y, nXxn W;gnski-Matrix
Definition: Wronski-Determinante der Funktionen yy, 4o, ..., Yn:
Wy, y2, ..., yn) = det(Y)
Die Funktionen y;(z),y2(x), ..., y,(x) definiert in einem Intervall I sind lin-

ear unabhdangig, wenn W (y1,yo, ..., y,) # 0 auf dem Intervall I. Dies ist eine
hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung.

Wenn f(z) # 0 in (**), brauchen wir eine spezielle Lisung ys,(x). Die
allgemeine Losung ist dann y(z) = yn(z) + ysp(2). ysp(z) kann irgendeine
Lésung von (**) sein, vorausgesetzt, dass ys, und yj, linear unabhéngig sind.
Die spezielle Losung enthalt keine freien Parameter. Die Differenz zwischen
zwei speziellen Losungen kann durch eine unterschiedliche Wahl der freien
Parameter der homogenen Losung ausgedriickt werden. Es seien

n

y(z) = Zciyi<x)+ysp71($) und

i=1

= > dii(@) + ypa()
=1
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zwei Losungen von (**), die dieselben Randbedingungen erfiillen. Daraus
folgt

Yop,1 (%) — Ysp2(@) = Z(dz — ci)yi().
i=1
Die Randbedingungen bestimmen die unbekannten freien Parameter der Losung
des homogenen Problems y,. Es ist essentiell, dass die Randbedingungen in
die gesamte Losung y = yp, +ysp eingebaut werden (also nachdem die spezielle
Losung ysp, bestimmt wurde). Beispiel:

dy dy
- . =z __ =
dz? dx 4
Losung;:
1 1
= A 2z Be *4+ - 2
y(x) e +tBe "+ -2
=yn(z) —yen (@)

Randbedingungen y(0) =1, ¢'(0)=0

Falsch: Bestimme A, B aus homogenen Losung

yh(O):A—i—B:l
y,(0)=24—B=0

aber dann y(0) =5/4 4

= A=1/3,B=2/3

Richtig:

= A=5/12,B=1/3

y(0)=A+B+1/4=1
y'(0)=2A—B—1/2=0

@)= Dt Lee 11
r)=—e —e - — -z
y 12 3 12

4.2 Lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wenn a,, in (**) Konstanten statt Funktionen von x sind, dann lautet die
lineare Gleichung

dny dn—l

d
an%—l—an,lﬁ—i—..nLald—i—i—aoy:f(x) (4)

Wir suchen die Losung y(z) = yn(x) + ysp(2).
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4.2.1 Losung des homogenen Problems y; ()

d"yn d* 'y dyn
n ™o + Un—1" 2T +..+ - + aoyn = f(x) (3)

yp, enthalt n freie Konstanten.
Methode: Versuche die Losung der Form y;, = Ae?®

= Einsetzen, Dividieren durch Ae*®
= N\ ap N e Nt ay=0

Polynomiale Gleichung der Ordnung n: charakteristische Gleichung

Im allgemeinen besitzt die charakteristische Gleichung n Nullstellen Ay, Ao, . ..

die in drei Kategorien fallen:

(i) Alle Nullstellen sind reell und verschieden:
In diesem Fall sind die Losungen von (3)

Ym(z) = m=1,...,n
e)\la: 6)\2x o e)mx
- q A eM® Aoe?2® )\ eMn®
= det
/\711—16)\193 )\g—le)\zm )\nfle)\nx

1 1 1 1

n A A D W
— (H e)‘mx> det ,1 ?

m=1 n 1 yn—1 1
_ _ e
Al b c AT

~
Vandermonde Matrix

Wenn ), alle verschieden sind, dann sind die Losungen linear un-
abhangig, weil W # 0. Die Losung des homogenen Problems ist

Yn(r) = c1e™M® + 2™ 4 .. 4 cpe™”

(ii) Einige Nullstellen sind komplez.
Wenn die Koeffizienten a,, der charakteristischen Gleichung reell sind
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und A = a+103, a, 8 € R eine Nullstelle ist, dann ist auch das komplex
konjungierte A* = a — i3 eine Nullstelle. In diesem Fall schreiben wir

et ppelamiBlz — o2 cos(Bix) + dy sin(Bx)]
IS o

cos
wobei A und ¢ Konstanten sind.

(iii) Einige Nullstellen sind mehrfach entartet:
Wenn z.B. A\; k-mal (k > 1) als Nullstelle der charakteristischen Gle-
ichung vorkommt, dann ist W = 0 (k Spalten sind gleich). Wir miissen
deswegen (k — 1) weitere Losungen finden, die untereinander und von
eM+1® M7 Jipear unabhingig sind. Man kann durch Einsetzen in
(3) zeigen, dass

xehx, x2e’\1z, o ,xk_le’\lx

auch Losungen sind. Durch Berechnung der Wronski-Determinante
kann man ferner zeigen, dass sie zusammen mit den anderen n linear
unabhangige Losungen bilden. Dann

k=14 X A A A
yn(z) = (crtcor+. . Acpa™ ) e g1 o0 24 e et

Wenn mehr als eine Nullstelle mehrfach sind, z.B.: \; k-fach und A,
[-fach entartete Nullstellen sind (k > 1,1 > 1), dann

yn(r) = (c1+ cox+ ...+ et HeM”
(Chp1 + Chga + ...+ cppx'™h)e”

T
+ Abt141% Abti422 | + AnT
Ck+i+1€ Clk+142€ ST Cpe

Beispiel 1:
d’y dy .
a2 Car VT
Das homogene Problem % — 2% +9y = 0 hat die charakteristische Gleichung

A2 — 2\ + 1 = 0 mit der 2-fachen Nullstelle A\ = 1 = y; = (¢ + cox)e”.
Verifiziere, dass coze” eine Losung ist.
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4.2.2 Die spezielle Losung y,(z)

Es gibt kein allgemeines Verfahren um die spezielle Losung ysp () zu finden.
Fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und einer
einfachen rechten Seite f(z) kann ys, oft durch Inspektion oder durch eine
parametrisierte Form von yg, (), die f(z) &hnelt ( Verfahren der unbestimmten
Parameter) gefunden werden. Standard Parametrisierungen sind:

(i) Wenn f(z) = ae’™ dann versuche ys,(x) = be™.

(ii) Wenn f(z) = a sin(rz) +ag cos(rz) (a; od. as konnen Null sein), dann
versuche ygp(x) = by sin(rz) + by cos(rx)

(iii) Wenn f(z) = ap+a1x+...+ayz (einige a,, konnen Null sein), dann
versuche yg, () = bo + b1z + ... + by

(iv) Wenn f(z) die Summe oder das Produkt von Testfunktionen in (i)-(iii)
ist, dann versuche ys,(x) = Summe oder Produkt der entsprechenden
Testfunktionen.

Das Verfahren scheitert, wenn die Testfunktion in y;(z) enthalten ist. Dann
muss die Testfunktion mit der kleinsten ganzzahligen Potenz von x multi-
pliziert werden, so dass sie keinen Term enthalt, der schon in y; vorkommt.
Die unbestimmten Koeffizienten der Testfunktion kénnen durch Einsetzen in
(4) bestimmt werden. Es ist wichtig zu bemerken, dass die Koeffizienten der
speziellen Losung keine freien Parameter sind, wie die der Losung des homo-
genen Problems. Deswegen ist die Zahl der notwendigen Randbedingungen
um die freien Parameter der allgemeinen Losung zu finden, unverandert durch
das Hinzufiligen der speziellen Losung.

Beispiel 1:
2
dx? dx
Ysp(z) = be” geht nicht, da e” bereits in y, ist.

Versuche yg,(z) = bz?e” = Einsetzen:

d—(2bx6x + br?e”) — 2(2bxe” + ba’e”) + briet = €”
x
20e” + 2bwe” + 2bxze” 4 brle” — 2(2bxe” + b2e®) + brle” = °

1
= Yp(T) = §ZE2€I

—~

= 2" =¥ =b=

N | —
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4.2.3 Die allgemeine Losung yp,(x) + ysp(2)

Die gesamte Losung von (4) ist die Summe der Losung der homogenen Gle-
ichung y,, und der speziellen Losung: y(z) = yn(z) + ysp(x). Die Randbedin-
gungen miissen fiir y(z) erfiillte sein und bestimmen die freien Parameter,
die in 3, enthalten sind.

Beispiel 1: Losung y(z) = (¢1 4 cox)e” + 327"

4.3 Lineare Gleichungen der Ordnung 2

Eine homogene, lineare, gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung hat die
allgemeine Form

y" +p@)y +qlx)y=0, (5
wobei ¢y = %, Yy = &y

= 5% und p(x), q(z) als Funktion von = gegeben sind. Die
allgemeine Form der Losung von (5) ist

y(r) = cryi(z) + caya(x)

wobei y1(x) und ys(x) linear unabhéngig sind und ¢; und ¢, Integrationskon-
stanten sind. g; und g sind linear unabhangig wenn sie nicht propor-
tional zueinander sind: y, # const.y;. Oder man berechnet die Wronski-
Determinante

W = det ( z} z? ) = Y1Ys — Yol

1 2

Wenn W (x) # 0V z € Intervall I, dann sind y; und ys linear unabhéngig in
I. Einen alternativen Ausdruck fiir W gewinnen wir aus der Ableitung

W’ =y + yhh — Yoy — Yah = Y1 — Yoy -
Da y; und yo GL.(5) erfiillen, bekommen wir

W' = —uyi(pys + qy2) + (pyh + qy1)ye
= —p(nys — y1y2) = —pW
Integration liefert

indefinites Integral

—
W () = Gexp(— / p(u)du )
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wobei G eine Konstante ist. Wenn p(z) = 0, dann ist W konstant.

Die inhomogene Gleichung

y' +p(x)y +q(x)y = f(x) (6)

hat die Losung
y(x) = e (@) + caya () + ysp()

wobel y; und y, die Lésungen der homogenen Gl.(5) sind und ys, irgendeine
spezielle Losung von (6) ist, die linear unabhéngig von y; und ys ist.

Im folgenden beschreiben wir ein Verfahren zur Lésung der homogenen G1.(5).

4.4 Regulare und singulare Punkte einer gewohnlichen
Differentialgleichung

Ab jetzt ist y(z) eine reelle Funktion einer reellen Variable z. Wir ersetzen
y(x) durch eine komplexe Funktion y(z) einer komplexen Variable z und

betrachten
d

y' ey +az) =0 (1) (=)

Wenn die Funktionen p(z) und ¢(z) an der Stelle z = 2z endlich sind und als
Potenzreihen

p(2) =) palz=20)", a(2) =Y aulz — )"

dargestellt werden konnen, dann sind p(z) und ¢(z) analytische Funktionen
bei z = zy und zq ein reguldrer Punkt. Hingegen wenn p(z), ¢(z) oder beide,
bei z = zy divergent sind, dann ist 2y ein singuldarer Punkt.

Eine gewdhnliche Differentialgleichung, die bei z = 2z, singulér ist, kann
trotzdem eine an dieser Stelle endliche Losung besitzen. Notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir ist, dass (z — 2¢)p(2) und (z — 29)?*p(2) beide
bei z = zy analytisch sind. Solche Punkte heiflen requldre, singuldare Punkte.
Wenn die Gleichung diese beiden Bedingungen nicht erfiillt, dann hat sie dort
eine wesentliche Singularitat.
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Beispiel: Legendre Differentialgleichung
(1—22)y" =22/ +1(1+ 1)y =0

wobei [ eine Konstante ist.
z = 0 ist ein regularer Punkt und
z = #+1 sind regulare, singulare Punkte.

Beweis: in Standardform (5) bringen

" 2z, l(l+1)

0 =y

1= 22 1— 22
—2z —2z
P = T E T U uT
b = D U+

1—22 (1-2)(1+2)
Rekapitulation:

Homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Y +p(2)y +q(z)y=0 (7)

y = y(z) komplexe Funktion einer komplexen Variable z und y' = %(z).

Wenn p(z) und ¢(z) analytische Funktionen bei z = 2, sind, dann ist 2z ein
regularer Punkt.
Wenn p(z) u./od. ¢q(z) bei z = zy divergent sind und
(i) (2—20)p(2) und (2—20)%q(z) analytisch bei z = zy: regulirer, singulirer
Punkt, Differentialgleichung besitzt eine endliche Losung bei 2z = 2z

(ii) wenn (i) nicht gilt: wesentliche Singularitét, keine endliche Lésung bei
Z =2

Legendre Differentialgleichung;:

2z I(l+1
y" — Y + (L+ )yzo [ = const.
1—22 1—22
—_—— —_———
p(z) q(z)
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z = 0 regularer Punkt
z = %1, |z| — oo: regulére, singuldre Punkte
p(z) und ¢(z) sind analytisch bei z = 0.

Bei z = +1: p(z) und ¢(z) divergieren, aber (z — 1)p(z) und (z — 1)%q(2)
sind analytisch.

Analog fiir z = —1. m

Bemerkung: Die Legendre Differentialgleichung hat eine regulare Singularitat
wenn |z| — oo.

Beweis: Variablensubstitution w = 1/z, betrachte w = 0.

4.5 Losung als Potenzreihe um einen regularen Punkt

Wenn z = 2 ein regularer Punkt der Differentialgleichung ist, dann ist jede
Losung y(z) analytisch bei z = 2. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit:
Betrachte zp = 0 (wenn dies nicht schon der Fall ist, dann substituiere z —
Z =z — z). Da y(z) analytisch ist:

o
= E anz".
n=0

Diese Potenzreihe konvergiert fiir |z|] < R, R = Konvergenzradius. R ist
gleich dem Abstand von z = 0 zum néchsten singuldren Punkt der Differen-
tialgleichung.

Es ist immer moglich, zwei unabhdngige Losungen dieser Form zu bekommen.
Die Ableitungen sind

y'(z) = Znan Zn+1 Va1 2" (n'=n-1)
1 n'=0

y'(z) = n(n —1)a,z" Z n' +2)(n + 1)ay 22" (n'=n-2)

n=2
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Einsetzen in (7), verlange dass die Koeffizienten jeder Potenz von z Null
sind = Rekursions-Gleichung fir a,, in Abhangigkeit von den vorherigen a,
0<r<n-1).

Beispiel Legendre Gleichung:

0 = 1—2 Zn+2 (n 4+ 1)ap122" —2z2n+1an+1z
n=0

n=0
I(1+1) ianz
n=0

n=0
00
— g (n+2)(n+ 1)a, 22"
n=0
N Vv
0o 00
n'=n+2 / n'—n
= E n'(n —1)a,2" = E n(n — 1)a,z"
n=0,1 ergeben 0
n'=2 n=0
00
-2 g (n+1)ap 2"
n=0
NS g
00 00
n'=n+1 / n'—n
= E n ay 2" = g na, 2"
n=0 ergibt 0
n'=0 n=0
00

= Z[(n +2)(n+ Dapyo + 1l + 1)a, — n(n — 1)a, — 2na,|z"

= > {(n+2)(n+ Vanyz — [n(n+1) =1L+ 1)]a,}

n=0

= alle Koeffizienten von 2" miissen Null sein,

n(n+1)—1(1+1)
n+1)mnt2) ™

Uy = n=0,1,2,...

= Koeffizienten a,, fiir n gerade sind unabhangig von den Koeffizienten
fiir n ungerade
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= zwei unabhangige Losungen:

1. wahle ap = 1 und a; = 0:
2 4

ni(x) = 1=+ D)5 + (=N + 1)1 +3) 5 -

2. wahle ag = 0 und a; = 1:
3 5

ya(2) = 2 — (1= 1)1 + 2)% + (1= 3)L) (I +2)( +4)% -

Konvergenz: Quotiententest

an+22n+2

anpz™

lim,, o0 = 22 = Reihe konvergiert fiir |z| < 1.
Erwartet, weil z = £1 singulare Punkte sind.

Da y; # const.y, sind y; und ys linear unabhéngig und die allgemeine
Losung fiir |z| < 1 ist

y(2) = ay(2) + caya(2)
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5 Spezielle Funktionen
5.1 Legendre Funktionen
Losungen der Differentialgleichung
(1—2?)y" —2xy +1(1+ 1)y =0
[ ist eine Konstante, siehe auch [4]

5.1.1 Legendre Funktionen fiir [ ganzzahlig
In vielen physikalischen Anwendungen ist [ ganzzahlig: [ = 0,1,2, ...

Es folgt aus der Rekursionsformel

A1) =1+ 1))
T IED  2)

=0,

d.h., die Reihe bricht bei n = [ + 2 ab und die Losung ist ein Polynom vom
Grad [. Insbesondere, fiir

[ gerade = y;(z) ist ein Polynom;

l ungerade = ys(x) ist ein Polynom.
Diese Losungen mit geeigneter Normierung heiflen Legendre Polynome vom
Grad I: P/(x), x € R. Normierungs-Konvention: P, = cjy; (oder cays),

so dass P(1) = 1. Da fiir | gerade (ungerade) P, nur gerade (ungerade)
Potenzen von [ enthalt, folgt

Beispiele:



In Abhéngigkeit ob [ gerade (ungerade) ist, d.h., die Losung yi(z) (y2(x))
ein Polynom cP)(z) ist, ist die andere Losung ya(x) (y1(z)) eine unendliche
Reihe und konvergiert nur fiir |z| < 1. Sie definieren Legendre Funktionen
zweiter Art

[ gerade: Qi(x) = aqya(), oy = —— 72—

gt

[ ungerade: Q;(x) = B (z), B = (=) 7

Die Normierungsfaktoren sind so gewéhlt, dass @Q;(x) die gleichen Rekur-
sionsformeln wie P)(z) erfiillen, siehe spéter.

Beispiele:
1 142 3 2
p— —1 p— — E—
T 14+
= —1 —1
Qo(x) = 3 n(l—x)

Die allgemeine Losung der Legendre DGL fiir [ = 0,1,2, ... ist
y(x) = e Pi(x) + Qi)

mit Konstanten ¢; und cs.

5.1.2 Eigenschaften der Legendre Polynome

In physikalischen Problemen ist oft y(x = cos6;), wobei 6; der Winkel in
Polarkoordinaten ist. Die Losung soll bei ; = 0 und 7 bzw. z = +1 regular
sein = y(z) = 1 P (), co = 0 weil Q;(z) singulér bei x = %1 ist.

Formel von Rodrigues

1 d o,

P(z) = ﬁ@(m — 1)

Beweis: Wir definieren u = (2% — 1), dann o’ = 2lz(2* — )'"! und (2% —
Du' — 2lzu = 0. Wir leiten diesen Ausdruck (I + 1)-mal ab, indem wir die
Leibnitz Regel b'enutzen, fir f =ovw is ZZ—,{ = fW = Yoo nCaMw=r),
wobel "C, = —2—~. Mitn=1[0+1

rl(n—r)!”

1(1+ 1)u®
N 2( +2 Ju
& (22 = Dul™ 4 200D — 11+ 1) =

(2% — Du™? 4 22(1 4 1)uHY ] = 2[zu™V + 1+ 1Du] =
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Wenn wir die Vorzeichen alle andern finden wir die Legendre DGL wieder
mit y = v, Da [ ganzzahlig und u® regulir bei = 41 ist, identifizieren
wir u) = ¢, P(x) mit einer [-abhingigen Konstante ¢;. In u) = dd—g;(:c2 — 1)
ist der einzige Term ohne einen Faktor (22 —1) gegeben durch (2z)'1!(2*—1)°
Fl Da P(1) =1 folgt ¢; = 21!. O

Anwendung der Formel von Rodrigues:

1
2

Beweis: [ = 0 v/, wir nehmen [ > 1 an und verwenden die Formel von

Rodrigues:
a2 _ 1\l 12 _ 1\l
L= 1 / d'(z*=1)"] [d'(z* = 1) e
22(IH2 |4 dat dat

Nach wiederholter partieller Integration, wobei alle Randterme verschwinden
(wegen (ﬁc—kk(xQ — 1)Y=11 = 0 fiir k& <), bekommen wir

—1) A ; 20! [ 211

-1

J/

—K,
Partielle Integration fiir k; liefert
1 1
K = /_1(1 —2%)ldx = /_1 20r2 (1 —2*) e = 20K, — 21K,
=21—2I(1—22)
= (2[ + 1)Kl = 2[[(171, Ky=2
2 2A-2 2 211 22+1(]1)2
K= -1 32T @l T @ (1)'
- - 200 (20 +1)!
2
L= ——
TS

3 Kombinatorischer Faktor [!: | Faktoren (22 —1), eine Ableitung pro Faktor (2 —1) —

2x, erste Ableitung hat [ Mdglichkeiten, 2. Ableitung (I — 1) Moglichkeiten, etc...
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5.1.3 Orthogonalitatsbeziehung

Definitionen: Wir betrachten den Vektorraum der Funktionen, die im Inter-
vall [a,b] die Dirichlet Bedingungen (siehe erfiillen. Wir definieren ein
Skalarprodukt

@m:/fmwwmm

wobei p(z) eine Gewichtsfunktion ist, die reell und nicht negativ im Intervall
[a, b] sein soll. Zwei Funktionen f und g heissen orthogonal (bzgl. p), wenn

(f,9)=0.

Die Norm einer Funktion f ist definiert durch

b 1/2
1= r.007 = | [ 1roPptaa]
Wir bezeichnen eine normierte Funktion als f = ﬁ, so ||f]] = 1.

Ein unendlich dimensionaler Vektorraum von Funktionen mit einem Skalarpro-
dukt heifit ein Hilbertraum. Wir konnen eine Basis von linearen unabhéangigen
Funktionen ¢, (x), n =0,1,2,..., die orthogonal sind, wihlen:

<@w:/émmemwz%

Gram-Schmidt Verfahren: Sei y,(z), n =0,1,2,... eine linear unabhéngige,
aber nicht orthonormierte Basis des Hilbertraums. Eine orthonormierte Basis
kann mit dem Gram-Schmidt Verfahren aufgebaut werden:

_ - o
®o = Yo, Po ool
0= Y1 — $o<$o,y1>, <%1 = ||21H
P2 = Y2 — ¢A51<QA517yQ> - QB()(QZBO,yz), ng = ﬂ
|| 2|

n—1
¢n = yn_2$j<(£j7yn>a (Zgn:HzZH

j=0
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5.1.4 Orthonormierte Basis von Eigenfunktionen eines Hermiteschen
Operators

Definitionen: Im allgemeinen definiert man den adjungierten Operator L
eines linearen (Differential-)Operators £ durch

b b
/ £ (@) [Lg())de = / £ (@) g(x)de

+ Randterme bei x = a und = = b.
Der adjungierte Operator kann durch partielle Integration gefunden werden.

Beispiel: Der Ableitungsoperator £ = d/dx. Partielle Integration liefert die
Beziehung

/a b 7@ % ()i = [ ()gla)]s - / b {%@} o)

dh. £+ = —d/dz.

Ein Operator heifit selbstadjungiert, wenn £ = L. Wenn £ = £t und die
Randterme verschwinden, d.h. wenn

b b
| r@ies@ide = [ ic@rgtds,
heifit der Operator hermitesch.

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators £

Ly; = Xip(x)y;(x)

(mit der reellen Gewichtsfunktion p(x) > 0 in [a, b]) bilden eine vollstindige
Basis von Funktionen auf dem Intervall [a,b]. Man kann zeigen, dass die
Eigenwerte ); reell sind, s. unten. Eigenfunktionen y; und y; zu Eigenwerten
i # Aj sind orthogonal

b
(i) = / 2 (@)y; (2)p(x)dz = 0
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Beweis:

Ly = Nipyi /-y
Ly; = Npy; /-y

b ! b
:>/ y; (Ly;)dr = /\Z-/ y;yipdx (1)

b b
:>/ y; (Ly;)dr = /\j/ yiyipde  (2)

b
p reell = (1) : / y;(Ly;) de = X} fab yiy;pdr
N
L hermitesch = = fab v (Ly;)dx (1)

W) -(@):0 = (- / yiypde (3)

b
Wenni:j 0 = ()\2K — )\Z)/ |y,|2pd:v = )\z € R, )\Z = )\:
a
#0
b
A # A (3) = (i,yy) = / y;yspdz =0
y; und y; sind orthogonal bzgl. Skalarprodukt mit p.

Auch Eigenfunktionen zu degenerierten Eigenwerten kénnen orthogonal gewahlt
werden (Gram-Schmidt).

Beweis: wenn z.B. A\g k-fach entartet ist, Ly; = A\opy; fir i =0,1,... k —1
und A\o@&{ Ak, Aki1, - - . }. Konstruiere k orthogonale Eigenvektoren z, ..., 251
mit dem Gram-Schmidt Verfahren:

20 = Yo
21 = y1— (20, y1)%0
fe—2
ko1 = Yr-1— E (2, Yk—1)Z; mit
j=0
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) 2
zj = HZ—ZH’ 25| = (25, 2:)'/2.

<20,Z1> = (Zo7y1>—<507y1><20,20>
= (20,%1) — (%0, y1)|[20|| = 0.

Linearitat von L ist wichtig: eine beliebige Linearkombination z = Zf:_ol CiYi

ist auch eine Eigenfunktion von £: Lz = A\gpz. Normierung der Eigenfunk-
tion ist beliebig, oft wihlt man §; = 5, [|y;l| = (fab yryipdr)'/? so, dass

(Ui, U) = ff gryjpdx = 0;; (orthonormiert).

Wir konnen dann eine beliebige Funktion im Hilbertraum in einer orthonormierten
Basis y,,(x) darstellen als

fle) = > cuin(2)

n

e = (G f) = / 423 (2) f (2)p(2)

Die Vollstandigkeitsbeziehung ist p(2) > gn(2)y5(2) = d(x — 2).

5.1.5 Sturm-Liouville Gleichung

Definition: Sturm-Liouville Gleichung

Ly = Mp(2)y
£z - (o) +ao)

& —(py) —qy = Aoy

p(x) ist eine Gewichtsfunktion, sie muss reell und positiv im Intervall [a, b]
sein, p(x) und ¢(z) sind reelle Funktionen. L ist linear: L(cyfi + cafe) =
a1 Lf1 + oL fo, mit Funktionen f;, fo und Konstanten ¢y, cs.

Beispiel: Die Legendre Gleichung ist vom Typ Sturm-Liouville, denn mit
p(x) =1—2?% q(x) =0, \=1(l+1), p=1 folgt:

—((1=2*)Y) —-1l(l+1)y = 0 <
—(1 =2y +22y —l(l+ 1)y = 0 &
(1—aby" — 22y +1(I+ 1)y = 0
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Bemerkung: Der Sturm-Liouville Operator £ mit den Randbedingungen fiir
beliebige Paare von Eigenfunktionen y; und y; [y;py;]i=" = 0 ist hermitesch

(Beweis: Ubung).

Fiir die Legendre DGList p=1—2*und a = —1, b= 1. Da p(a) = p(b) =0
ist £ hermitesch. Die Legendre Polynome P,(z) sind Eigenfunktionen von
L: LP(x) = AR(z), A = 1(l+ 1), I € N mit Gewichtsfunktion p = 1 =
[', Pu(a)P(x)dz = 0 fiir k # 1.

Auflerdem konnen wir jede Funktion, die die Dirichlet Bedingungen im In-
tervall [—1,1] erfiillt, schreiben als f(z) = > ,° @/Fi(z), |z| < 1, wobei
a; = Ql—;l f_ll f(x)P(x)dx. Wenn f selbst ein Polynom ist, dann bricht die
Reihe bei [ = Grad von f ab.

1

Beweis: f_ll flx)P(x)de =2, az/ P(z) Py(x)dx = ziaﬁ H

-1

Sz
5.1.6 Erzeugende Funktion
Die erzeugende Funktion einer Funktionenfolge f,(z) fiir n = 0,1,2,... ist

eine Funktion G(z,h), die von x und einer weiteren Variable h abhéngt, so
dass

G(ZE, h) = Z fn(x)hn7

d.h., die Funktionen f,(z) sind die Koeffizienten der Entwicklung von G(z, h)
in Potenzen von h. In einigen Fallen kann man eine geschlossene Form fiir

G(z, h) angeben.

Wir betrachten Funktionen P,(x) definiert tiber
G(x,h) = (1= 2xh+h*)72 =) "Py(x)h” ()
n=0

Theorem: P,(z) sind die Legendre Polynome.
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Beweis: Wir bezeichnen %f) = P!. Wir leiten die Gleichung (*) nach z ab:

(1) h(1—2xh+h*)737 =3 " p/h"
n=0
und nach A ab:

(2) (z—h)(1—2zh+h*) 2= npp""
n=0
(1) kann mit Hilfe von (*) umgeschrieben werden:

hi P,h" = (1 — 2xh + h?) i P h"
n=0

n=0
Vergleich der Koeffizienten von h"*! liefert die Rekursionsformel

P,=P

n

o 2PLE P (RY)

Gleichungen (1) und (2) kénnen so kombiniert werden:

(z — h) i Pt =h i Pk
n=0 n=0

Vergleich der Koeffizienten von h™ liefert eine weitere Rekursionsformel:
zP, — P _,=nP,. (R2)
Wir kénnen aus (R1) und (R2) P)_, eliminieren:
(n+1)P, =P, — P, (R3)
(R3) mit n — n — 1, addiere = x (R2):
nP,  +2°P, —xP, =P —xP | +nazP,

& (1-2*)P, =n(P,_1 —zP,). (R4)
Wir leiten beide Seiten nach = ab und benutzen (R2):
(1—a2*)P! —22P, = n|[(P,_, —2P))— P,]
n[—nP, — P,] = —n(n + 1)P,.
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Das ist die Legendre DGL fiir [ = n. Aus (*) folgt, dass die Funktionen
P,(x) regulér bei x = +1 sind, denn G(£1,2) = (1 Fh)~'. Die P, sind also
proportional zu den Legendre Polynomen. Normierung:

GLh)=(1—-h)t'=1+h+h*+... =P,(1)=1

= P,(z) sind die Legendre Polynome. O
Anwendung der Legendre Polynome: Seien 7 und 7 mit r = |7] und ' = ||

zwei Punkte. Wenn r’ < 7“:1 |

"_—, 1T = ey 7", < T :>
Pk |7 =7 (r2 41?2 —2rr' cos9)/? /
1

[1 —2(% )/colse + ()22
= —Zl 0( > Py(cos )

Wenn 7/ > r, miissen r und ' in der Reihenentwicklung vertauscht wer-
den, damit die Reihe konvergiert.

Beispiel: Elektrostatische Potentiale am Ort i einer Punktladung ¢ bei 7:

o0 !

l
- q r /
V(r) = Trer ZEO <?> P(cosf), 1 <.

q
dmegr

Wenn 1" = 0: V(7) =

(1=0).

Rekursionsformeln:

Rl +1+ 1—P +2£CP/

R2 = —nP, +xP)

(R1) P,

(R2) P,

(R3) P,’1+1 =(n+1)P,+zP,
(R4) (1—2®)P, =n(P,_, —P,)

(R5) 2n+1)P, =P, —P.., = (R3)- (R2)

n

Mehr Beispiele: Rekursionsformel ohne Ableitungen:
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(R6) (n+1)Pyy1=(2n+1)zP, —nP,
Beweis: Es gilt (x — h)(1 — 2zh + h?)73/2 = 3> nP,h"~! Wir verwenden
die erzeugende Funktion:
(x —h) Z P,h" = (1 — 2xh + h?) Z nP,h""!
n=0 n=0
Vergleich der Koeffizienten von h™ liefert

P, — P,1=Mn+1)P,1 —2znP,+ (n—1)P,4

& (n+1)P1 = 2n+ 1)aP, —nP,_. O

Diese Rekursionsrelation ist niitzlich, um die Legendre Polynome P,(x) en-
tweder numerisch oder algebraisch zu bestimmen. Man fingt mit Py(z) = 1
und Pj(z) = x an und interiert bis zu P, (z).

Zusammenfassung: 3 aquivalente Zugange zu Legendre Polynomen:
1. —4[(1—2*)P)(x)] = n(n + 1)P,(x) mit Randbedingung P,(1) =1
2. Rodrigues Formel: P,(z) = 54 (2% — 1)"

3. erzeugende Funktion m =3 o Pu(z)h"

5.2 Laplace Gleichung in Polarkoordination

Laplace Gleichung: Au = 0, u=u(z,y,2)
x =rsinfcosy, y =rsinfsinp, z = rcosf
In Polarkoordinaten (7,6, ¢), u(r, 8, ) (siehe auch [1] 2.9)

Cr29r or r2sinf 00 00 r2sin? f 0p?

Ansatz: Variablenseparation u(r, 0, ¢) = R(r)T(0)F(p)
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Einsetzen, dividieren durch u = RTF und multiplizieren mit r2:
1d/[( ,dR N 1 d [/ . HdT N 1 d*F
—— | rF— —— — | sinf— _—— =
Rdr dr T'sin 6 df do Fsin?  dp?

g
~
hangt nur von r ab héngen nur von 6 und ¢ ab

Diese Gleichung ist aquivalent zu zwei Gleichungen

1d [ ,dR
(1) m(rz)”

1 d dT 1 &F
) — (s )T )
@) Tsmede(sm d9)+Fsin29dc,02

A ist eine Separationskonstante. Gleichung (1) ist eine homogene DGL fiir R

d2R dR
2_ —_—— f—
T er + 2r dT Ali =0

Wir substituieren r = e' und schreiben R(r) = S(t):
d _dtd  (dr\'d _,d
dr ~drdat — \at) a ° @

d? d( _,d ad( _,d o d oy d?
W‘%(e a) - ¢ @( a>—‘6 i ¢ ae

2 2
. e ) FEVSCLINE
d*’S dS
I Y —
et M=

Die Losung ist S(t) = AeM? + Be*! d.h., R(r) = Ar* + Bri2.

S = Ae® einsetzen = 22+ —A=0= (2 — \1)(z — \2)

)\1)\2 - —)\
=
AL+ A =—1
Wir definieren A\; = [, dann ist Ay = —(l + 1) und A = (I + 1) sowie

R(r) = Arl + Br=U+1)_ Hier ist [ eine beliebige reelle Konstante.
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Gleichung (2): Multiplizieren mit sin®6, A = (I + 1):

sinf d dT 1 d*F
——— | sinf— I(1+1)sin?6 —-—— =
T d@(sm d9)+ (L0t 5o 0
[ ~ 7/ D e
héngt nur von 6 ab héngt nur von ¢ ab
Mit Separationskonstante m?:
sinf d dT’
2 singl= 2 2
(3) T de(sm d6>+l(l+1)sm 0=m
1 d*F
4 —— = —m?

Gleichung (4): fir m # 0
F(p) = Ccos(myp) + Dsin(mep)

Eindeutigkeit der Losung: physikalisch ist ¢ dasselbe wie ¢ + 21 = m € Z.
Firm =20
Flp)=Cp+ D

Eindeutigkeit = C' = 0.

Gleichung (3): Variablensubstitution

du ) d dud d
— cosf. £ — _ e _wae oA 2L
H=CoSYSg = 7Y 40 T e du K
Mit M (p) = T(0):
1—pu?d o dM 9 9
1_ - — =
i dﬂ{( u)dﬂ]ﬂ(lﬂ)(l ') =m
d dM m?
! — (1 =)= I(1+1) — M=0 -1<u<
(3) du{( u)d#}+{(+) 1—u2} 0, -1<p<1

Typ von Sturm-Liouville Gleichung —[(py’)'+qy] = Apy mit p = (1—p?), ¢ =
—m?/p, A =1(1+1) p=1(3) heillt assoziierte Legendre Gleichung. Fiir
m = 0 bekommen wir die Legendre Gleichung. Wenn U(u) eine Losung der
Legendre Gleichung ist, dann



ist eine Losung der assoziierten Legendre Gleichung. Fiir die Legendre Gle-

ichung hatten wir zwei linear unabhéngige Losungen Uj(u) und Us(p) )
M = EM;(p) + FMy(p). Wir sind an endlich polynomialen Losungen inter-
essiert, also [ € N, und an Losungen die bei § = 0, 7 < x = +1 regulér sind
= U(p) = P(p) =

M(p) = EP™(n)
m2 "1

dpm’
(I —m)!
(Il 4+m)!

m>0:P"u) = (1—p?) P, = Legendre Polynom

B = (1"

P™(u)  Konvention (0)

((3’) hiangt nur von m? ab = P, = const. - P™)
Es gilt P (pu) =0 fur [m| > 1= -1 <m <.

m gerade = P/ Polynom vom Grad [

m ungerade = Faktor (1 — 1?)™/? kein Polynom

Orthogonalitétsrelation der P/™ (Sturm-Liouville), m fest:

! 2 (I+m)!
pm pm —
/_1 PP () = 5 e

Komplette Losung der Laplace Gleichung mit Separation der Variablen:
u(r, 8, p) = (Ar' + Br=UD)(C cos(m) + D sin(mey))EP™(cos #)

mit [ =0,1,2,..., m = —l,—l+1,...,1 —1,1. Die allgemeine Losung ist
eine lineare Kombination von Losungen dieser Form (d.h. Summe iiber [ und
m in den angegeben Wertebereichen).

5.3 Kugelflaichenfunktionen (”spherical harmonics”)

Definition (motiviert vom Winkelanteil von w)

20+ 1 (1 —m)!
Ar (I +m)!

Vin(t,) = (1" | prcospyems
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Es gilt ¥i (0, ¢) = (=1)"[Yim (0, )]* (folgt aus (0))

Beispiele: Ygo = /2=, Yio = /7= cos 0, Yiy = Fy/ & sinfe™?

Orthogonalitdtsrelation:

1 27
d(cosO) | dp[Yim(8, O)* Yims (0, 0) = i Sy
[ dteost) [ delin.0) Ve 6. i G

~
fsl da’

(a) Orthogonalitdt von P™(x), —1 < x =cosf < 1
(b) Orthogonalitat von €% 0 < ¢ < 27

Eine Funktion f(6, ) kann entwickelt werden als

f(0790) = Z Z aleEm(Q,QO)

=0 m=—1

- / d(cos 0) / " Ao lYin (6, D) (6, 0)

1

in Analogie zu der Fourier-Reihe.

Vollstandigkeitsrelation:
Entwicklung von f(6,¢) = d(cos@ — cos0')d(p — ¢')

Y Win(®, )] Vim(6, ) = 6(cos 6 — cos#')3( — )

=0 m=—1

Diese Beziehung gilt, wie die é-Funktion, im distributiven Sinn, d.h., unter
dem Integralsymbol.

Allgemeine Losung der Laplace Gleichung, die regulér bei 8 = 0, 7 ist:

00 l
u= Z(Alrl + By~ ) Z A Yim (0, @)

=0 m=—1
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QM: Wasserstoff Atom Zentralpotential V (r)

‘i = %Xpa ﬁ: —1hV
L2 = % — (ip) + ihrp
> 5
_ _b_ 1 Y 1L
> A = =l i - o (1)
9?20 1
Polarkoord. : A = 52 + e Ny, (2)
—102 1 0,208
T or2 r2 0r' Or
1 92 10 of 1/0f Of o2 f 92 f
Fﬁwm] - ;E(ijTE)—;(E-FE%—Tw) _Wju
1 9 ,0f L af | ,0°f\ _20f O
- _J - 2 —J Y J _ =Y/ o]
r2or or 2\ or o or? r or + or?
1 9 0 1 02
A = — | sinf— - =
% = Sngog (Smeae) T 60,2

~

Vergleich von (1) und (2): | L? = —h* N,

Eigenfunktionen: L2y, = hl (+1)Y,,

19 9 1o
o | — [ snh— |+ ——_1y, =— 1Y,
Lmeae(smeae> +sm298¢2] im = —U(+ 1Yim

32
HY = F¥ & [2—hA + V(r)} U(r,0,p) = BV
m

U(r,8,p) = R(r)Yim(0, ) = Radialproblem:

{_hQ(aZ + QQ) +M+V(T)—E}R(r) =0

2m \or2 ' ror 2mir?
B 0 B2+ 1
) = rR(1) 5 [ = g V)| atr) = B, Vi = D
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6 Komplexe Integration

6.1 Analytische Funktionen

A 0

komplexe Ebene oder auch z=Xx+iy=re
r
Gauflsche Ebene oder
%
Arganddiagramm C = -
X
e = cosp +ising
* : —i
f(z) = u(z,y)+i v(z,y) Z=x-1y=re
N—— S——
Realteil Imaginéarteil

Eine Funktion f(z), die eindeutig in einem Gebiet R der komplexen Ebene
definiert ist heifit differenzierbar in z, wenn

o) — i 5 = 1)

620 0z

existiert und eindeutig ist, d.h., unabhangig von der Richtung ist, in der man
sich dem Punkt z nahert.

Eine Funktion heifit analytisch (oder auch reguldr oder holomorph) in einem
Gebiet R C C, wenn sie eindeutig und differenzierbar Vz € R ist.

Beispiele:
()= 2" n" oz + 0((62)%) — 2"
fley==" = = I, 5
= lim [nz" '+ 0(62)] = n2""*
6z—0

f(2) = 22* mit 0z = ee™, 6z — 0 wenn € — 0 :

. (24 02) (2" +62%) — 22" . 20 F 20+ 0202
lim = lim
§z—0 0z 6z—0 0z

=z"+ 2 lim : + lim 62F = 2"+ z2e 2 40

6z—0 0% 6z2—0
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Der Grenzwert héngt von ¢ ab = f(z) ist nirgends in C differenzierbar.

Cauchy-Riemann-Bedingungen:
Wenn f(z) = u(z,y) + iv(z,y) in R analytisch ist, dann miissen u und v
differenzierbar sein, und es gilt

ou_ov v o
or Oy or Oy

Warum?

of _ ou_ v _050:_of
ox ox Zax 0z0x 0z

0f _ ou,0v_o0f0:_0f
dy Oy Oy 0z0y Oz
(Ou Ov\ 1 Ou Ov .
= z(£ +Z%) = 8_y +Za—y = Cauchy-Riemann

Es gilt umgekehrt, hinreichende Bedingungen, dass f(z) analytisch in R
ist, sind, dass die vier partiellen Ableitungen existieren, stetig sind und die
Cauchy-Riemann Bedingungen erfiillen.

Da z = 3(z+ 2*) und y = 5-(z — z*) gilt, konnen wir formal f = u + v als
Funktion von z und z* auffassen:
af Ou Odr Ou Oy . [(Ov dx  Ov Jy
- til e+
Oxr 0z Oy 0z*

0z* Oz 9z G_yaz* !
— <~

Afou o\ i o
2\ 0z Oy 2\ 0x Oy

Cauchy-Riemann = % = 0. Wenn f analytisch ist, darf f nicht explizit
von z* abhangen.

Wenn reelle Funktionen u(z,y) und v(z,y) und ihre partiellen Ableitungen

existieren, stetig sind und die Cauchy-Riemann Bedingungen erfiillen, dann
erfiillen sie auch die Laplace-Gleichung in zwei Dimensionen

Au(z,y) =0, Av(z,y)=0
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Beweis:

0

0 (8u (%) Pu 0 0v  Pu  *u
= Au

“or\dz 9y) o2 ayor 022 ap

Vertauschbarkeit der gemischten 2. Ableitung folgt aus Stetigkeit.
Analog fiir v.

w und v heiBen harmonische Funktionen. Mit Hilfe der Cauchy-Riemann
Bedingungen kann man aus dem Realteil den Imaginérteil (bis auf konstante
additive Beitrdge) oder umgekehrt ausrechnen (Real- und Imaginérteil einer
analytischen Funktion sind harmonisch konjugierte Partnerfunktionen). Jede
Funktion, die die Laplace-Gleichung (in zwei Dimensionen) erfiillt, ist der
Real- od. Imaginarteil einer analytischen Funktion.

6.2 Komplexe Integrale
f(z) eindeutig und stetig A

in einem Gebiet R C C:
Ci1

wir definieren das kompleze Integral

=
von f(z) zwischen A und B /
( - C3

entlang vom Weg C' C R: A

C:z(t)=z(t)+iy(t), a<t<p,t=a A t=p<B
Wegintegral:

/Cf(z)dz _ /C(u—l—iv)(dx—i—idy):/Cudx—/cvdy+i/cudy+i/cvdx

Fodx Fdy [P dy [P dx
= /a UEdt—/a Uadt“‘l/a U%dt+l/oé UEdt

Wir haben benutzt: f(2) = u(x,y) +w(z,y), dz = dx +idy = (dd—f + i%) dt
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Wege haben eine Richtung — Vorzeichen von |, o+ Die Richtung gegen den
Uhrzeigersinn wird dabei als positive Rz’chtung bezeichnet Fiir den in Gegen-
richtung durchlaufenen Weg C gilt: [, f(2)dz = — [~ f

Wegintegrale iiber einen geschlossenen Weg (A = B, Schlinge) bezeichnen
wir mit f .

Beispiel 1: C': z(t) = Rcost +iRsint, 0<t <27

1 1 .
f(Z) ~ 2 7 RcosttiRsint ° A

dz = (—Rsint + iR cost)dt K R
fo le _ f27r —Rsmt+chostdt \j S
C

0 Rcost+iRsint
Lemma: Unabhangigkeit der Wegparametrisierung. Wir betrachten zwei
Wege:

z

= [ZTidt = 2mi

der Wert ist unabhéangig von R!

m:lhh — Spp Yo i Iy — Spye
theld,v] — m(t) t € [a,b] — 7a(t)

Die Wege besitzen dieselben Spuren: Spy; = Spy. und werden stetig bijektiv
durch

T: I, — I,
t — ()=t

aufeinander abgebildet, so dass gilt: 75 = v, 07 mlt > 0. Dann gilt fiir

eine stetige Funktion f(z)
/ f(z)dz = / flz
Beweis:

[ sas= [ raenBa 2 [ penon GG
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Variablensubstitution: ¢ = 7(t) wobei Anfangs- und Endpunkte gleich sind

o 2(b) = 2 :
/f

b/
d
iz = [ () Ghar = /f s
Weges C, dann |fC

Abschditzung: Wenn | f (z )] < M entlang vom Weg C' und L ist die Lange des

(a') = 2(a) = 24 und 3 (V) =~

z)dz| < M - L. Im allgemeinen héngt das Integral vom
Weg ab, aber wir betrachten das folgende Beispiel 2:

Y Y
IR
Csp C3a
s =1 t=0
—R X —R R X
O3 = Cs, U Cyy
% / dz / dz / dz
Cy < Cg Csy Csyp
Cy: z(t) = Rcost 4+ iRsint (1 -t)R+ itR,
0<t<n 0§t§1
d i
/ @ / idt = i
Co z 0

/ dz /1 —R+iR dt_/l(—l—l—i)(l—t—z't)
2 Jo A=OR+itR )

dt
(1—t)241¢2
1 1

2t — 1 1

= /—dt—i—z’

o 1—2t+2¢

1
{5 In(1 — 2t + 2t%)

|
= 2(t—1)2+1 {

S —
o 1—2t+ 2
1

1 — 2t + 22




1
t—3

tanu = —, —1<tanu<1 = —r/4<u<n/4
2
1 7/4 1 2 /4
1 14 tan®u
[ o [ M,
0o 1—2t4+2t —xja 1+ tan“u /4 2
dt 1d 1
@ = éatanu:é(l—i—tan?u)
analog: fCSb%:ig
dz dz
= — =ir= —
C3 # Cy

Beobachtungen:

e Wert ¢7 ist unabhangig von R

z

° :fclkzOfﬁrClzCQU(jg
vergleiche mit Beispiel 1, wo § £ 2 0.

6.3 Satz von Cauchy

Wenn f(2) auf einer einfacherf]] Schlinge C' und im darin eingeschlossenen
(einfach zusammenhéngenden@ Gebiet GG analytisch ist, so gilt

740 F(=)dz =0

Beweis: Wir setzen hier der Einfachheit halber voraus, dass f’(z) stetig auf
C und in G ist (eigentlich nicht nétig). Spezialfall vom Satz von Stokes:

Satz von Green in der Ebene: Seien p, ¢ zwei Funktionen, deren erste par-
tiellen Ableitungen in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet A stetig
sind, so gilt

// (@_f_@)dxdy:f (pdy — qdz), 0A = Rand von A
A \0r Oy A

4Das bedeutet ohne Uberkreuzungen

5Ein Gebiet G ist einfach zusammenhingend, wenn beliebige einfache Schlingen in G
ineinander deformiert (homotop), sogar zu einem beliebigen Punkt von G zusammengezo-
gen werden konnen.
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Mit f(z) = u + iv und dz = dz + idy und

I = f f(z)dz = j{(udx — vdy) —i—ij{(vdx + udy)
C C C
wenden iwr den Satz von Green (A =G, 0A = C) an

IR A A

-~

}dd =0

=0 <«<Cauchy-Riemann = =0 O

Beispiel 2: 1/z ist analytisch in den Gebieten zwischen Cy und C3 = C3,UC3,

d _
= —ZIO (CIZCQUC3)
Gy~
Beispiel 3:
Y
f(2) analytisch auf C; und Cy und B
C
im eingeschlossenen (einfach zusam- l R
menhéngenden ) Gebiet R. Dann 1\\// ¥
4

Jo, I(2)dz = [o, f(2)dz ©

Beweis: 0 = fcluéz f(z)dz = fcl f(z)dz — fcz f(z)dz. O

Beispiel 4: homotope Schlingen C und C5 im Analytizitatsbereich:

A A
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o)z = 4 F2)de
Cy Ca

wenn das Gebiet zwischen den beiden Schlingen analytisch ist.

Beweis: Betrachte die Schlinge T, Cauchy = ¢ f(z)dz = 0, frlurz f(z)dz —
0 wenn I'; — 'y (d.h. die Schnitte liegen aufeinander). O

6.4 Integralformel von Cauchy

Man betrachte eine in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und am
Rand C' = JG analytische Funktion f(z). Es gilt dann V 2y im Inneren von
G (Man beachte: C' ist eine einfache Schlinge):
1 z
feo) = 5 f L

2m Jo 2z — 2

Aus der Kenntnis der Funktionswerte am Rande eines Analytizitatsgebiets
kann man alle Funktionswerte im Inneren bestimmen!

Beweis: A
% analytisch zwischen C' und ~
o f&) 3. _ f(2)
I—fcﬁdz_ 32007 ! ¢

v o2(t) =20+ pet C G

0<t<2r N =

2T it 27
I = f_f(z) dz = —f(zo —i—itpe )z'pe”dt = z/ f(z0 + pet)dt
¥ Z— 20 0 p6 0

Wir lassen p — 0, dann [ — 27if(zo). O

Wenn man die Cauchy Integralformel nach z, differenziert, so erhalt man
Ausdriicke fiir die Ableitung der Funktion

i,y @fl) 1 ﬁ(f(@) _nt f(z)
J7z) = dzy 2mi j{C 02y \ z — 2 dz= 2mi fg (z — zo)"“dz
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Voraussetzung: f ist beliebig of differenzierbar!

Beispiele:

o I = §,222dz wenn C ein Kreis um den Ursprung mit (a) Radius 1
od. (b) Radius 2 ist:
a) I =0 (analytisch, Pol liegt bei z = 7/2 ausserhalb)
b) T = ¢, 202> = 2ril sin(r/2) = i,
wegen Cauchy, zy = /2, f(z) = 3sinz

— e _ 2mid3e?? __ 8mi
o I = fo:\z|:z GtDF = 31 dzd = 32
z=—1

wegen Cauchy, zo = —1, f(2) =e**, n =3

6.5 Taylor und Laurent Reihen

Satz von Taylor fiir komplexe Funktionen f(z). Wenn f(z) auf einem Kreis
C' mit Radius R um z = 2y und in seinem Inneren analytisch ist, und z ein
Punkt innerhalb des Kreises ist, dann gilt

C

f(z) =>0"yan(z — z)™, wobei a,, = 1) (z0)

n!

g

Beweis (siche Buch!): Cauchy Integralformel (hier andwendbar)

1) = 5 § L

N 271 C f —z
Wir entwickeln g—% mit Hilfe der geometrischen Reihe:

1 1 1 11 i z—2\"
E—z E—z+an—2 E(—zml-22 (-7 §— 2o

&—20 n=0
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wenn |z — zg| < |€ — 2o/, siche Bild!

0= g f R ()

05—20n20

(z—20)"

Die Konvergenz der Taylor Reihe ist im Inneren von C' garantiert, nicht aber
am Rand:

Beispiel: -z = Y02 o(—2%)" = 1 — 22 + 2% — 26 + 25 .. (Substitution
w = 22, geometrische Reihe ﬁ = >~ _,w™). Die Reihe konvergiert fiir
lw| = |22 = [2]> <1 & |z] < 1, obwohl f(z = 1) =1 = f(z = —1)

wohldefiniert sind. Aber f(z) ist singuldr bei z = +i = Konvergenzradius
= 1.

Wir kommen zur Analyse von Singularititen, d.h., Punkte, wo f(z) nicht
analytisch ist.

Wenn f(z) bei z = zp singuldr ist, aber in einer Umgebung um 2z = z
analytisch ist, dann ist z = 2z eine isolierte Singularitat. Ein Pol ist ein
spezieller Typ einer isolierten Singularitdt. Wenn f(z) die Form

9(2)

(z — z)"

f(z) =

hat, wobei n € N, n > 0, g(z) analytisch in allen Punkten einer Umgebung
die z = 2o enthélt, und g(z9) # 0, dann hat f(z) einen Pol n-ter Ordnung:
Eine aquivalente Definition ist

lim [(z — 20)"f(2)] =a #0, endlich (¥)

Z—rZ0

Wenn es keinen endlichen wert von n gibt, so dass (*) erfiillt ist, dann ist
z = zp eine wesentliche Singularitit ("Pol der Ordnung co”).
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Beispiele: f(z) = L hat einen Pol 1. Ordnung bei z = 0. f(z) = e!/* hat
eine wesentliche Singularitit bei z = 0.

Bemerkung: Das Verhalten von f(z) bei z = oo ist bestimmt durch das Ver-
halten von f(1/£) bei £ = 0.

f(2) = z hat einen Pol 1. Ordnung bei z = oc.
f(z) = exp(z) hat eine wesentliche Singularitéat bei z = oco.

Eine Funktion f(z) in einem Gebiet G heifit meromorph, wenn sie in G bis
auf endlich viele isolierte Singularitaten analytisch ist.

Angenommen, f(z) hat einen Pol der Ordnung p bei z = zy, dann

9(z) = f()(z = 2)" = D bulz — 20)"

in einem Kreis C' um z = zy. Es gilt fiir alle z im Inneren von C'

a_p a_q 2
)= ———+...+ +ag+a1(z—2) +a(z—29)" +...,
f) = ot et REICEED R NCEED
wobei a_, = by, a_p,41 = b1, ... also a, = by4p, n > —p. Diese Reihe heifdt

Laurent Reihe. Es gilt

B LACTCON W g C N

a +p (n +p)! 271 (Z _ ZO)nerJrl

1 f(z)
i e 2

Die allgemeine Form einer Laurent Reihe ist

f(z2) =220 an(z — 20)" Q’

Wir erwarten, dass der singulére Teil (n < 0) fir |z —z| ™! < Ry & |z — 20| >
R;! ausserhalb eines Kreises C; vom Radius R;' um 2z, konvergiert. Der

Ca

87



reguldre Teil (n > 0) konvergiert fiir |z — 29| < Ry (C3). = Laurent Reihe
konvergiert in einem Kreisring zwischen C und Cs.

Die Koeffizienten des singuldren Teils einer Laurent Reihe enthalten Infor-
mationen iiber die Singularitat bei z = zj.

e Pol p-ter Ordnung: a,, = 0V n < —p. Der Koeffizient a_; (nicht a_,!)
heiBt Residuum der Funktion f(z) bei z = 2z, a_1 = R(z0).

e wesentliche Singularitét: es existiert kein p, so dass a, =0V n < —p.

Beispiele:
1. )
e
la) Laurent Reihe um z = 0: f(z) = m
1 1 1 e 1S, 18 n-2
2

z - < “
_Z 2 - — — 11 -+ 2. —
w 27 |Z|< f(Z) 82[ +32+ 3 2) T :|

_ |\ h 33,

a 8z 16 16

z =0 Pol 1. Ordnung, Residuum R(0) = —
1b) Laurent Reihe um z =2: 2 =2+4¢

_ 1 - 1 _L > __5 m
f(z) B (2+§)£3—2§3(1+§/2)_23Z(2) 7|€|<2
1 1 1 1 £

20 12 % 16 32
1 1 1 1 z—2
2(z -2 4(2—2)? 8(»—2

)
z =2 Pol 3. Ordnung, Residuum R(2) = 3.

2.
=1
= I/Z:
f(z)=e Zn,

wesentliche Singularitét bei z =0, R(0) = { = 1.
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6.6 Residuensatz

Angenommen, f(z) hat einen Pol p-ter Ordnung bei z = zq:

f(z) =30 an(z — 2)"
C": Schlinge, die z = zy einschlief3t,

aber keine weitere Singularitaten von f(z)

I= jéf(z)dz = éf(z)dz = i anjé(z—zo)"dz

n=—p
o 2
vioz2(t) =2+ pet = Z an/ (pe™ )\ ipe'dt
n=—p 0
dz = ipe'dt = Z a,ﬂp”“/ ety
n=—p 0
2 e |
(X . T i(n ei n+1)t
Fir n # —1 gilt [;" 't = oy 0

0
Fiir n = —1 gilt [7"dt = 27

= 1= ¢, f(2)dz = 2mia_; = 2miR(z)

Bemerkung: Dieses Ergebnis gilt auch, wenn z, eine wesentliche Singularitat
ist. Zum Beispiel

1
j{ eV dz = 27m'—‘ = 2mi
Jol=R I

Residuensatz: Eine im Gebiet G meromorphe (also analytisch bis auf endlich
viele isolierte Singularitdten) und am Rand C' = 0G analytische Funktion

hat das Integral
%f(z)dz = 2mi E R;
C -
J

wobei } _; R; die Summe der Residuen R; = R(z;) von f(z) an den Polstellen
z; innerhalb 0G.
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Beweis:

§ = feds = § fEdet § fEd e
C c’ C1 C1 Cs
= 27TZ[R(21) + R(Zz) + R(Zg)] ]

Berechnung von Residuen:

2o Pol der Ordnung p: Laurent Reihe:
a_ -1
fz) = er"'Jrz—zo
= (z—20)'f(2) = ap+...+a_1(z—2)" " +ayz —2)" +..
) 1 art
o) = ot {2 o]}
Spezialfall: zp Pol 1. Ordnung: R(zp) = lim,_,,,[(z — 20)f(2)]

+ag+ai(z—z)+ ...

f analytisch bis auf z = 2y, hat einen einfachen Pol bei z = z:
vioz2(t) = 20+ pett, 4 <t <ty
v &
f(z) = (2), y(2) analytisch b
0
[—/f = / a1 dz—l—/y(z)dz
v TR0 Y
to 1 ]
= al/ —ipe'dt + /y(z)dz
t1 peZ ¥

= z'a,l(tg —tl) + /y(z)dz

=liml = z'a_l(tQ — tl) = ZR(Zo)(tQ — t1>
p—0
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Integralformel von Cauchy - "revisited”

f(z) analytisch in G und auf C' = 0G
= % hat Pol 1. Ordnung in 2y € G
R(z0) = f(2)

= fo %dz = 2mif(20)

6.7 Anwendungen des Residuensatzes
6.7.1 Integrale mit trigonometrischen Funktionen

Sei R? 5 (u,v) — F(u,v) € R eine rationale Funktion. F ist endlich wenn
u,v € [—1,1]. Dann

o 1 2M M g
I= | atF t),sin(mt)) = 2 R|-F
/0 (cos(mt), sin(mt)) =27 ) L ( 2 0 % )}

|z|<1

wobei le‘ <1 Uber alle Pole im Einheitskreis summiert.

eimt +e—imt
2 Y

27 27 imt —imt int _ ,—int
I= / th<cos(mt),sin(mt)) = / th(e re ; ‘ ‘ )
0 0 2 21

. , d
z=c" dz =ie'dt = dt = —Z
iz

int _e—znt

Beweis: cos(mt) = sin(nt) =

I = 7{ %F(z Tz ,Z _,Z )—>Residuensatz
\

2|<1 U2 2 21
1 A AL AL
= 2 R|-F OJ
WEL( )]
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Beispiel: [ = 27r dt <=2 p>1

psin(t)’
1 1
I = 27‘-2 ( Z +z z—z—l)
l2]<1 P+ =
2+ 272 241
— 9 P
W% (22pz+22—1) m% ( 22+22pz—1))

Singularitaten: z = 0 Pol 2. Ordnung

22+2ipz—1:0<:>z:zi:L V_4pz+4— (—p++/p? —1) Pole 1.

Ordnung

Pole mit |z| < 1: 2 =0 (2. Ordnung) und z = z; (1. Ordnung), wegen
zyz_ = —1lund |z_| > 1.

Residuum:
d 141
2=0: R = lim{—[/ i ”
220 | dz |7 (22 + 2ipz — 1)
423 2z + 2ip
= lim|———— —(2*+1 = —2ip = _
50 {22+2ipz— 1 (=" + >(22—|—2ipz— 1)2} =t

2=z

21 ] o2t+1

2(z—z20)(z—2) 22 (24 — 2-)
7 +1 } _ L, =P 1)

AC ) Jr=T

z=2z,: R = lim [(z—z+)

=1 = 27TZ{Z++Z +

6.7.2 Uneigentliche Integrale (Konturintegrale)

Sei f(z) in {z € C|Sz > 0} analytisch bis auf hochstens endlich viele Singu-
laritdten. f(z) hat keine Singularitdt auf R. Es gelte:

lim Rf(Re") =0, 0<t<~

R—o0

Dann gilt:

/ f(a)dz = 2mi Y R(f(z

Jz>0
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Beweis:

C =[-R,R|UT = Kontur y
R grof} genug, dass alle Singular-

itaten innerhalb von C sind

—R o R

Residuensatz: 211y o, o R(f(2)) = §, f(2)dz

]{C F(2)dz = /[R’R] F(2)dz + /F F(2)dz

/Ff(z)dz < WR()I’%&S); f(Re™) 90
Limes R — 0= §,, f(2)dz = [*_ f(x)dx
Beispiel: [ = [*7 19%5dz, a>0
1 « o 1

Ta?2+22  7w(z+ia)(z —ia)
Einfache Pole bei z = +ia. Es gilt:

2

1 B 1

o+ (Re)2| ~ [a? + R2cos(20)2 + [R2sin(2t)]2

= lim R

R—o00

=0, 0<t<n

a? + (Ret)?

1
= [ = 2miR(+ia) = 2miS—— =1
T 29¢¢

6.7.3 Fourier Transformation
I :/ f(x)e ™ dz, k € R
Sei f(x) meromorph, Singularititen ¢ R. Es gelte

lim f(z) =0,

|z|] =00
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dann hat I den Wert

I = —sign(k)2mi Z R;[f(2)e ™

sign (k) (z;)<0

Beweis:
Kontur je nach Vorzeichen y=In(z)
von k: ‘e‘ikz| = ethy:

kE<0:e — 0 fiiry — 400 o
xX=Ke(z)

E>0:e"—0 firy — —o0 .

Residuensatz:

k<0: f(2)e *dz = 2mi Z Residuen z; von f(z)e™* mit 3z > 0

wenn R — oo: Y ; ber alle Singularitéten z;; fc+ = f[_ RE T fHalbkreiS
Lemma von Jordan = [, .. — 0 wenn R = |z — oo.
Analog fir k£ > 0. -sign(k): Umlaufsinn C_.

Beweis Lemma von Jordan:

Voraussetzungen:
e f(z) ist meromorph in {z € C| Sz >0} =: G
e das Maximum M von |f(2)| — 0 wenn |z| — o0 in G
e k>0

Dann: Ir = [ e f(z)dz — 0 wenn R — o0
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I: Z(t) — Reit
0<t<m r
e ... Singularitdten von f(z) R o e
A
Fir0<t <73 ~
1 /sm(t)
19> 2 () |
) . 2t/n
auf T |€zkz’ — e~ kRsint
TE./2’
T ) T ) w/2 )
| Ir| S/ ™ f(2)||iRe™|dt < MR/ e kRsint gy _ QMR/ o—kRsint gy
Mit (*):
7'1'/2 2MR7T 2 7!'/2 7TM 7TM
Ir| <2M —kRZtqp — 27 (kR _ M er) T
} F| — RA (& QkR e ; k e k

— I} 2% 0 weil M — 0

O

Beispiel: [ = [* e ™dr, a € R
—ikz —ikz . . .
rar = Grene_iap ¢infache Pole bei z = +ial
. . klal . —klal
Residuen: R(ila|) = STl R(—ila|) = ol
klal
k<0:1 = 2mis ,:lekm'
2lali a|
—klal
k<0:1 = —2mi" = " ¢Hla
—2lali |a|
~ ] = Ik
lal



6.7.4 Hauptwertintegrale (”principal value”)

Was passiert mit [ = ffooo f(z)dz wenn der Integrand einen einfachen Pol
bei x = zy auf der reellen Achse hat? Definiere eine Kontur die den Pol
umlauft:

y
C=[-R,xo—p|U~yUlzg+p, R|UT:
= f[*R,zO*p] - fv - f[woer,R] - fl‘ =0
Hauptwertintegral: ,g\y
7R O Xy

Pf_RRf(x)dw =lim, ( e+ fx}z+p)f(x)dx

Wenn man zeigen kann*, dass [. f(z)dz = 0 fir R — oo, dann:

P/Z f(x)dz = —limlf(z)dz — irR(xo)

p—0

*) Niitzlich ist das folgende Lemma von Jordan: Wenn gilt
(i) f(z) ist meromorph in {z € C | 2z > 0},
(i) limy.o f(2)dz =01in {z € C | 3z > 0},
(iii) m > 0,
dann: Ir = [, €™ f(z)dz — 0 wenn R — oo

Bemerkung: In hatten wir die stiarkere Bedingung (ii) |z|f(z) — 0 fiir
|z| = oc.

Beispiel:
:P/ cosmxd% a€c€R, m>0
o T—a
g(z) = <=
f(z) = -L erfiillt das Lemma von Jordan
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= P/ C  dr= inR(a) = ime™

oL —a
o
, cos mx ,
= Realteil : P/ dx = —msin(ma)
o T — G
o -
o sin max
Imaginérteil: P / dx = mcos(ma)
o T—a
ungerade
0o AN 00 s
cosmzx sin max
a=0: P de =0, P de =1
o T o X
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A Lebesgue-Integral

A.1 Elemente der Maf3theorie

Beispiel 1: Intervall auf der reellen Achse I = {z|a < = < b} = (a,b)
Mafl = Lange L(I) = |b — a|
Mengenfunktion: L: Teilmenge von R — R

Eigenschaften:
o L(I) =0, L(I) € [0, 0]

e die Intervalle a < z < b = (a,b] oder a < x < b= [a,b] oder a < z <
b = [a,b) haben die gleiche Lénge wie (a,b)

e a < x < a besteht aus einem Punkt und hat Lange 0
e L({}) =0 ({} = leere Menge)

Vereinigung von Intervallen: Wir betrachten Iy, I, I, ...
mit der Eigenschaft 1N L ={}, LT nly={}, LNnI3={}, ...
Es gilt dann L(L UL, UI3U...) = L(I;) + L(l5) + L(I3) + ...

Beispiel 2: Verallgemeinerung auf R", Ein Rechteck ist eine Menge der Form
R = (a1,b1) X ... X (ap,by), a; < by ={z|la; <21 <by1,...,a, <z < by}
Mafi=Volumen Vol(R) = |R| = H?:1(bj — a;)

Definition: Maf} einer Menge u(E) : E C R — [0, 00)

1. u(E) muss fiir jede Menge E im betrachteten Definitionsbereich definiert
sein

2. W(E) =0

3. w(Uj—, E5]) = 27—, p(E;) wenn fiir beliebige Paare F; N E; = {} (i #
j) gilt (Additivitit)

4. Punkt 3 gilt auch fiir unendliche Vereinigungen von Mengen (n — 00)
(o-Additivitat)
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5. Wenn E; C Es, dann p(E;) < p(E»)

6. Wenn man Punkte in £ um den gleichen Abstand auf der reellen Achse
verschiebt, so ist das Mafl der verschobenen Menge gleich dem von E

7. Wenn FE ein Intervall ist, dann ist u(E) = L(E)

Definition: Das Lebesgue-Mafl einer Menge E ist die grofite untere Schranke
der Summe aller Intervalllangen derjenigen Intervalle, die E enthalten.

Definition: Eine Menge E heifit messbar, wenn ein Maf p fiir F definiert ist
(0 < u(E) < o0)

Definition: Eine Eigenschaft P(x) von Punkten = € F gilt fast dberall (f.ii.),
falls pu({z|P(z) gilt nicht}) =0

Beispiel 1 (Fortsetzung):

o u((0.1)) =1
e 1({r € Qund z € [0,1]}) = 0, da jeder Punkt Ma8 0 hat, Q ist die

Menge der rationalen Zahlen, abzahlbar unendlich

= p({z € Tund z € [0,1]}) = 1. Tist die Menge der irrationalen Zahlen
R\Q. Die Punkte x € [0,1] sind f.i. irrational.

Lebesgue Maf} auf R™:

Definition: Die Funktion p* : E C R™ — [0, o0]

() = { 3R

wird das Lebesgue dussere Maf$ genannt. Fir X C R, inf(X) ist die grofite

aller unteren Schranken b : z € X = b < x (Infimum, ”greatest lower
bound”).

R; Rechtecke ,U R, DOF }
i=1
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Bemerkungen:

1. Da R™ die Vereinigung von Rechtecken ist, besitzt jede Teilmenge von
R™ ein dusseres Mafl. Es gilt p*(R") = oo und p*({}) = 0. Fiir eine
beliebige Menge ist 0 < p*(E) < oo.

2. Es spielt keine Rolle ob man offene, abgeschlossene oder teilweise abgeschlossene

Rechtecke benutzt, weil die Vereinigung aller Rénder Mafl 0 hat.

3. Ist E beschrankt, so liegt E bereits in einem einzigen Rechteck. De-
shalb ist in diesem Fall p*(E) < oo.

Definition: Eine Menge E C R™ heifit (Lebesgue)-messbar, falls V. A C
R” u*(A) = p*(ANE) + p* (AN E°), E°=R"\E, gilt.

Satz: Die Einschrankung g von p* auf die Lebesgue messbaren Mengen ist
das Lebesgue Majfs.

Insbesondere alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen sind Lebesgue
messbar und p(R) = |R| fir alle Rechtecke R.

A.2 Lebesgue Integral
Sei E eine feste messbare Teilmenge von R™ und p das Lebesgue-Maf} auf F.

Definition: f: E — R heifit messbar, falls f~!(I) messbar ist fiir alle Inter-
valle I. f: E — C heit messbar, falls Real- und Imaginarteil messbar sind.

Satz: Stetige Funktionen sind messbar. Summen und Produkte von mess-
baren Funktionen sind messbar. Punktweise Grenzwerte messbarer Funktio-
nen sind messbar.

Definition: Die charakteristische Funktion einer Menge A C R” ist die Funk-
tion

1 fallsze A
xa(z) =

0 sonst

Funktionen der Form

p(z) = Z/\jXEj(:E)7 ENE;j={}i#j
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wobei \; € R und F; C E messbare Mengen sind, heiflen einfach. Das
Lebesgue-Integral wird zuerst fiir einfache Funktionen definiert.

Riemann Integral (Bernhard Riemann, 1854)

Yk

Figure 8: Riemann Integral: f: I — R beschrinkt.

Das Intervall I wird in endlich viele Teilintervalle I, ..., I, zerlegt, aus je-
dem I, wird ein Punkt &, gewahlt und die Summe g := > f(&,)|1,| wird
gebildet.

Dirichlet Funktion:

zel

0, =R
f(x)={1 ey e

Je nach Wahl der &, schwankt X zwischen 0 und 1-|/|. Die Dirichlet Funk-

tion ist nicht Riemann-integrierbar.
Lebesgue Integral (Henri Lebesgue, 1904)
Das ”Ordinaten-Intervall” inf; f < y < sup; f wird in kleine Teilintervalle

J,. geteilt, aus jedem J,, wird ein 7, gewéhlt und die Mengen E, = {z €
I'| f(z) € J,} und die Summe ¥p, := 3~ 0, - u(E) gebildet (siehe Fig. @
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Figure 9: Dirichlet Funktion ist Lebesgue integrierbar [, = 0 wegen u({z €
Qund z € I}) =0.

Definition: Sei ¢(z) = > ", Aixg,(x) einfach und sei Y ", [N|p(E;) < oo.
Dann heisst ¢ integrierbar und das Integral von ¢ ist die Zahl

/ RV

Beispiel: Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion:

m

= Z)\iX[ai,ai+1[a a<ar <...<app<h
=1

Dann ist f[a y Pl = >: Ailaiy1 — a;) wie fir das Riemann Integral.

Lemma: Sei f > 0 messbar. Dann existiert eine Folge ¢; von einfachen
Funktionen mit 0 < ¢;(z) < ;51 (x) und lim; o @;(z) = f(z) V2 € E.

Definition und Lemma: Sei messbar, ¢; eine Folge wie im vorherigen
Lemma. Die Zahl fE f(x)dx = lim; o fE wi(z)dz ist unabhingig von der
Wahl der Folge ;. Ist [, fdz < oo, dann heisst f (Lebesgue-)integrierbar
und [ » fdx das Lebesgue Integral von f.

102



Definition: Sei messbar und fi(z) := max{4f(z),0}. Die Funk-
tionen fi sind messbar und nicht negativ. f heisst f (Lebesgue-)integrierbar
falls fi integrierbar sind. Das Integral von f ist dann

/E fdi = /E fodi /E fodz.

Definition: heisst integrierbar, falls Realteil und Imaginarteil
integrierbar sind. Das Integral von f ist

/Efdgz/EéRffngri/E%fdg.

Lemma: Sei f : E — C messbar. f ist genau dann integrierbar, falls |f|
integrierbar ist, d.h. wenn [, |f|dz < oc.
Alternative Notationen:

/Efdg:/Ef(g)dg:/Ef(ml,...,:pn)dgz/Ef(:pl,...,xn)dxl,...,dxn

Satz: Seien f, g integrierbar, a,, § € C. Dann gilt
1. of + By ist integrierbar und [, (af + Bg)dz =« [, fdz+ 3 [, gdx
2. f<g= [y fdz < [pgdx
3. f=gfi. éfEfdngEgdg
4. [, |fldz =0« f=0fi.
5. | [p fdx < [ |fldz

6. Ist ¥ C E messbar, so ist die Einschrankung von f auf F' ebenfalls
integrierbar, und es gilt fF fdx = fE fxrdx

7. f Riemann integrierbar auf [a, b] (kompakt) = f Lebesgue integrierbar
und Lebesgue und Riemann Integrale stimmen iiberein

8. Fiir alle affinen Transformationen z — Ax+b von R" ist x — f(Az+Db)
messbar und es gilt [p, f(z)de = |det A [, f(Az + b)dx
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A.3 Konvergenzsatze
Beispiel: Sei

1 n n

=, e — 5,5

fn(ﬂi):{n x [ 22],ZC€R
0, sonst

fa(z) =3 0 gleichmiBig, denn | f,(z) —0] < L < efiir alle n > £ unabhéngig
von z. Aber lim, . fu(z) =0 = f(z).

2]
lim [ fu.(z)dr = lim —dr=lim 1=1%# | lim f(z)dr = / Odr =0

Sei E wiederum eine feste messbare Teilmenge von R™. Alle Funktionen seien
auf F definiert.

Satz von Levi: (Beppo Levi, Satz von der monotonen Konvergenz)

Sei f, eine Folge integrierbarer Funktionen mit 0 < f,(z) < foi(z) —
f(z) (i — oo) fast iiberall in E. Ist die Folge [, f.dz beschrénkt, so ist f
integrierbar und es gilt

iim [ fo(e)dz = /E f(@)de

n—o0

Im obigen Beispiel ist f,, > f,+1 und man kann Grenzwert und Integral nicht
vertauschen.

Satz von Lebesgue: (Henri Lebesque, Satz von der dominierten Konver-
genz)

Sei f, eine Folge integrierbarer Funktionen mit lim, . f.(z) = f(z) fast

tiberall in £ und es existiere eine integrierbare Funktion g mit |f,(z)] <
g(z)Vn fast iberall in E. Dann ist f integrierbar und es gilt

iim [ fy(e)dz = [E f(@)de

n—o0
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A.4 Satz von Fubini

Seien £ C R™ und F' C R™ feste messbare Mengen. Wir betrachten mess-
bare Funktionen auf £ x F C R"™,

Satz von Fubini:

Sei f : E x F — R integrierbar. Dann gibt es eine Nullmenge (< Menge
von Mafl 0) N C F, so dass gilt:

1. Fiir alle y € F\N ist die Funktion z + f(z,y) iiber R" integrierbar.

2. Ist ®: F — R definiert durch

O(y) == {({E flz,y)dz y e F\N

sonst

so ist ® integrierbar uns es gilt:
/ ®(y)dy = f(z, y)dzdy
F ExF

Die letzte Gleichung wird auch geschrieben

EXFf(LQ)C@dgz/F(/Ef(z,g)dg>dg

Dabei kann auf der rechten Seite auch zuerst iiber y und dann iiber x inte-
griert werden. Das bedeutet, dass die Berechnung von mehrdimensionalen
Integralen immer auf die Berechnung von iterierten eindimensionalen Inte-
gralen zurtickgefiihrt werden kann.

Der Satz von Fubini ist nur anwendbar, wenn man weif3, dass f integrierbar
ist. Dazu hilt der

Satz von Tonelli:

Sei f messbar. Existiert [, .|f(z,y)|dzdy (mit irgendeiner Integrationsrei-
henfolge), so ist f integrierbar [3].
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