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1 Einfiihrung

1.1 Motivation

Elektrodynamik wird im Kanon der theoretischen Physik oft als der “langweiligste” Teil betrachtet.
Dieser Eindruck liegt wohl zu einem grofen Teil an dem unglaublichen Erfolg der Theorie, die
abgeschlossen und in gewissem Sinne selbstkonsistent und vollstdndig ist. Die Elektrodynamik
stellt einen Grofsteil des Fortschritts der theoretischen Physik im 19. Jahrhundert dar und tber-
windet viele Konzepte der klassischen Mechanik oder erweitert diese entscheidend. Im Gegensatz
zur Mechanik, in der wir es neben den Grundgesetzen (den Newton’schen Axiomen) mit vielen
heuristischen Gesetzen zu tun hatten (denken Sie nur an das Hook’sche Gesetz, das Reibungsgesetz
oder die Elastizititsmodule), begegnen wir in der Elektrodynamik erstmals einer Theorie, in der
sich alle Phéanomene vollstdndig aus den Grundgleichungen (den Maxwell-Gleichungen) herleiten
lassen. Dies stellt eine ganz neue Qualitdt dar und liefert eine Blaupause fiir das, was wir seither
als fundamentale Theorie akzeptieren konnen: Ein paar allgemein giiltige Grundgleichungen mit
unzahligen “Materialkonstanten” (Dichte, Warmeleitfahigkeit, Widerstand etc.) sind nicht mehr
gut genug.

Ein zweiter entscheidender Fortschritt der Elektrodynamik besteht darin, dass in ihr erstmals
zwei als verschieden bekannte Grundkrafte (Elektrizitat und Magnetismus) auf eine einzige redu-
ziert werden konnten!. Auch die Suche nach der Vereinheitlichten Beschreibung von verschiedenen
Grundkraften wirkte und wirkt immer noch als ein Baustein unserer Suche nach grundlegenden
Theorien.

Das entscheidende neue Konzept aber, das Sie in dieser Vorlesung kennenlernen werden ist
das des Feldes. Heute ist es kaum mehr nachvollziehbar, wie wichtig das Feldkonzept auf dem
Wege zu einer Uberwindung eines vollig mechanistischen Weltbildes war. Mithilfe des Feldkonzepts
gelingt es uns erst, die rétselhafte Fernwirkung zu iiberwinden die z.B. im Newton’schen Gravita-
tionsgesetz steckt, womit letztlich die Tiir zur modernen Physik aufgestofen wird. Wir erkennen
schlieklich, dass die Uberwindung der Fernwirkung zu einer neuen Naturkonstante fiihrt, die Raum
und Zeit verbindet und wir sehen die Maxwell-Gleichungen als die ersten “modernen” physikali-
schen Grundgleichungen, die der speziellen Relativitdtstheorie geniigen. Im Feldkonzept steckt
aber noch eine weitere, wichtige Neuerung. Es ist der Beginn der Trennung zwischen der direkt
messbaren physikalischen Grofie (Observable) und dem darunterliegenden physikalischen Zustand,
die in der in der Formulierung der Quantenmechanik eine so fundamentale Rolle spielen wird. Die
klassische Mechanik, als eindimensionale Feldtheorie des ,Ortsfeldes” Z(t) einer Punktmasse zur
Zeit t betrachtet, kennt diesen Unterschid noch nicht.

Die klassische Elektrodynamik ist heute, trotz ihrer unbestrittenen Niitzlichkeit in unzahligen
Anwendungen, als Kandidat fiir eine fundamentale Theorie {iberholt. Nichtsdestotrotz bildet sie
als das klassische Beispiel einer Feldtheorie den Ausgangspunkt fiir alle drei Theorieen, die derzeit
unsere beste gesicherte Beschreibung der Naturkrifte darstellen: die allgemeine Relativitédtstheorie,
eine klassische Feldtheorie, die die Gravitation beschreibt und die beiden Quantenfeldtheorien
der elektroschwachen und starken Wechselwirkungen, die beide nach dem Muster der Quanten-
elektrodynamik, der quantisierten Version der Elektrodynamik, formuliert sind. Dabei haben die
Unzulénglichkeiten der klassischen Elektrodynamik selbst oft den Anstofs gegeben diese weiteren
Entwicklungen aufzugreifen. Das Konzept der Punktladung, das wir als Idealisierung einfiithren
miissen, wird sich als problematisch herausstellen und ein “klassisches Atom” kann, wie wir sehen
werden, aufgrund der klassischen Elektrodynamik nicht stabil sein.

1. Man koénnte argumentieren, dass Newtons Gravitationsgesetz den freien Fall nahe der Erdoberfliche mit den
Kepler-Gesetzen vereinigt hat, die die Umlaufbahnen von Planeten und Monden beschreiben. In gewissem Sinne ist
natiirlich auch das eine Vereinheitlichung, wobei allerdings beachtet werden sollte dass es vor dem Gravitationsgesetz
keine physikalische Erklarung fiir das Kepler-Gesetz gegeben hat.
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Auch in mathematischer und rechentechnischer Hinsicht werden Sie in dieser Vorlesung vieles
kennen- und anwenden lernen, was weit iiber den Bereich der klassischen Elektrodynamik hinaus
Anwendung findet. Elektrodynamik ist in den Begriffen der Vektoranalysis formuliert - V und die
Integralsdtze werden unsere besten Freunde sein. Wir werden partielle Differentialgleichungen 16sen
und sehen, wie die Fourier-Transformation viele Probleme vereinfacht. Und wir werden viele der
Probleme tatsdchlich analytisch 16sen konnen, weil die Elektrodynamik eine freundliche, lineare
Theorie ist (genau gesagt: die Maxwell-Gleichungen sind linear in den Feldern). Diese Techniken
werden Thnen spéter unter anderem das Riistzeug dafiir geben z.B. die Schrédinger-Gleichung der
Quantenmechanik zu verstehen und zu lésen.

1.2 Struktur der Vorlesung

Wir werden die Vorlesung mit Elektrostatik beginnen, d.h. mit der Untersuchung der Eigenschaften
statischer Ladungsverteilungen. Ausgehend vom Coulomb-Gesetz, das die Kraft zwischen zwei sta-
tischen elektrischen Ladungen beschreibt und mathematisch nach dem Vorbild des Newton’schen
Gravitationsgesetzes formuliert ist, werden wir das statische (also nur vom Ort und nicht von der
Zeit abhéngige) elektrische Feld E und das daraus abgeleitete Potential ® zunéchst als Hilfsgrofen
einfiihren und lernen, wie wir sie fiir verschiedene interessante Ladungskonfigurationen berechnen.

Im zweiten Teil der Vorlesung wenden wir uns der Magnetostatik zu, der Untersuchung statio-
nérer, zeitlich nicht verdnderlicher Strome. Diese bewirken magnetische Wirbelfelder B , die auch
mithilfe eines Vektorpotentials A Dbeschrieben werden konnen. Analog zur Elektrostatik werden
wir auch hier Techniken kennenlernen Magnetfelder aus gegebenen Stromen zu berechnen. Die
Magnetostatik ist, wie die Elektrostatik, eine dreidimensionale Feldtheorie, also zeitunabhéngig.

Im dritten Teil der Vorlesung werden wir uns mit zeitabhéngigen Phinomenen befassen. Wir
werden sehen, dass die Beschreibung mittels zeitunabhéngiger Felder problematisch ist und wie
wir diese ergénzen miissen. Das Induktionsgesetz und der Verschiebungsstrom werden uns zu den
Maxwell-Gleichungen fiihren, die eine neue Art von dynamischen Losungen zulassen.

Im vierten Teil der Vorlesung werden wir sehen, wie eine neue Naturkonstante, die Licht-
geschwindigkeit ¢, aus den Maxwell-Gleichungen folgt und welche Konsequenzen diese fir die
klassische Mechanik hat.

Schliefslich werden wir die Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie betrachten und sehen,
wie wir sie analog zur klassischen Lagrange’schen und Hamilton’schen Mechanik formulieren und
aus einem Extremalprinzip herleiten kénnen.

2 Elektrostatik

Elektrostatik, wie Magnetismus, sind Phénomene die seit der Antike bekannt sind. Das Wort
“Elektrizitit” leitet sich vom altgriechischen Wort fiir Bernstein (“elektron”) ab. Trotzdem wurden
die ersten quantitativen Gesetze fiir die elektrische Kraft aber erst am Ende des 18. Jahrhunderts
aufgestellt

2.1 Das Coulomb-Gesetz

Im Jahre 1785 verdffentliche Charles Augustin de Coulomb ein Gesetz, das die Kraft zwischen zwei
statischen, unbewegten Ladungen (hier ¢ und ¢1) beschreibt:

F)O(q—q;fo
r
Dabei ist r = |Z — Z;1| der Abstand zwischen den Ladungen, die an den Punkten Z und 7#; sitzen

und Zp= (Z — Z1) /r der Richtungsvektor der Verbindungslinie. Dieses Gesetz ist nach dem Muster
des Newton’schen Gravitationsgesetzes aufgestellt und vereint folgende empirische Resultate:

1. Die Kraft ist proportional zu jeder der beiden Ladungen ¢ und ¢

2. Die Kraft ist proportional dem Quadrat des inversen Abstands
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3. Die Kraft zeigt entlang der Verbindungslinie der Punktladungen

Wie das Gravitationsgesetz die Idealisierung einer Punktmasse enthélt, enthélt das Coulomb-
Gesetz die Idealisierung einer Punktladung. Im Unterschied zum Gravitationsgesetz gibt es
allerdings positive und negative Ladungen, sodass elektrische Ladung, im Unterschied zur gra-
vitierenden Masse, abgeschirmt werden kann. Dariiberhinaus ziehen sich Punktladungen mit unter-
schiedlichem Vorzeichen an, was in der Definition der Proportionalitdtskonstante berticksichtigt
werden muss.

2.1.1 Festlegung der Einheiten

Wir miissen noch die Proportionalitatskonstante im Coulomb-Gesetz festlegen.

Im SI-System ist die Einheit der Ladung das Coulomb (C), wobei ein Coulomb iiber die
Elementarladung des Elektrons

e=1.602176634 x 10~1°C
definiert ist. Das Coulomb-Gesetz lautet damit

= 1 qq
F= =T
dmeg 12 0

wobel

C
N-m?

als Dielektrizitatskonstante des Vakuums bekannt ist. Die Kraft auf zwei Ladungen von je
1C in einem Abstand von 1m zueinander ist daher F'~9 x 10°N.

£0=18.8541878128(13) x 1012

Im (obsoleten) cgs-System ist die Einheit der Ladung 1esu (electrostatic unit, oder auch 1
Franklin) tiber die Coulomb-Kraft definiert. Zwei Ladungen von je 1esu im Abstand 1cm
iiben aufeinander eine Kraft von 1dyn aus. Daher ist das Coulomb-Gesetz einfach

F=11z,
T
Wir haben
gem  lesu?

1 =1 =
dyn s2 1lcm?

daher ist
1 3
lesu=1gZcm2?s™!
Im Vergleich zum Coulomb ist das eine sehr kleine Ladung:

1C222.99792458 x 10° esu
und die Elementarladung ist
e=4.8032068(15) x 10~ *%esu

Im Rest der Vorlesung werden wir SI Einheiten verwenden.
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2.1.2 Superpositionsprinzip

Neben der Coulomb-Kraft gibt es keine weitere Kraft zwischen statischen Punktladungen. Die
Gesamtkraft fiir eine Ladungsverteilung kann daher auf die Summe der Coulombkréfte zwischen
den Punkten reduziert werden.

2.2 Das elektrische Feld

Die Coulomb-Kraft, wie im {ibrigen auch die Newton’sche Gravitationskraft, ist ein physikalisch
nicht sehr zufriedenstellendes Konzept, da sie eine Fernwirkung beinhaltet. Machen wir ein Gedan-
kenexperiment, indem wir z.B. die Sonne plétzlich verschwinden lassen. Laut Newton’schem Gravi-
tationsgesetz wiirde die Wirkung der Schwerkraft der Sonne auf die Erde damit sofort enden,
obwohl, wie wir wissen, Licht von der verschwundenen Sonne immer noch ca. 8 Minuten lang
die Erde erreichen wiirde.

Um einen allerersten Schritt weg von einer Fernwirkung zu machen, interpretieren wir das Cou-
lomb-Gesetz etwas um. Anstatt eine Fernwirkung zwischen zwei Ladungen zu haben, betrachten
wir zunéchst eine der beiden Ladungen, z.B. 1, und sagen, dass diese ein elektrostatisches Feld
E; erzeugt, das wir so definieren

=, 1 q -
BA@) = gy 2 o

Die Kraft auf die Probeladung ¢ ist demnach
F(@)= g By(#)

Wir haben die Fernwirkung also rein formal dadurch beseitigt, dass wir die zwei Ladungen aufge-
teilt haben in eine, die das elektrische Feld erzeugt und eine zweite, die in diesem Feld eine Kraft
spirt. Natiirlich ist es im konkreten Fall unserer zwei Ladungen ¢ und ¢; so, dass wenn wir die
Kraft auf ¢ wissen méchten, wir das elektrische Feld betrachten miissen, das von ¢; verursacht wird
und umgekehrt. Wenn wir also die Kraft z.B. auf ¢ wissen mdchten, diirfen wir das elektrische
Feld, das g selbst erzeugt, nicht mit beriicksichtigen. Daher héngt die Kraft, die auf g wirkt
nicht vom tatsdchlichen elektrischen Feld der Konfiguration mit ¢; und ¢ ab, sondern vom Feld
der hypothetischen Konfiguration, in der g nicht vorhanden ist. Um diese Diskrepanz aufzulésen
fiihren wir das Konzept einer Probeladung ein, deren elektrische Ladung vernachlassigbar klein

ist, sodass sie das elektrische Feld selbst nicht beeinflusst. Damit gelangen wir zur allgemeinen
Definition des elektrischen Feldes einer Ladungsverteilung

= 1
E(Z):=1lim - F(Z
(@)= lim < F(@)

basierend auf der elektrostatischen Kraft F/(Z), die am Ort # auf die Probeladung ¢ wirkt.

2.2.1 Das elektrische Feld einer Ladungsverteilung

Zunachst schreiben wir das elektrostatische Feld einer Punktladung als
= 1 ¢
E@) = Fﬁoﬁxo
1 g1 -7
dmeg 2 7
Q. T-T
4 TEQ |£Z" - .’Z"l|3

Aufgrund des Superpositionsprinzips ist es nun einfach, das elektrische Feld fiir beliebige Punkt-
ladungen ¢;, die sich an den Orten Z; befinden, zu ermitteln. Wir haben

L 2
E(7)= > ERAE

47 EQ “—
K3
was fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen mit Ladungsdichte p(Z’) verallgemeinert werden kann

zZu
l

3 oy X
/d x’p(x’)-|f7f,|3
1%

-

B(@)=

47T€0



ELEKTROSTATIK 7

Anmerkung. Aus dem kontinuierlichen Ausdruck kénnen wir den Ausdruck fiir die Punktladung
wieder zuriickgewinnen, indem wir die Ladungsdichte als eine Summe von §-“Funktionen”

p(T) = Z 4 6%(Z — 1)

schreiben, wobei das Dirac’sche ¢ definiert ist als

0(z) = 0 fur x+#0
1 0eR
/5(x)da::{0 0¢ R
R

und §%(Z) = 6(z) §(y) 6(z). Natiirlich ist das Dirac & keine Funktion im mathematischen Sinne
(es kann mathematisch sauber als Distribution definiert werden), doch wir werden es effektiv so
betrachten. Seine wichtigsten zwei Eigenschaften lauten

[1@)8e—a)ao= f(a)
R
das direkt aus der Definition folgt und

/ f(2) 8'(z — a)dz = f'(a)
R

was mittels partieller Integration bewiesen werden kann.

Fiir die weitere Entwicklung benétigen wir den Gaufi’schen Integralsatz, der den Fluss eines

Vektorfeldes (hier des elektrischen Felds E) durch eine geschlossene Oberflache beschreibt. Dazu
betrachten wir zunéchst ein infinitesimales Volumenelement entlang der kartesischen Koordinaten-

achsen:
Bie +2) / Be+d2)

AN
N

P S
St
R
___@l_______
D a
- N
N

T

In der Skizze betrachten wir die Flussdnderung in der z-Richtung. Der Fluss durch eine Ober-
flache ist gegeben als

d¢=dAE-ii

wobei dA das Oberflichenelement und 7i der Normalvektor sind. Fiir die obere Fliche in der Skizze
ist der Fluss aus den infinitesimalen Quader dzdy Ez(z +dz), wihrend fiir die untere Fliche der
Fluss in den infinitesimalen Quader dzdy E‘z(z) ist. Der Gesamtfluss aus dem Quader durch die
obere und untere Fléche ist daher

OE.

d¢,=(E.(z+dz) — E,(2))dxdy = 5

dV
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Eine analoge Konstruktion fiir die - und y-Richtungen ergibt den Gesamtfluss aus dem infinite-
simalen Quader

+—2+

0E, OE, OFE.
d¢d¢x+d¢y+d¢z<8x 8;’ - >dV

Der Ausdruck in der Klammer ist die Divergenz des elektrischen Feldes in kartesischen Koordinaten

. . 0, OF, OF.
VE= G Ty T

Wir kénnen nun ein beliebiges Volumen V' nehmen und es mit infinitesimalen Quadern fiillen. Der
Gesamtfluss aus dem Volumen V ist nur durch den Gesamtfluss durch seine Oberfliche OV gegeben,
da in den Grenzschichten zwischen zwei Quadern im inneren des Volumens immer ein Fluss nach
auflen und ein gleich grofier nach innen zeigt. Daraus erhalten wir den Gauft’schen Integralsatz

¢= ¢ E(x)idA= [ V-E(z)-dV
froma-]

Wenden wir den Gaufs’schen Integralsatz fiir eine Punktladung ¢; an am Ort Z; an. Wir berechnen
zunichst die Divergenz des resultierenden elektrischen Feldes:

= = q1 & :f—:fl
E =
Vv 47‘(50 |{f—{fl‘3
_ . @Q 3
- 3
AT (& —a0) 4 (y — )2+ (2 — 2027

Ameo 2}((5E*w1)2+(yfy1)2+(z—z1)2)g
- _a 3 1 (T — 21)-(Z — 71) )
meo (z—21)2+(y—y1)?+ (2 — ,21)2)g (x—21)* +(y —y1)* + (2 — 21)?

=0 Vitd

und sehen, dass diese {iberall verschwindet aufser am Ort, an dem sich die Ladung befindet. Wir
sehen daher, dass der elektrische Fluss durch die Oberfliche eines beliebigen Volumens V' ver-
schwindet, wenn dieses nicht die Punktladung enthalt:

¢V ]{E(x).ﬁdAz/ﬁ-E(x)-dvzo
ov 14

Um den elektrischen Fluss durch die Oberflache eines Volumens zu berechnen, das die Ladung
enthélt, betrachten wir zunédchst eine Kugel mit Radius R um Z;. Das elektrische Feld steht
senkrecht zur Kugeloberfliche, daher ist der Gesamtfluss durch die Kugeloberfliche gegeben durch

¢ = ¢E(x)idA
!

1

= 4 2 41 L

TR 47T60R2
_a
€o

Dies gilt im Speziellen auch im Grenzfall R — 0, daher haben wir insgesamt

V-E(%) :%53(5 — )

Mithilfe des Superpositionsprinzips konnen wir dieses Ergebnis fiir mehrere Punktladungen ¢; an
den Orten Z; verallgemeinern

V-E@) =Y L5z,



ELEKTROSTATIK 9

und schlieRlich den Ausdruck fiir eine Ladungsdichte p(Z) erhalten:

Dieses Ergebnis hat zwei unmittelbare Konsequenzen:

1. Der Gesamtfluss ¢ durch die Oberflache eines Volumens ist nur durch die Gesamtladung im
Volumen gegeben. Fiir allgemeine Ladungsverteilungen lautet dieser

¢WU:%E@MMA:%/Mde
ov 1%

und fiir den speziellen Fall von Punktladungen
— 4
oV)= 2 o
2, eV

2. Positive Ladungen @ sind Quellen und negative Ladungen © sind Senken des elektrischen
Feldes. Wir konnen daher die bekannten Feldlinien zeichnen und finden folgende Eigen-
schaften:

e Feldlinien beginnen in ¢ und enden in &

e Die Anzahl der Feldlinien, die an den Ladungen beginnen oder enden ist proportional
zur Ladung

e Die Richtung des elektrischen Feldes E ist durch die Tangente an die Feldlinie gegeben
e Der Betrag des elektrischen Feldes \E| ist proportional zur Feldliniendichte

Wir wissen nun, dass Feldlinien in Ladungen beginnen und enden, aber gibt es auch geschlossene
Feldlinien? Berechnen wir dazu das Umlaufintegral

%E@
0A

entlang des Randes JA einer Fliche A. Wie beim Beweis des Gaufs’schen Integralsatzes betrachten
wir zunéchst auch hier eine infinitesimale rechteckige Fliache entlang der Koordinatenachsen, z.B.
z und y, sodass die Flachennormale der Einheitsvektor in z-Richtung ist

dy

(e

dx

Das Konturintegral lautet
= O O L 1 I
EFdi = E, x—gdy dz + E, x+§dx dy — F, x+§dy der — B, x—gdx dy
A

OB, OB.3)
= dedy oy dydz

= (0.By—0yE;)dzdy

wobei wir den Klammerausdruck als z-Komponente der Rotation V x E und dz dy als die Fla-
chennormale 77 do in z-Richtung erkennen. Fir die z- und y- Richtung kénnen wir jeweils analoge
Ausdriicke ableiten. schlieflich kénnen wir jede beliebige geschlossene Kurve mit infinitesimalen
Rechtecken in den Koordinatenrichtungen fiillen und, da innere Linien immer doppelt mit jeweils
verschiedener Richtung (also verschiedenem Vorzeichen) auftreten, bleibt in der Summe wieder nur
der Umfang der gesamten Fldche und wir erhalten

féﬁz/wx@ﬁm
0A A
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den Stokes’schen Integralsatz. Eine zentrale Eigenschaft dieses Integralsatzes ist die Unabhén-
gigkeit des Resultats von der genauen Form der Fliche A. Jede Fliche B, die denselben Rand
0A = 0B hat, liefert dasselbe Ergebnis.

Wir wollen nun sehen, ob es im elektrostatischen Feld geschlossene Feldlinien gibt, d.h., ob es
Umlaufintegrale des elektrostatischen Feldes gibt, die nicht verschwinden. Wir betrachten zunéchst
wieder den Fall einer Punktladung und verwenden anschliefsend das Superpositionsprinzip, um das
Resultat zu verallgemeinern. Fiir eine Punktladung ¢; am Ort #; haben wir

— - ql
E =
VX 47T€0vx‘ —51‘3

47T€0 z—2

3 g z—21)2(y—y1) — (y— 1) 2(z — 21)

547760

T
T
Oy T —T .
= Lo, x| y—wm (=224 @y —y)2+(z—21)?) 2
(
(

(y—y1)2(x —z1) — (z —21) 2(y — 1)
— 0 Vith

Wieder kénnen wir {iber den Punkt Z1, an dem die Ladung sitzt, zunichst keine Aussage treffen.
Wir konnen aber feststellen, dass wenn wir ein Umlaufintegral um eine Flache A wihlen in der
71 enthalten ist, der Rand dieser Fliache OA immer auch durch eine andere Flache A’ ausgedriickt
werden kann (also 0A =0A’) in der #; nicht enthalten ist. Daher ist also

f E-dz = f E.dz
OA

0A’

= /(6 x E)-idA
A/

=0

Wir kénnen auch direkt das Umlaufintegrals um einen Kreis dessen Zentrum Z; ist berechnen.
Da das elektrische Feld E auf dem gesamten Kreisring immer normal auf den Tangentialvektor dZ
steht, sieht man auch hier sofort, dass das Umlaufintegral verschwindet. Daraus folgt nun, dass die
Rotation des elektrostatischen Feldes fiir eine beliebige Ladungsverteilung ebenfalls verschwindet.
Wir haben damit die zwei Grundgleichungen fiir elektrostatische Felder gefunden, von denen wir
im Rest des Kapitels ausgehen werden. Wir schreiben sie in differentieller und integraler Form:

- 1
€0 ov

fBaz =0
0A

T

V-

Bemerkung. Diese Grundgleichungen des elektrostatischen Feldes kénnen wir als topologische
Aussagen verstehen. Ob eine Punktladung sich innerhalb oder ausserhalb einer Oberfliche in R3
befindet ist eine wohldefinierte, topologische Eigenschaft. Es ist daher rein mathematisch moglich
dem elektrischen Fluss aus einer Oberfliche eindeutig die Ladung innerhalb dieser Oberfliche
zuordnen. Die Identifikation einer Punktladung mit einer Quelle des elektrostatischen Feldes ist
also logisch moglich und wie so oft ist in der Natur alles logisch mdgliche auch realisiert. Ganz
anders verhilt es sich beim Umlaufintegral. In R? ist es nicht eindeutig ob eine Schleife, iiber die
das Umlaufintegral gebildet wird, die Punktladung umschliesst oder nicht. Entsprechend ist es auch
logisch inkonsistent und daher in der Natur auch nicht realisiert, dass eine statische Punktladung
ein Wirbelfeld mit nichtverschwindendem Umlaufintegral erzeugt. Objekte in R3, die eindeutig von
einer Schleife umschlossen werden, sind selbst wieder Schleifen (oder unendlich lange Linien). Von
unendlich langen Linien oder Schleifen kénnen wir in R? durchaus eindeutig sagen ob (und auch

z—11)2(z—21)—(z—21)2@@—z1) |(z—=2)°+(y—v1)°+(z—21)%)"

| ot
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wie oft) sie von anderen Schleifen umwickelt werden und entsprechend koénnen solche Objekte Wir-
belfelder produzieren. In der Magnetostatik, in der geschlossene Stromschleifen die Grundobjekte
darstellen, werden wir darauf zuriickkommen und sehen wie diese geschlossenen Stromschleifen
tatsdchlich magnetische Wirbelfelder produzieren.

2.3 Das elektrostatische Potential

Versuchen wir nun die Feldgleichungen, die wir gefunden haben, moglichst allgemein zu l6sen. Dazu
betrachten wir zunéchst wieder das Feld einer Punktladung ¢; am Ort 7

E = _9

Wir stellen fest, dass sich dieses Feld, &hnlich dem Gravitationsfeld der Newton’schen Gravitation,
als Gradient eines Skalarfeldes schreiben lasst. Im Speziellen ist

Z-3 o 2 2 N2
|5_51|3 = Yy—u ((33—331) +(y—y1) +(z—z1)) 2
zZ—z1

—

Oa )
(%)KIIQ2+Wy02Hsz)2
0.

1
iz

. 1]
und somit

mit
. Q 1
P(F) =L~
(l‘) 471'80 |f—f1|

dem skalaren Potential. Wieder kénnen wir das Superpositionsprinzip verwenden, um das skalare
Potential einer Menge von Punktladungen ¢; an den Orten Z;

. 1 qi
() =
() WOZ 17— 2|

bzw. einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(Z’)

B(F) = — /d%/ﬂ

e 7 — 2]

zu erhalten. Da im Allgemeinen die Rotation eines Gradienten verschwindet, ist die homogene
Gleichung V x F =0 mit dem Finden des Potentials ®(7) bereits gelost. Es bleibt nur die inhomo-
gene Gleichung V-FE = p /e zu 16sen, die mit dem Potential geschrieben lautet:

AD=V- (VD)= —gﬁ
0

Diese Gleichung wird Poisson-Gleichung genannt und der Operator
A=02+092+0?

heiftt Laplace-Operator. Aus der Definition des Potentials sehen wir, dass elektrische Feldlinien
parallel zum Gradienten des Potentials verlaufen

E = -Vd =E|Vo
Betrachten wir nun die Verschiebung einer Probeladung ¢ von einem Punkt Z; zu einem Punkt Z5
in einem elektrischen Feld £ = —V®
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Dabei parameterisieren wir die Strecke, die die Probeladung durchlauft mit Z(s), wobei s von 0
bis 1 lauft. Hierbei ist wichtig zu beachten, dass wir diese Verschiebung nicht als einen dynamischen
Vorgang sehen, also keine Ladung die Strecke wirklich in einer endlichen Zeit durchlduft. Solche
Aufgaben kénnen wir noch nicht 16sen, da wir in der statischen N&herung arbeiten. Was wir
stattdessen mit dieser Verschiebung meinen, ist eine Abfolge statischer Konfigurationen, deren
Energie wir jetzt vergleichen wollen. Die durch diese Verschiebung gewonnene Arbeit kénnen wir
darstellen als

€2

W = /qE(z)Eg

\%
00 \ [ do
Oz ds
oD dy
3y 1 |98
o0 dz
0z ds

0P dzx 0®dy 0P dz
8:Eds+8yds+8zds)ds

womit sie nur von der Potentialdifferenz des Anfangs- und Endpunktes abhéngt, nicht aber vom
Weg. Im Speziellen kénnen wir Aquipotentialflichen definieren, auf denen ® konstant ist. Da man
Probeladungen entlang dieser Aquipotentialflichen ohne Kraftaufwand verschieben kann, muss das
elektrische Feld E normal zu den Aquipotentialflichen stehen.

2.4 Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung

Wir haben die Losung elektrostatischer Probleme, das heifit die Bestimmung des elektrischen Feldes
aus einer gegebenen Ladungsverteilung, nun im Allgemeinen auf die Losung der Poisson-Gleichung

Ab=—L
€0
zurlickgefithrt. Die Poisson-Gleichung ist eine partielle, elliptische, inhomogene Differentialglei-
chung im Potential ®, die wir fiir eine allgemeine Ladungsverteilung p l6sen mochten. Tatsachlich
kennen wir eine Losung schon, nun wollen wir aber etwas systematischer vorgehen. Wir 16sen
die Poissongleichung zunichst fiir eine Punktquelle p(Z) = §%(Z — Z’). Diese Losung nennen wir
Green’sche Funktion G(Z,2’), d.h. wir haben die Relation

AGF i) =—— 633 — ')
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Mithilfe der Green’sche Funktion kénnen wir dann die allgemeine Losung des elektrostatischen
Problems zu einer beliebigen Ladungsverteilung p(#) erhalten, indem wir die Green’sche Funktion
iiber die Ladungsverteilung integrieren

Dass dies eine Losung der Poisson-Gleichung ist, lasst sich leicht zeigen:

ABF) = A / &' p(#)G(F, 7))
R3

= /dgx’p(f’)AG(f,a_c")

R3
= —/d?’x’p(f’) 33 (F -3
€0
R3
1
= —P(ff)g—o

Wie kénnen wir die Green’sche Funktion bestimmen? Da sie das Potential einer Punktladung ist,

kennen wir sie schon! Wir haben
1 1

T drme T — 1]

G(Z,7")

womit wir wiederum das schon bekannte Potential einer beliebigen Ladungsverteilung erhalten:

- 1 5, p(@)
() =—— [ P2/ L2
@) =Trz / =7
R3
Dies ist nun tatsédchlich eine Losung der Poisson-Gleichung, doch es ist nicht die allgemeinste
mogliche Losung. Um das zu sehen betrachten wir kurz die homogene Poisson-Gleichung, die
sogenannte Laplace-Gleichung

A®p=0

Wenn wir eine beliebige Losung @, der Laplace-Gleichung zu unserer Lésung der Poisson-Gleichung
addieren, also wenn wir das Potential

DN W G RS
*@) =12, /d T g T (@) (1)
RB

betrachten, so ist dies ebenfalls eine Losung der urspriinglichen Poisson-Gleichung. Wie aber
kénnen wir nun bestimmen, welche die richtige Losung fiir unser physikalisches Problem ist? Die
Antwort ist, dass wir dafiir Randbedingungen benétigen. Wenn wir z.B. annehmen, dass die
Ladungen im unendlichen Euklid’schen Raum leben und das Potential in unendlicher Entfer-

|#|— o0

nung verschwindet ®(Z) ——— 0, so ist die homogene Losung &5, =0.

Anmerkung. An dieser Stelle ist es interessant zu sehen, dass es keine physikalische Rechtferti-
gung dafiir gibt das Potential im Unendlichen genau auf 0 zu setzen. Tatséchlich konnten wir hier
jede beliebige andere Konstante verwenden, also ® (%) rizee, ®,, womit die homogene Losung
dj, = &, sein wiirde. Diese Addition einer Konstanten zum Potential hat keinerlei physikalische
Auswirkungen: Das elektrische Feld E = —V® bleibt unveréindert. Dies ist das erste Beispiel einer
Redundanz in der Beschreibung eines physikalischen Systems, deren Verallgemeinerung wir spéter
als sogenannte Eichsymmetrie kennenlernen und deren volle Bedeutung erst in der Quantenme-
chanik klar werden wird.

Betrachten wir als einfaches Beispiel zunéchst kugelsymmetrische Ladungsverteilungen

—

p(@)=p(r)  r=|Z|



14 ABSCHNITT 2

im ansonsten leeren Raum, d.h. ®(Z) ———— 0. Die Gesamtladung der Verteilung ist

|#|— o0

Q=4x [ p(r)ridr
/

und die Ladung, die innerhalb einer Kugel mit Radius R liegt ist, bezeichenen wir mit
R

Q(R):47r/p(r) r2dr
0

Aufgrund der Kugelsymmetrie der Ladungsverteilung und der Randbedingungen ist auch das
elektrische Feld radial und kugelsymmetrisch. Das Oberflachenintegral des elektrischen Feldes fiir
eine Kugel mit Radius R um den Ursprung ist daher

fﬁdzzgﬁﬁ
€0
oV

Da das elektrische Feld radial ist, ist es iiberall normal zur Oberfliche und wir erhalten

1n R E(R)= 20
€0
oder
_ Q)
E(r)= dmeqr?
In vektorieller Form erhalten wir daher

ﬂ@=§Eﬁﬁugg%5

was mit dem Ausdruck fiir eine Punktladung Q(r) iibereinstimmt. Um das dazugehorige Potential
zu finden betrachten wir zunéchst die allgemeine Form des Gradienten fiir ein radialsymmetrisches
Potential. Unter Verwendung der Beziehung

2 e,y ) = BBD prip(a,y,2))

OV P+ 22,

Tf(r)
x df(r)

NS
)

x df(r
o dr

und &hnlicher Beziehungen fiir y und z erhalten wir

<

0% -
> B do do
- odb X
Vo(r) = By (r(z,y,2)) = % T 7 oar (2)
P z
E T
Wir sehen also, dass
ZdAde(r) =, _ @ T
@ =Vo([F)=—E(T)= ?E<7“)
und somit
__de(r)
E(r)= dr

Wir konnen also das Potential aus dem elektrischen Feld durch Integration

D(r)=D(rg) — /E(r’)dr’
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erhalten. Setzen wir das Potential im Unendlichen auf ®(rg) —— 0, so erhalten wir

Fiir den Spezialfall einer homogen geladenen Kugel haben wir

3
pr)={ @ TSE
0 r>R
und daher

Q(r)z{%Q rsh
Q r>R

woraus sich das elektrische Feld

r
47r€oR3Q TSR

Bry={
4megr? r>R

ergibt. Mit einem im Unendlichen verschwindenden Potential haben wir also fiir r > R

O(r) = ]OE(T’)dr’

__Q Lo
o 4dmeg r’zdr
Q

dmegr

und im Anschluss fiir r < R

o(r) = @(R)—/E(r')dr'
R .

- Q Q ' gt
IreeR dreir )T

R
__Q (R
o 47T60R 2R2

_ Q 3RZ -2
" drmeoR 2 R?

2.5 Energie des elektrostatischen Feldes

Wir wollen nun die Gesamtenergie einer Konfiguration von n Punktladungen ¢; an den Orten
Z; bestimmen. Dazu gehen wir folgendermafien vor: Wir beginnen mit dem unendlichen, leeren
Raum, dem wir die Gesamtenergie W =0 zuordnen. Nun geben wir die erste Punktladung ¢; in
diesen Raum, genauer gesagt, wir verschieben sie vom Unendlichen zum Punkt Z;. Dabei wird
keine Arbeit verrichtet oder Energie frei, da es noch keine weiteren Ladungen gibt und sich g1, als
Probeladung betrachtet, im feldfreien Raum bewegt. Nun machen wir dasselbe, nacheinander, mit
allen anderen Punktladungen ¢;. Wenn wir also ¢; vom Unendlichen zu seiner endgiiltigen Lage
bei Z; verschieben, miissen wir dafiir das Potential der schon vorher an ihren Platz geschobenen
Punktladungen g¢;, j <14 beachten. Dieses Potential ist

i—1
1 qi
®;(7) = -
@) 47reojz,l EREh
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Fiir die Verschiebung von ¢; aus dem Unendlichen zum Punkt Z; benétigen wir eine Energie
Ui = ¢:®(3)
;] izt i
- i 4i
471'60 Z |.’fz—.’f]‘
j=1

Die Gesamtenergie der Ladungskonfiguration ist gleich der Summe iiber alle diese Einzelenergien,

also B
U=> U

=1

n

_ 1 45 i
N 4775022 |aclj—ac]|

1=1 j=

" Sra X -
871’80 |Z; — @5

Im letzten Schritt der obigen Rechnung haben wir die Symmetrie der Summanden ausgenutzt
und beide Summen laufen von 1 bis n. Wir miissen dabei allerdings ¢ = j ausschliefen, da dies
die Energie einer Punktladung in dem von ihr selbst erzeugten Feld bedeuten wiirde, die aber
divergiert. Dieses Problem, das auch als Selbstenergieproblem bekannt ist, haben wir durch die
Einfiihrung der idealisierten Punktladung selbst verschuldet. Es ist sozusagen der Preis, den wir
fiir das Benutzen der d-Funktion bezahlen. Wenn wir den Ausdruck fiir die Gesamtenergie auf
kontinuierliche Ladungsverteilungen verallgemeinern, so erhalten wir

= Y
_ 1 d3z dgx'w
8meg |Z — 2|

R3 R3

bei dem es nun keine Rolle mehr spielt, ob wir die Einschrdnkung 7 # Z’ verlangen oder nicht, weil
die davon betroffenen Punkte im Integral vom Mass 0 sind. Wir schreiben diesen Ausdruck nun

noch etwas um:
1 3 = 1 3./ :0( )
U 5 /d mp(m)47750 /dx |"—x’|
R3

R3
: / &2 p(7) B(F)
RS

Wir verwenden nun unsere elektrostatische Grundgleichung p= 50§~E und erhalten

U = % B2rV-E(7) d(7)
RB

woraus wir durch partielle Integration schlieflich

U = 8°/d3 Vo(
:50/d3 E2

erhalten. Wir konnen die Energie einer Ladungskonfiguration also ausschliefslich {iber deren elek-
trisches Feld berechnen, wobei wir dem elektrischen Feld eine Energiedichte

(@) = EX(3)

%31
~—

zuordnen konnen. An dieser Stelle miissen wir mit der physikalischen Interpretation allerdings
vorsichtig sein. Obwohl es naheliegend ist dem elektrischen Feld selbst eine Energiedichte zuzu-
ordnen, konnen wir in der Elektrostatik alleine niemals beweisen, dass das Feld selbst Energie
besitzt. Der Grund dafiir ist einfach, dass wir in der Elektrostatik nur zeitlich unverdnderliche
Situationen betrachten und es daher keinen Energiefluss gibt. Wir kénnen also nicht sagen, dass
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sich Energie von einem Ort zu einem anderen bewegt und damit auch nicht, wo sie lokalisiert
ist. Daran andert auch die Art der gedanklichen Konstruktion unserer Ladungsverteilung nichts,
in der wir ,Ladungen aus dem Unendlichen kommend an ihren Platz verschoben haben. Diese
Konstruktion entspricht keinem wirklichen, dynamischen Prozess, wie er in der Natur vorkommt,
sondern war nur eine Hilfskonstruktion - eine gedankliche Aneinanderreihung verschiedener sta-
tischer Konfigurationen, die es uns erlaubt hat die Gesamtenergie zu berechnen, uns aber keinen
Hinweis darauf gibt, wo diese lokalisiert ist.

2.5.1 Das Selbstenergieproblem
Kehren wir noch einmal dazu zuriick, wie problematisch das Konzept einer Punktladung ist. Wenn
wir die elektrostatische Energiedichte im Feld einer Punktladung ¢ am Ursprung berechnen, so
erhalten wir

u(r) = - E*(r)

was am Ursprung, als am Ort, an dem die Punktladung sitzt, divergiert. Um wirklich sicher zu
gehen, dass dies ein Effekt der Punktladung ist, konnen wir z.B. die Energiedichte einer homogen
geladenen Kugel mit Radius R betrachten, fiir die wir das elektrische Feld ebenfalls schon berechnet
haben. Wir erinnern uns, dass

r<R

—— q
E(T) 4meg R3
r>R

9
4dmegr?

und damit die Energiedichte fiir 7 > R genau der der Punktladung entspricht. Fiir » < R haben wir
hingegen

u(r) = %EQ(T)

€0 r 2
o ?(471’6033 q>
1 q2T2

32m2ey RS

was iiberall endlich ist. Die Gesamtenergie der homogen geladenen Kugel ist

U= 4n

1 q2,r,2 1 q2
S S A, P/ S S|
" 3272ey RS s 3272y rd "

[
:

) R oo
Bl R ! 1
= Sree RG/T dr+/r2dr

0 R
2

q 1
= ———( =+1

87T€0R<5+ )

3 4
20 WEQR

was fiir endlichen Kugelradius R endlich ist, aber fir R — 0 divergiert. Nun kénnten wir den
Standpunkt vertreten, dass dies ein rein akademisches Problem sei. Wir haben eine Idealisierung
eingefiihrt und sehen, dass diese uns technische Probleme bereitet. Wenn es in der Natur nur kon-
tinuierliche Ladungsverteilungen gibt, so ist dieses Problem irrelevant fiir die Naturbeschreibung.
Tatséchlich aber scheint es so zu sein, dass es in der Natur nur Punktladungen gibt. Auch die Hoff-
nung, dass Quanteneffekte die klassische Punktladung so ,ausschmieren®, dass die Divergenz der
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Selbstenergie verschwindet, hat sich so nicht bewahrheitet. Selbst in der Quantenelektrodynamik
stellt sich dieses Problem immer noch - sogar in etwas verschéarfter Form - und fiihrt dort zu der
Notwendigkeit, die Theorie zu regularisieren und renormieren.

2.6 Randwertprobleme mit idealen Leitern

Ideale Leiter sind Materialien mit beliebig vielen Ladungstragern und ohne elektrischen Wider-
stand in ihrem Inneren. Legt man ein elektrisches Feld an einen idealen Leiter an, so beschleunigen
die Ladungstréger entlang der Feldlinien, bis sie auf den Rand des Leiters treffen. Da es beliebig
viele Ladungstréger in einem idealen Leiter gibt, geschieht dies so lange, bis die Verschiebung der
Ladungstriger ein Gegenfeld im Leiter aufgebaut hat, das das dufere Feld vollkommen aufhebt. In
der Elektrostatik betrachten wir nur diesen Endzustand, der dadurch charakterisiert ist, dass im
Inneren eines idealen Leiters E = 0. Daraus folgt unmittelbar, dass in einem zusammenhéngenden
Gebiet des Leiters iiberall dasselbe Potential herrscht. Im Speziellen sind damit Oberfldchen eines
idealen Leiters Aquipotentialflichen. Mit diesem Wissen kénnen wir Randbedingungen fiir das
elektrische Feld an der Oberfliche eines idealen Leiters formulieren:

1. Das elektrische Feld am Rande eines Leiters ist normal zur Leiteroberfliache. Dies folgt direkt
daraus, dass Leiteroberflichen Aquipotentialflichen sind. Wir kénnen an der dukeren Ober-
fliiche des Leiters also schreiben E =i E, wobei 7 der nach aufen gerichtete Normalvektor
der Oberfliche und E die nach aufen gerichtete Feldkomponente des elektrischen Feldes ist.

2. An der Oberflache des Leiters existiert eine Flachenladungsdichte o(Z) =e¢ E(Z). Dies
folgt direkt aus dem Gauft’schen Integralsatz wenn wir als Volumenelement einen infinitesi-
malen Zylinder betrachten, dessen obere Begrenzungsfliche d A auferhalb und dessen untere
Begrenzungsflache innerhalb des Leiters liegt, wie in der folgenden Skizze im Querschnitt
dargestellt:

E
dA

Die Gesamtladung im Zylinder ist dg=o0dA, damit ist der gesamte elektrische Fluss
aus der Zylinderoberfliche dp =dq/co=0dA/eo. Da das elektrische Feld im Inneren des
Leiters verschwindet, tragt die untere Begrenzungsfliche zum Gesamtfluss nichts bei. Der
Zylindermantel (e in der Skizze) verlauft normal zur Oberflache des Leiters und somit
parallel zu den elektrischen Feldlinien. Damit verbleibt nur die Aufienfliche dA, durch die
der Fluss dp = EdA betrégt, woraus EdA=0dA/ep und damit o(Z) =¢o E(Z) folgt.

Aus den beiden Bedingungen folgt die Form des elektrischen Feldes an der Leiteroberflache

- o
EF=—n
€o
oder
= o .
Vb =——
€0

Wir kénnen nun zwei verschiedene Typen des Randwertproblems mit idealen Leitern formulieren.
Der erste Typ, das sogenannte Dirichlet-Problem, bezeichnet die Losung der Poisson-Gleichung
mit Leitern in Volumina V;, deren Potentiale auf einen konstanten Wert ®; gesetzt sind, also
mathematisch

AR(T)=——p(Z) mit O(Z)[zcov, = P:
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Im zweite Problemtyp, bekannt als von Neumann-Problem, wird die Poissongleichung mit einer
gegebenen Oberflichenladungsdichte geldst, also
1 1

AD(Z) = - p(Z) mit #V(T)|zcov, = —5—00(:?)

2.6.1 Eindeutigkeit der Losungen

Beschiftigen wir uns kurz mit der Frage, in welchem Sinne das Dirichlet- bzw. das von Neumann-
Problem eine eindeutige Losung besitzen. Beginnen wir mit der Annahme, dass sowohl ®; als
auch @, Losungen des jeweiligen Problems sind. Daraus folgt, dass deren Differenz W= &, — &,
die Laplace-Gleichung A ¥(Z) =0 erfiillt und der Ausdruck ¥ A ¥ verschwindet. Integrieren wir
diesen {iber das Volumen V auferhalb des Leiters, so erhalten wir

0 = [dB2T(@)AVG)

Da fiir das Dirichlet-Problem U (Z) auf OV verschwindet und fiir das von Neumann-Problem
7-VW(Z), ist das erste Integral in beiden Féllen gleich 0. Daraus folgt dass

/d%(W(f))?:o
14

was nur erfiillt sein kann, wenn im gesamten Volumen V der Gradient @\I!(f) =0. Das bedeutet,
dass im gesamten Volumen V die Differenz zwischen zwei Losungen ¥ konstant ist. Fiir das
Dirichlet-Problem ist der Wert von ® auf 9V vorgegeben und daher U (Z)|zcay =0, weshalb auch
¥ =0 sein muss und die Losung eindeutig ist. Fiir das von Neumann-Problem ist dagegen nur die
Ableitung von ® entlang der Flachennormalen gegeben und daher eine Losung ®(Z) nur bis auf eine
additive Konstante eindeutig. Auch hier ist die Losung allerdings wieder in dem Sinne eindeutig,
dass das resultierende elektrische Feld E =—V® eindeutig ist und die additive Konstante im Poten-
tial nur eine Redundanz der Beschreibung desselben physikalischen Systems durch verschiedene
Potentiale darstellt.

Beispiel. Betrachten wir eine Leiterkugel mit Radius R > 0 und Gesamtladung ¢ im ansonsten
leeren Raum. Wir setzen das Zentrum der Kugel in den Koordinatenursprung, womit das Problem
radialsymmetrisch wird. Im Inneren der Kugel r < R ist das elektrische Feld E(r) =0, daher sind
dort auch keine Ladungen vorhanden. Die gesamte Ladung der Kugel sitzt also an der Oberflache,
wo die Ladungsdichte folglich

_ 9
T IR
ist. Wir haben es also mit einem von Neumann-Problem zu tun, weshalb ®(r) bis auf eine additive
Konstante eindeutig ist. Der nach aufien zeigende Normalvektor auf die Kugeloberflache ist

—
n=

=8

Laut (2) ist der Gradient eines radialsymmetrischen Potentials

= Z dd(r
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weshalb
I 2-2d®(r) dd(r
Vel =7 di): dg)
gl
Die Randbedingung lautet also
do 1 1 q
P vy 2

was nichts anderes ist als die wohlbekannte Beziehung fiir eine Punktladung im Ursprung

1 gq
E(R>:47T60ﬁ

Die Losung des Problems kennen wir schon aus unserer Diskussion einer allgemeinen kugelsymme-
trischen Ladungsverteilung. Hier haben wir es mit einer radialen Ladungsverteilung

Q(r)=06(r—-R)q

zu tun wobei

1 x>0
@(m):{o 2<0

die Heaviside ©-Funktion ist. Folglich ist

_ Q) _ ¢ B
E(r)_47r50r2_47r€0T2@(r )
und daher

r

<I>(7"):—/E(r’)dr’+<1>o: 47360(%—%) O(r—R)+ Dy

0

mit einer unbestimmten Konstanten ®q, da es | %h um die Losung eines von Neumann-Problems
handelt. Mit der iiblichen Konvention ®(r) —— 0 kénnen wir die Konstante zu

_q 1
0747T80R
fixieren und erhalten damit
q 1 1 47rle % r<R
O(r)= —O(r—R)+=0O(R-r) |= 0
dmeg\ 1 R L 2 ,.>p
47T€(] =

Betrachten wir die nun erhaltene Losung fiir das Gebiet ausserhalb der Leiterkugel und vergleichen
sie mit der allgemeinen Losung des elektrostatischen Problems (1). Da sich in der von uns betrach-
teten Region, also ausserhalb der Leiterkugel, keine elektrischen Ladungen befinden, verschwindet
die partikuldre Losung. Dagegen ist die Losung der homogenen Gleichung ®,,(Z), die wir aufgrund
der Randbedingungen dazuaddieren

S 1
q)h(x):47r€0% e it

Dies ist tatsdchlich eine Losung der homogenen Poisson-Gleichung
ADy(Z)=0 r=>R

in der von uns betrachteten Region. Wir kénnen also das Potential ausserhalb einer Leiterkugel im
ansonsten leeren Raum auch erhalten, indem wir zunéchst die partikuldre Losung betrachten, die in
diesem Falle trivial ist. Danach stellen wir fest, dass die Randbedingungen (an der Kugeloberflache)
durch das Feld einer Punktladung im Kugelinneren erfiillt werden. Da dieses Feld keine Ladungen
ausserhalb der Kugel besitzt, stellt es dort eine Losung der homogenen Poisson-Gleichung dar, die
wir folglich addieren kénnen. Damit haben wir das Randwertproblem ohne Rechnung, nur mit
geschickter Platzierung einer virtuellen Punktladung ausserhalb der betrachteten Region, gelost.
Wir wollen nun betrachten, wie sich diese Methode in allgemeineren Problemen verwenden l&sst.
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2.6.2 Methode der Spiegelladungen

Stellen wir uns folgende Situation vor: Eine Punktladung ¢ steht einer unendlichen Leiteroberflache
bei =0 im Abstand xy > 0 gegeniiber

Lo

Die Leiterflache sei geerdet, d.h. auf einem konstanten Potential ® =0. Wie kdnnen wir das
Potential ®(z) in der Halbebene x > 0 finden? Die allgemeine Losung des Problems mithilfe der
Green’schen Funktion lautet

w4 1 - o
(I)(x)_élﬂso |Z — Zo| (@) o 8

wobei @5 (Z) die noch unbekannte Losung der homogenen Poisson-Gleichung ist, die wir aus der
Randbedingung

O(F)]s—0=0

erhalten. Diese Bedingung lautet vollstdndig und mit expliziten kartesischen Koordinaten

q 1
‘I)(anvz): —|—(I)h(0,y72)20
4meg Va2 + 22
somit
1
(I)h<07yvz): d

4dmeg ~/x%+y2+22

Genau dieses Potential auf der Ebene x =0 kann, wenig iiberraschend, von einer Punktladung —q
am Ort Zj erzeugt werden. Es ist aber andererseits auch moglich, es von einer Punktladung —¢ am
Ort —Z( erzeugen zu lassen. Wenn wir also den gesamten Halbraum z < 0 und damit den Leiter
und seine Oberfliache ersetzen durch eine einzige Punktladung —¢q am Ort —Z, so haben wir nach
wie vor die korrekte Randbedingung ®(#)|,—o=0 erfiillt und nichts im Halbraum z >0 veréndert,
der alleine fiir die Losung des Problems relevant ist. Da die zusétzliche Punktladung im anderen
Halbraum x < 0 sitzt, geniigt das von ihr erzeigte Potential fiir x > 0 der Laplacegleichung und
kann daher dort als ®j, dienen. Wir setzen also fiir ®,(#) das Potential einer Punktladung —¢ am
Ort —Zo an, womit

. q 1 1
@ = —_
(@) 47reo<|f—fo| |a?+£0|)
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Dies stellt in der Halbebene z > 0 die korrekte Losung des Dirichlet-Problems dar und es ist einfach
zu zeigen, dass die Randbedingung ®(0, y, z) =0 erfillt ist.

Diese Rechnung stellt das einfachste Beispiel einer allgemeinen Methode dar, um die homogene
Losung @, (Z) fir Randwertprobleme mit Dirichlet-Randbedingungen zu erhalten, die aus offen-
sichtlichen Griinden auch als Methode der Spiegelladungen bezeichnet wird. Dabei suchen wir im
Allgemeinen nach der Losung eines Dirichlet-Problems im Volumen V. Wir 16sen zunéchst die
Poisson-Gleichung A & =—p/eo ohne Randbedingungen und fiigen danach Ladungen auflerhalb des
Volumens V' so hinzu, dass an 9V die korrekten Randbedingungen herrschen. Die Spiegelladungen
liegen notwendigerweise aufierhalb von V', da sie ansonsten keine Losung der homogenen Gleichung
in V sein konnten.

Ein kleiner Hinweis: Es ist extrem wichtig, bei der Anwendung der Methode der Spiegelladungen
immer klar im Blick zu haben, was das Volumen V ist, in dem die Losung giiltig ist. Die Spiegel-
ladungslésung ist aufserhalb des Volumens V falsch.

2.6.3 Leiterkugeln und Punktladungen

Eine besonders wichtige Anwendung der Methode der Spiegelladungen erhalten wir fiir den Fall
einer Punktladung ¢ in einer Entfernung z¢ > R vom Mittelpunkt einer Leiterkugel mit Radius R.

N

Y

®
v

q0

Die allgemeine Losung der Poissongleichung lautet wieder

o qo 1 -
O(7) = Y
(.Z‘) 47T€0 |£ - £0| + h((IJ)

und wir versuchen @5, (Z) mit der Spiegelladungsmethode zu finden. Versuchen wir es zunéchst mit
einer einzelnen Spiegelladung ¢;, die aus Symmetriegriinden natiirlich ebenfalls auf der x-Achse
liegen muss. Wir setzen sie an die Position

was uns zu folgendem Ansatz fiihrt:

- 1 qo @
(b =
(@) 4mo( F—ao  F-7]
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Die Randbedingung lautet diesmal

()| |z=r =0
also
!
0 = ‘I)(x7yvz)|r2+y2+z2:R2
_ 1 q + Q1
dmeo \/(1‘—1‘0)2—|—y2+22 \/($—$1)2—|—y2+2’2 224 y24 22=R2
_ 1 ) " Q1
dmeo\ \/R2—2zgx+23 /R2—2zix+a?
_ L [ ! Lo 1
dmeg |q0| RQEwg_Qa:_gx |q1‘ R2ng%_29:_;x
a0 g0 g1 g1
Dies ist nur erfiillt, wenn
2, .2 2, .2
R —;%:R —;ml und m—g:m—; und  goq1 <0
do ai QO 4

Wir 16sen diese zwei Gleichungen nach z; und ¢; und erhalten

(R?+a3) + \/(R2+:c(2))2 — 422 R?
2$0
R?+ 2%+ (R>—2})
21’0

r1 =

Die zweite Losung dieser Gleichung ist unphysikalisch, da

R? + a§ — (R? — )

220 =x9>R

und die Spiegelladung damit in V liegen wiirde. Die richtige Losung ist also

R2
Xr1=—
Zo
und damit ist
2
o_ 2% 2R
1=4q0 o 40 22
Da ¢; g2 <0 ist die korrekte Losung
— g2
q1 q0 o

Die eindeutige Losung des Dirichlet-Problems ist also

_ 9 1 R 1
T 4rwe — 21212 X0 2
T<o \/(.’L’ :L'O) +y +z 0 \/(x_R_Z) +y2+22

xo

D(z,y,2)

fiir 22+ y? + 22 > R2. Tatsichlich ist es leicht zu sehen, dass dies auch die Losung des umgekehrten
Problems ist. Eine Punktladung qo in einer Entfernung x¢o < R vom Mittelpunkt einer ideal lei-
tenden Hohlkugel hat als Losung dieselbe Form des Potentials, diese gilt allerdings nur im Inneren
der Hohlkugel 22+ 3% + 22 < R2. Wir kénnen dank des Superpositionsprinzips nun auch ganz leicht
das elektrische Feld einer Leiterkugel finden, die sich in der Mitte zwischen zwei Ladungen ¢ und
—q befindet.
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—Xo R Zo

—q qo

Dazu addieren wir einfach das Potential der linken Ladung und ihrer Spiegelladung zum Poten-
tial der rechten Ladung und ihrer Spiegelladung. Die eindeutige Losung des Dirichlet-Problems ist

also
= q0 1 1 R 1 1
P(Z) = -+ =
(@) 47r€0<|x—x0| |Z + Z x0<|x+x1| |7 — 7]
wobel
R2
. zo
T = 0
0

2.6.4 Leiterkugel im homogenen elektrischen Feld

Das Resultat im letzten Abschnitt hat einen interessanten Spezialfall. Sehen wir uns dazu zunéchst
das elektrische Feld an, das zwei Ladungen +¢g an den Orten +Z( in der Ndhe des Ursprungs
erzeugen. Allgemein ist das elektrische Feld

S qo Z—Zo T4 Zo
E@)= -
(Jﬁ) 47T50< |.’f — .’fo|3 |f—‘r.’fo|3>

Fiir den Fall |Z| < ¢ erhalten wir
o
= x 2
E@) -1 =g
@) —— 4meg o

dabei konnen wir den Grenzwert |Z|/xo— 0 entweder dadurch erreichen, dass wir nahe an den
Ursprung gehen oder aber die Position der Punktladungen ins Unendliche verschieben zy— oo.

Erhéhen wir dabei gleichzeitig die Ladung ¢o so, dass E(0) = E€, konstant bleibt
qo=—2megp Ea:%

so erhalten wir in der Nédhe des Ursprungs ein konstantes elektrisches Feld. In diesem Grenzfall
liefert die Methode der Spiegelladungen also die Losung zum Problem einer leitenden Kugel im
konstanten elektrischen Feld. Doch wie genau sehen die Spiegelladungen in diesem Fall aus? Die
Positionen der Spiegelladungen sind gegeben durch

_ R2 Tro— 00

= —0
Zo
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gehen also gegen den Ursprung, wahrend die Ladung

Q1=—qox£:27TEOERxO—>oo
0

divergiert. Dabei bleibt allerdings das Produkt aus Abstand und Ladung,
2.731 Q1=47T€QER3

konstant. Dieses Produkt bezeichnen wir als Dipolmoment - genauer gesagt ist es eine Komponente
des Dipolmoments. Das Dipolmoment selbst ist ein Vektor, da wir die relative Lage der Ladungen
im Raum berticksichtigen miissen. Allgemein ist fiir Punktladungen ¢; an den Orten Z; das Dipol-
moment definiert als
p= Z 4
i

In unserem Fall ist es also
]_)’:2 qlflz47TEoER3€I

Betrachten wir das Potential das von den zwei Spiegelladungen herriihrt, so erhalten wir (mit
r=[Z])

- . q1 1 1
Op(7) = 1 -
p(&) mfﬁlo47r50<|:z:zl| |a?+:f1|)

1 1
lim ¢ —
4meQ 210 <\/(x:n1)2+y2+z2 \/(x+x1)2+y2+22>

1 1 1
= —— lim ¢ —
4meg z1—0 1<\/r22:r1x \/r2+2x1x>

1 . 1 1
Trcn lim ¢ —
Teom=0 |y 1-22F p 14257

1 . r1xT T1x
- 1% (1 __(1__))
47'('507":1:11 ) I 72 72

x .
= 4T3 lim 2q1x1
47T807’ L1 — 0 N —
Pz

1
4dmeg 13

Setzen wir den Wert fiir das Dipolmoment =4 meg ER3 €, ein, so erhalten wir

- R3

Eine geerdete Leiterkugel im homogenen elektrischen Feld kénnen wir also durch einen Spiegeldipol
im Ursprung ersetzen. Das homogene elektrische Feld in z-Richtung selbst konnen wir durch ein
Potential

(I)E(f) =—Fz

ausdriicken. Daher ist das Potential einer ideal leitenden Kugel vom Radius R im homogenen
elektrischen Feld

R3
Es ist einfach zu sehen, dass die Randbedingung
(7)) j2)=r =0

von diesem Potential erfillt wird.
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2.7 Multipole

2.7.1 Allgemeine Multipolentwicklung

Wir haben im vorigen Abschnitt schon einen Dipol kennengelernt, und zwar als Grenzwert von
zwei entgegengesetzten Punktladungen, die ndher aneinanderriicken und gleichzeitig immer gréfer
werden. Offensichtlich ist das elektrische Feld von zwei nahe benachbarten, entgegengesetzten
Punktladungen in grofer Entfernung dem eines Dipols immer dhnlicher. Wir wollen dieses Resultat
nun verallgemeinern und eine systematische Entwicklung dafiir finden, wie das Potential einer
beliebigen Ladungsverteilung aus groffer Entfernung aussieht. Dazu betrachten wir eine Ladungs-
verteilung p(Z), die in einem Abstand R vom Ursprung lokalisiert ist

p(T)=0 fir |Z|>R

Im ansonsten leeren Raum und mit der iiblichen Konvention ®(%) e, 0 haben wir

= 1 p(@)
(b = d3 PP T
() 47750/ =7
1%

wobei V' das Volumen der Kugel mit Radius R ist. Wenn wir das Potential in weiter Entfernung
von der Ladungsverteilung r:=|Z| > R wissen mochten, konnen wir daher den Integranden

1 1 a 1
ERE NV X 7"\/1722'

Taylor-entwickeln. Allgemein gilt

2
r!

E/Jr_

r r2

1
=1—se+-e2+0(e8
1+e 2° 8 (&%)
sodass
1 1
|z -2 T
ry/1—22% 4
I I

,
1+—ix(+£i£j(3x'-x‘—5»»x’ac’) +0 1 !
r [ 27’2 iy 1tk Lk r

wobei wir in der letzten Zeile die Komponentenschreibweise und die Einstein’sche Summenkonven-
toin verwenden. Setzen wir diese Entwicklung in das Potential ein, so erhalten wir

. 1 Z’
o(%) = —/d%'%

4dmeg -z
%
1 (1 Y ) s )
= dre 7/d395/ﬂ($/) +%'/d3"f’/’(9€') i+ g;]/d?’x’p(:c’)@x{-x]‘ — 0i; T}, T,
\4 1% v

Die Integralausdriicke in der letzten Zeile sind unabhéngig vom Betrachtungspunkt Z, sind also
reine Figenschaften der Ladungsverteilung. Den ersten Ausdruck

q= /d%’p(ﬂ?’)

\%4
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kénnen wir leicht als die Gesamtladung identifizieren. Damit erhalten wir das physikalisch sehr
gut verstdndliche Resultat, dass das Potential in grofer Entfernung einer Ladungsverteilung in
fithrender Ordnung durch seine Gesamtladung ¢ gegeben ist und im Speziellen dem Potential einer
Punktladung ¢ im Ursprung entspricht. Der zweite Ausdruck

pi= / d%a’ p(i") 2}

1%

ist das Dipolmoment, das wir fiir einen Spezialfall bereits kennengelernt hatten. Er stellt die
fithrende Korrektur zum Gesamtladungsterm und in deren Abwesenheit, also fiir eine neutrale
Ladungsverteilung, den fiihrenden Term dar. Der darauffolgende Term

Qij= /dgml p(Z')(3wjxj — 0ijwk wh)
14

ist das Quadrupolmoment, ein Tensor zweiten Ranges. Es ist klar, dass diese Entwicklung syste-
matisch weitergefiihrt werden kénnte, was wir hier aber nicht weiter verfolgen werden. Die héheren
Ordnungen werden generell als Multipolmomente bezeichnet und die entsprechende Entwicklung
ist die Multipolentwicklung. Die hoheren Multipolterme sind jeweils Tensoren héheren Ranges.
Dies ldsst sich leicht aus der Taylorentwicklung erkennen, in der nach einer Variablen entwickelt
wird, die £-7Z/ enthalt. Da wir die Z’ jeweils in die Integrale stecken, die £ jedoch nicht, erhalten die
Multipolmomente fiir jede zusétzliche Ordnung notwendigerweise einen zusétzlichen Index. Setzen
wir nun die Definition der Multipolmomente ein, so erhalten wir den Ausdruck fiir das Potential
bis zur zweiten Ordnung in der Multipolentwicklung

o L (g E | Bl 1y
(I)(x)_47r€0<r+7"2 pit 273 Q”>+O(<r> )

2.7.2 Eigenschaften eines Dipols

Betrachten wir nun einen reinen Dipol, das heifit eine Ladungsverteilung, die alleine durch ihr
Dipolmoment bestimmt ist. Wie verhélt sich eine solche Ladungsverteilung in einem &ufieren
elektrischen Feld? Dazu berechnen wir zunéchst die Gesamtenergie

U:/dgxp(f) Poxt ()
1%

in einem externen Potential @ (7). Wir stellen das Potential in der Ndhe des Ursprungs durch
eine Taylorentwicklung dar

Pesct(T) = Pext (0) + Z-V Pyt (0) + O(r2)

Setzen wir diese Entwicklung in den Ausdruck fiir die Gesamtenergie ein, so erhalten wir
U - / B2 p(F) B (7)

v
= @ext(O)/dep(f) + @@ext(O)/d%p(f) Z+0(r?)
v v
———— —_—
q P

Fiir einen reinen Dipol verschwindet die Gesamtladung, daher ist der erste Term 0. Im zweiten
Term konnen wir das elektrische Feld und das Dipolmoment identifizieren, sodass die Energie eines
Dipols im externen elektrischen Feld F gegeben ist durch

Up=—E-p
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Die Kraft kénnen wir aus dem Gradienten der potentiellen Energie finden. In Komponentenschreib-
weise haben wir

FDi = —O,UD = 6Z‘Ejpj = —0ic’9j<1> pj= pjaj(—aid)) = pjajEi

also in Vektornotation

- - =

Fp=(p-V)E

woraus wir sehen, dass die Kraft auf einen Dipol im homogenen elektrischen Feld verschwindet.
Schliefslich wollen wir noch das Drehmoment des Dipols finden. Aus der Definition des Drehmo-
ments erhalten wir

M = /d?’:cixﬁ(f)
\%4
= / Bz # x E(Z)p(T)

\4
= /d?’a:p(a?)a? x E(0)+0(r)
\4

——————

P
= Px E+O(r)

wobei wir in der vorletzten Zeile das Elektrische Feld um den Ursprung Taylor-entwickelt haben.
Auf einen elektrischen Dipol wirkt im homogenen elektrischen Feld also keine Kraft, aber ein
Drehmoment.

2.8 Losung der Poisson-Gleichung in Kugelkoordinaten

Bisher haben wir ausschliefflich in kartesischen Koordinaten gearbeitet. Viele Probleme haben
jedoch Symmetrien oder eine gewisse systematische Entwicklung, die in anderen Koordinaten einfa-
cher zu beschreiben ist oder zu erheblich geringerem Rechenaufwand fiihrt. Wir werden hier nicht
den allgemeinsten Fall betrachten (den werden Sie in der ART-Vorlesung kennenlernen), sondern
uns auf den wichtigsten Spezialfall konzentrieren: Kugelkoordinaten.

2.8.1 Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Vektoren als geometrische Objekte beschreiben eine Richtung und eine Strecke in einem Raum.
Wir haben sie bisher in einer bestimmten Koordinatenbasis in diesem Raum dargestellt, deren
Basisvektoren implizit gegeben sind. Wenn wir also schreiben

E:

oy o

n

so meinen wir damit
E=¢€,E,+e,Ey+¢€.E,

wobei €, €, und €, die kartesischen Basisvektoren bezeichnen. Die Basisvektoren selbst erhalten wir
dadurch, dass wir am Ort Z ein infinitesimales Stiick in Richtung der entsprechenden Koordinate,
z.B. x — x + dz, gehen und den resultierenden Vektor normieren. Der Basisvektor ist also die
normierte Tangente an die Koordinatenkurve. Der Ortsvektor, explizit in kartesischen Koordinaten
geschrieben, ist

T=€yx+eEyy+e.z
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und daher haben wir z.B.
L 0% 0%

= 0|, OF

norm

Wir konnen jeden Vektor allerdings auch in einer anderen Koordinatenbasis darstellen, z.B. als
E=¢.E,+éFEs+2,E,

Um von einer Koordinatenbasis in die andere zu gelangen, miissen wir den Zusammenhang zwischen
alten und neuen Koordinaten kennen. In unserem Fall ist er gegeben durch

x = rsinfsine
y = rsinfcosp
z = rcosb

Die Basisvektoren sind wieder die normierten Tangenten an den Ortsvektor. Nun kennen wir
den Ortsvektor in den neuen Koordinaten (Kugelkoordinaten) noch nicht, aber wir kénnen in
kartesischen Koordinaten schreiben

I = €;x+éyy+ez
7 (sin O(€, sin p + €, cos @) + €, cos 0)

und damit die Basisvektoren der Kugelkoordinaten €,, € und €, in den kartesischen Basisvektoren
ausdriicken:

o7 o7
g, = — = ——=sin0(€,sin ¢ + €, cos ) + &, cos §
" 871 norm 8T ! Y :

o7 10z
e = —_— = —_——= 9 _', 1 e —é i 9
f | v cos 0(&, sin ¢ + €, cos ) — €, sin
€, = @ :;%:é’zcosp—é'ysingo

0P| orm  TSING Op

woraus wir sofort erkennen, dass die Basisvektoren €,, € und €, eine Orthonormalbasis bilden.
Weiter sehen wir, dass der Ortsvektor in Kugelkoordinaten die besonders einfache Form

S o
T=€pr

annimmt. Auf den ersten Blick mag es vielleicht erscheinen, dass dieser Ausdruck unabhingig
von f und ¢ ist, dem ist aber nicht so. Der Basisvektor €,, wie Basisvektoren in krummlinigen
Koordinaten allgemein, hangt ndmlich von € und ¢ ab. In Kugelkoordinaten haben wir folgende
nichtverschwindende Ableitungen der Basisvektoren nach den Koordinaten:

% = cosf(€,sin © + €, cos @) —@&.sinf = &

%r _ in (€, cos p — €, sin ) = 2,sinf

o

% = —sinf(€;sin ¢ +&,cos @) —€,cosf = —é,

% = COS H(é'z COSs  — é’y sin (P) _ é:p cos

Op

0, oo . o )

_&p = —€;sinp — €, cos ¢ = —&,.sinf —éycosb

Der Differentialoperator V kann in der kartesischen Basis geschrieben werden als

= , 0 L, 0 . 0
V—Cx%‘i‘ey%‘i‘eza
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Bestimmen wir nun davon die Komponenten in Richtung r, # und ¢:

V, = &V
0 0
= 55
0
oo
- 0,

Vo = é’g~§
102" 0
r 90 oxt
19
T orof
iy

r

V, = 2,9
1 92' 0
~ rsind dp Ox'
19
" rsind dp
. 1
~ rsinf ¥

Damit konnen wir den Differentialoperator in Kugelkoordinaten schreiben als

L

rsinf ¥

= S 1 -
V =¢&,0,+ € ?39 + €,
Der Gradient eines Skalarfeldes hat daher folgende Komponenten in Kugelkoordinaten:

(Vo) = 0,0
(Vo)g = %3045
1

(Vo)p = ——g000
und die Divergenz eines Vektorfeldes ist
= = - o1 - 1 S R o
V-E = (67-67’ + €9 —80 + ekp m(?@)(&a ET- +€p EG -+ 6@ E(p)

= 0,FE, —I—eg—ag(erE +€0E9)+€@ —0, (5TET+§9E9+€¢E¢)

. rsing ¥ ) ]
= a,,.ET -+ ; ET -+ ;agEg -+ 1 o sin QET + W COS QEQ —+ ma@E@
= 0.k, += ET+?89E9+ 9C050E9+ 8E

1
ﬁar(r E.)+ Op(sin O Ey) + m{ﬂwﬂp

1
7 sin 6
Der Laplaceoperator ist somit

e

A= OV
— (2.0, +¢t0)+2e,— 9 ea+e—8+e L,
= rUr 97'9 @rsinecp T 6 (7 ©

rsinf ¥

= 0,80, + 000 10y + 800 )+ Cp D 800y + By Op Ty D,
r r rsinf ¢ rsinf
cosf 1 9
r2sin 989 + r2sin26 %

. 1
ag(Sln 969) + m@i

1 1 1
= 024 =0, +—03 +~0, +
r r T

— 1 2 1
= 200t g
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Schliefslich benétigen wir noch die §-Funktion in Kugelkoordinaten. Wir wissen, dass in kartesi-

schen Koordinaten
Brsd(F—gg) =4 L TV
0 0 Zo¢V

14

Da dieselbe Beziehung auch in Kugelkoordinaten gelten muss, also

/drd9d<p7"2 sin 003(7 — ) = { (1) ;,O ; g
0

14

muss die §-Funktion die Form

53(F — Fo) = —

0) = 5= 87— 70) 8(6 — 60) (12 — 00)

haben.

2.8.2 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Wir wollen uns zunéchst auf einen ladungsfreien Raum konzentrieren und die allgemeine Losung
der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

1, 5 1 . 1 B
(ﬁ(“)r(r Or) +m89(sm 00p) + —5——5-0 ) o(r,0,0)=0

r2sin26 ¥

finden. Dazu machen wir einen Separationsansatz

R(r
o(r,0,0) =) p(g) F ()
Setzen wir ihn in die Laplace-Gleichung ein, so erhalten wir
1 an R(r)  R(r) 1 . R(r) N 9 _
P(0) F(ap)ﬁ&n(r or) . + . F(p) p Sineﬁg(sm 00p) P(0) + P(9) o 95¢F(<p) =0

Wir multiplizieren die Gleichung mit r2sin?@/ ¢(r,6, ¢) und erhalten

rsin?f . 5. R(r)  sinf . 1
Or(r0;) + ——<0y(sin0dy) P(0) -1-%

R(r) r P(0)
Die ersten beiden Terme in dieser Gleichung sind unabhéngig von ¢, wihrend der letzte Term unab-
héngig von r und 6 ist. Damit die Gleichung fiir alle Werte von r, 0 und ¢ erfiillt ist, muss daher
der letzte Term eine Konstante sein, die wir m? nennen. Wir erhalten nun also zwei Gleichungen

O2F (¢) =0

1 9 9
Fg) 7o) =
und
rsin?0, , 5. R(r)  sinf, . 9
W&n(r or) . +P(9)89(5m969) PB)—m*=0

Wenden wir uns zunéchst der ersten Gleichung zu. Es ist eine gewohnliche, lineare Differentialglei-
chung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren zwei linear unabhingige Losungen

F((p) — Ceiimcp

lauten. Da ¢ eine Winkelkoordinate ist, miissen die Losungen F'() periodisch in ¢ mit der Periode
27 sein, also F(¢+2m) = F(¢). Dies ist erfiillt, wenn m eine ganze Zahl ist. Da wir durch das
+ negative Werte aber ohnehin schon abgedeckt haben, kénnen wir die Einschriankung m € Ny
machen. Wenden wir uns nun der zweiten der obigen Gleichungen zu und teilen wir diese durch
sin? . Wir erhalten

R(r) 1 . m?
t P@)smg 5 0%) PO) — g =

m@r(’r2ar)
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Wieder sehen wir, dass der erste Term nur von r abhingt, wahrend die beiden anderen Terme
ausschliefflich von der Koordinate 6 abhdngen. Und wiederum kann die Gleichung fiir alle Werte
von r und j nur erfiillt sein, wenn der erste Term eine Konstante ist. Wir nennen diese Konstante
[(I+1) und erhalten so wieder zwei Gleichungen, die radiale Gleichung

T _5,(r20,) )

0] =1l +1)

die wir uns spéter ansehen werden und

L 9s(sin005) P(6) _m (1+1)=0
sin2 0

P(0)siné
zu deren Losung wir zundchst den Ansatz
z=cosf
machen. Mit diesem Ansatz haben wir
dz = —sin6dé 0,=— .1 Op sin2f=1-— 22
sin 6

und koénnen die Gleichung schreiben als

(azu — 220, +1(1+1) —1T—;> P(z)=0

Diese Gleichung ist als allgemeine Legendre-Gleichung bekannt und ihre Losungen sind die zuge-
ordneten Legendrefunktionen. Wir wollen diese Losungen, beginnend mit dem einfachsten Fall
m =0 nun konstruieren. In diesem einfachen Fall lautet die Gleichung

(0.(1—220,+1(1+1)) P(2)=0
und wir setzen als Losung eine Potenzreihe an
P(z)=2" Z cn 2"
n=0

Damit haben wir

n—1

hE

0,P(z)=2" (n+a)e,z

0

3
I

und

(n+a)cy(zn 1 —znth)

WK

(1-22)0,P(2)=2"

I
o

n

und schlieftlich

0.(1—22)0,P(z) =2~ Z n+a)ep(n+a—1)2""2—(n+a+1)2z")
n=0
Diesen letzten Ausdruck kénnen wir auch schreiben:

az(l—zg)(“)ZP(z):zO( Z n+a+2) cn+2((n+a+1)z")—2 (n+a)e,((n+a+1) z”))

n=—2 n=0

Die gesamte Gleichung lautet nun

[e3

NE

z 2" ((n+a+D)(n+a+2)cpra— (n+a)cy) +enl(l+1)) +

0

n

0z 2afla—1)+ec1 2% tala+1) = 0

Da diese Gleichung fiir beliebiges z giiltig sein muss, muss der Koeffizient jeder Potenz von z
separat verschwinden. Sehen wir uns zunichst die niedrigste Potenz z®~2 an. Hier gibt es drei
Moglichkeiten:

cg=0 oder a=0 oder «a=1
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Aus der nichstniedrigen Potenz z*~! erhalten wir
c1=0 oder a=0 oder a=-1

Fiir ein allgemeines n > 0 schliefslich liefert der Koeffizientenvergleich

(n+a+2)6n+2=cn<(n+a)_%>

also eine Rekursionsrelation zwischen c¢,2 und c¢,. Wir sehen nun, dass die Wahl ¢y =c¢; =0
eine triviale Losung (0) liefert und daher uninteressant ist. Fiir « =1 und ¢; =0 beginnen wir
bei der Potenz z! mit dem Koeffizienten cq. Fiir & = —1 und ¢y =0 beginnen wir bei z° mit dem
Koeffizienten ¢;. Wéhlen wir a =0, so haben wir eine reguldre Taylorreihe. Wir kénnten dabei im
Prinzip ¢o# 0 und ¢; 0 wéhlen. Da jedoch die Rekursionsrelation nur jeweils gerade und ungerade
Koeffizienten verbindet, wiirde eine Lésung mit ¢o# 0 und ¢; # 0 blof eine Superposition von einer
geraden und einer ungeraden Losung sein. Wir sehen daher, dass aus allen Moglichkeiten letztlich
nur zwei unabhéngige bleiben: Eine Taylorreihe mit geraden und eine mit ungeraden Koeflizienten.
Unm sie darzustellen wiahlen wir o =0 und entweder ¢o =0 oder ¢; =0. Die Rekursionsrelation lautet
nun

nn+1)—=1(+1)

(n+1)(n+2)

Cn42=2Cn

Nun gibt es prinzipiell zwei Moglichkeiten: Die Rekursionsrelation kann bei einem bestimmten
n abbrechen, oder sie bricht niemals ab. Betrachten wir zunéchst den zweiten Fall. Wenn die
Rekursionsrelation niemals abbricht, so ist im Grenzfall grofier n

Cn+2 n—oo
-

Cn

1

was bedeutet, dass die Taylor-Reihe nicht konvergiert. Physikalisch sinnvolle Losungen sind daher
nur solche, bei denen die Rekursionsrelation bei endlichem n abbricht. Wie wir leicht sehen,
geschieht dies, wenn

nn+1)=11+1)
also n =1 oder n=—[ —1, der Index ! muss also ganzzahlig sein. Wir kénnen nun mithilfe der

Rekursionsrelationen Lésungspolynome Pj(z) konstruieren, die sogenannten Legendre-Polynome.
Die ersten sind

Po(Z) =1
Pi(z) = 2
3z22-1
Pyz) = 5
3_
Py(z) = oz . 3z

wobei die Normierung konventioneller Weise so gewahlt wird, dass
P(1)=1

Allgemeine Legendre-Polynome kénnen mithilfe der Rodriguez-Formel ermittelt werden

1

— l
= ﬂaz(zz — l)l

Pl(z)

Wir wissen nun also, dass die Polynome P(z) die Legendre-Gleichung
(0.(1 =220, +1(1+1)) P(2)=0

erfiillen. Um die allgemeine Legendre-Gleichung zu 16sen, bilden leiten wir zunéchst die Legendre-
Gleichung m mal nach z ab

07M(0.(1—2%)0.+1(1+1)) Pi(2) =0
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Wir wollen den Ableitungsoperator nach rechts bewegen. Dazu betrachten wir zunéchst den Ablei-
tungsoperator

0,22 =220,+2=2
Eine weitere Ableitung ergibt
0222 =0,(2%0. +22)=220% + 420, +2
Aus diesem Ausdruck kénnen wir leicht sehen, dass alle héheren Ableitungen von der Form
722 = 2207 + by 207 + 0T 2

sein miissen, wobei die Koeffizienten b,, und ¢, durch eine Rekursionsrelation gegeben sind, die
wir aus der Relation

oz = 0,002
= 0.(2207 Vb1 20 2 01070
= 228;”+(bm,1+2) 28?_1+(Cm,1+bm,1)a;n_2)

ableiten kénnen. Wir haben also
bn=bm_1+2=2m
und
tm=Cm-1+tbm-1=¢m-1+2m=m(m—1)

Insgesamt erhalten wir aus der Ableitung der m-ten Legendre-Gleichung also

0

07"(9:(1 = 2%)0: + Ul + 1)) Pi(=)

(927™ — 90,0220, +1(1+1)07") Pi(2)
(&2 — 9,(2207 +2m 20"~ + m(m —1)07 2D, + 1(1 +1)9") Py(2)

= (0.(1-2%0,—0.2mz—m(m —1)+1(I+1))07P(z)
(0
(@

(1 =220, —2m20, —2m —m(m — 1) + (1 + 1)) Py(2)
(1= 220, —2m20, —m(m+1) +1(1+1))0"P(2)

Damit wissen wir, dass das Polynom

[Punz) =07 P |

die Gleichung
(0.(1 =220, +1(1+1)—2mz0, —m(m+1)) Piu(2)=0
erfiillt. Um nun zur allgemeinen Legendre-Gleichung zu gelangen, multiplizieren wir diese Glei-

chung noch mit einer zunéchst unbekannten Funktion f(z) von links und versuchen, diese nach
rechts zu ziehen. Vom ersten Term erhalten wir

f(2)0:(1-2%)0. = (0:f(2) — f'(2))(1 = 2%)0:
= 0:(1-2%) f(2)0: — f'(2)(1 = 2)0.
= 0:(1-2%)(0:f(2) = ['(2)) = f'(2)(1 = )0
= 0:(1-2%)0:f(2) = 0:(1 = 2°) f'(2) = f'()(1 = 2%)0.
= 0:(1-2%)0.f(2) = (1= 2%)0.f"(2) + 22 f'(2) = ['(2)(1 — 2%)0;
= 0:(1-2%)0:f(2) = (1= 2°) f'(2)0: — (1= 2%) f"(2) +22f(2) — f'(2)(1 = 2%)0:
= 0:(1-2%)0:f(2) = 2(1 = 2%) f(2)0: — (1 = 2%) f"(2) +22f'(2)

womit die Gleichung insgesamt

0 = (0:(1-22)0:f(2) = 2(1 = 2°) f'(2)0: — (1= 2%) f"(2) +22f'(2)
—2mzf(2)0: +1(I+1) f(z) —m(m+1) f(2)) Pim(2)
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lautet. In der allgemeinen Legendre-Gleichung tritt kein erster Ableitungsterm auf, daher fordern
wir dass dieser hier verschwindet, also

f(2)A=2%) +mzf(z) =0
Mit dieser Wahl vereinfacht sich die obige Gleichung zu

0= (841 ~20.-(1-2 L@ 1o FC 1) 1)) £(2) Pun(2)

f(2) f(2)
Die Funktion f(z) erhalten wir durch Integration von
ffle) =z
i) - 1=
also
In(f(2)) =5 In(1 - 2%)
oder

1\3‘3

fl)=(1-2%

wobei wir eine multiplikative Konstante fixiert haben. Nun miissen wir noch die zweite Ableitung
bestimmen

f1(z) = (—am(1-27 1)
= (L= A5 e m(m —2) 21— 2T
= (1-29)7 (mlm —2) 22— m(1 - 22))

= (1297 (m(m—1)22—m)

M

Unsere Gleichung nimmt damit folgende Form an

0 = (azu —0— (- L@ L0 B gy S 1)) F(2) Pun(2)

f(2) /() )
= 82(1—z2)az_m( 1_1);2 —m 2m1iz2+l(l+1)—m(m+1))f(z)le(z)

m(m Ti);; —-m +I(1+1)—m(m+ 1)) F(2) Pim(2)

m(m+1)22+m(m+1)(1 —2%) —m
1—22

™ )) £(2) Pon(2)

0.(1—22)0, —

9.(1—22)8. — +1(1+ 1)) f(2) Pim(2)
m(m + 1)
1—

m2

0.(1—22)0. - T +1(1+ 1)) £(2) Pim(2)

Il
NN N N N

0.(1—22)0, —

was genau die allgemeine Legendre-Gleichung ist. Wir definieren nun die zugeordneten Legendre-
Funktionen (die oft auch als zugeordnete Legendre-Polynome bezeichnet werden, obwohl sie keine
Polynome sind) als

| P(2) = (=1)™(1 = 227 Pin(2) |

und sehen, dass diese die allgemeine Legendre-Gleichung

m2
<az(1 — 290, — - (1+ 1)) P"(2)=0

fiir I, m € Np und m <! erfiillen. Die letzte Einschrankung ergibt sich daraus, dass zur Konstruktion
der P/™(z) zunéchst Pj(z) m mal nach z abgeleitet wurde. Da P,(z) aber selbst ein Polynom
der Ordnung [ ist, liefert jede Ableitung {iber m =1 hinaus 0 und somit die triviale Losung.
Interessanterweise gibt es allerdings Losungen zu negativen m. Dies folgt unmittelbar aus der Form
der allgemeinen Legendre-Gleichung, die nur von m? abhéingt. Daraus folgt auch, dass die Lésungen
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zu negativen m proportional den Losungen zu |m| sind. Aus Normierungsgriinden definieren wir
diese als

P() = (-1 P (2)

Die wichtigsten Eigenschaften der zugeordneten Legendre-Funktionen sind ihre Orthogonalitéits-
relationen. Um die Orthogonalitdt zu zeigen multiplizieren wir zunéchst die Legendre-Gleichung
mit einer zweiten Losung von links und integrieren das Ergebnis

1

0 = /dzplm(z)<az(1z2)az 1T; +1(z+1)>am(z)

-1

= — /1 dz (1 — 22)(0.P1(2))0.P™(2) + j dzplm(z)<z(z+1)— 1T22>le(z)
el -1

wobei wir partiell integriert haben und der Randterm aufgrund des 1 — z? Faktors verschwindet.
Wenn wir die Positionen von P/"*(z) und P/"(z) vertauschen, erhalten wir

0=— / dz (1 - 22) (0.P{(2)) 0P (=) + / dza’ﬂ<z>(z'<z'+ ) 1@—) PI(2)

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen voneinander, erhalten wir
1
U+ 1) =11 +1)) /dzp;ﬁ(z) () =0
-1
was bedeutet, dass fiir alle [ # 1’ das Integral verschwinden muss. Mit der korrekten Normierung
erhalten wir daraus die erste Orthogonalitétsrelation

1
/ PI(z) PIP(2)d= :%m

-1

Auf dhnliche Weise konnen wir die Ausdriicke

2

1
0 = /dZPf'L/(z)(az(l—22)62_%4_[([4_1))]3{”(2;)
—1

- [z a-20pm o /dzPl ( +1)—1T—;>sz(z)

und
1 1

2
- [aza-2ePrepnpre+ [ dszz)(w(H 1 —%) P ()
1 -1

bilden und voneinander subtrahieren, woraus die Orthogonalitdtsbeziehung
1

dz m’ m
(m? =) [ 1L () PP =0
-1

folgt. Wiederum mit der korrekten Norm erhalten wir schliefslich

P _ (+m)!
/ 1 — 22 dz_ m(l —m)! Srmm
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Kehren wir nun zuriick zu unserem Separationsansatz. Wir kénnen die Losung des winkelabhén-
gigen Teils der Poisson-Gleichung nun schreiben als

P(0) F(p) = cim P™(cos(0)) et™?

fiir ganzzahlige |m| <I. Es ist iiblich, diesen winkelabhéngigen Teil der Losung zusammenzufassen
als

20+1 (I1—m)!

Vim0 )=\ T )t

P™(cos(f)) ei™e

die man als Kugelflichenfunktionen bezeichnet. Aufgrund der Orthogonalitdtsbeziehungen der
zugeordneten Legendre-Polynome erfiillen die Kugelflichenfunktionen eine Orthogonalitétsrelation
beziiglich ! und aufgrund der Orthogonalitit der ebenen Wellen €™ eine in m. Durch unsere
Normierung erhalten wir insgesamt die Relation

/ dcp/d@ sin 0Y;5,(6, ©) Yirm (0, ©) =011/ mm
0 0

das heifst, die Kugelflachenfunktionen bilden eine Orthonormalbasis. Die beiden Winkelintegrale
werden oft kombiniert geschrieben als

/dQ /d(p/d951n9

sodass die Orthonormalitdtsrelation der Kugelflichenfunktionen die einfache Form

/ AQ Y756, 0) Yirmr (0, 0) = 511 S

annimmt. Wenn wir also den Laplace-Operator in einen radialen und einen winkelabhéngigen Teil
trennen

A:Ar"‘%AQ
r
wobei
1
Ar = ﬁ TT28
_ 2
Aq = on 98951n989+ 96

konnen wir den winkelabhangigen Teil der Losung separieren und erhalten
Agq YZm(aa 50) - 71(1 + 1) Yim(ea 90)
Zum Abschluss miissen wir noch die radiale Gleichung

r

R(r)

aTﬂaerf) =1(1+1)

16sen, wobei wir nun wissen, dass [ eine nicht negative ganze Zahl ist. Wir formen zunéchst den
Ausdruck auf der linken Seite um

N/ ’. /
(7)) - ()
r r
= R"r
also lautet unsere Gleichung

P R'=I1(I+1)R
Die Losung ist offensichtlich eine Potenz in r, also R=cr®. Mit diesem Ansatz finden wir

ala—1)=I1(1+1)
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das als Losungen o =1+ 1 bzw. o= —[ besitzt, so dass

—Rl(r) =Ayrt 4 Byr—t-1
r

Insgesamt finden wir als Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten also

) l
T 9790 Z Z (Almrl'f'BlmT_l_l)}/lm(ea@)

=0 m=—1

2.8.3 Losung der Poisson-Gleichung

Wir wollen nun die inhomogene Poisson-Gleichung

1
A d)(rvea <P) = _8_0 p(rvga <P)

in Kugelkoordinaten betrachten und zwar wieder in dem Spezialfall, dass unsere Ladungsverteilung
vollstandig in einem Volumen V liegt, das vom Ursprung nicht weiter entfernt ist als R. Weiter
sind wir vor allem an der Losung in einer Entfernung r =|Z| > R interessiert. Da es in dieser
Region keine Ladungen gibt, gilt fiir das Potential dort die Laplace-Gleichung und wir kénnen die
allgemeine Losung fiir das Potential aus dem letzten Abschnitt als Losungsansatz verwenden. Das
verbleibende Problem ist das Finden der Koeffizienten A;,,, und Bj,.

Eine erste Vereinfachung ergibt sich aus der radialen Form der Losungen. Wahrend die Lésungen
zu Ay, fir r — oo divergieren, fallen die Losungen zu B, fiir r — oo ab. Nur die fiir r — oo
abfallenden Losungen entsprechen unserer physikalischen Situation einer Ladungsverteilung, die
um den Ursprung herum konzentriert ist, weshalb wir A;,, =0 setzen miissen. Fiir r < R ist
diese Losung nicht giiltig, wir kénnen aber einen allgemeinen Losungsansatz machen, indem wir
die By, von r abhéngen lassen, also

B(r,0,9)= Z Z Bi(r l_lylm(aﬂﬂ

=0 m=-I

mit der Randbedingung Bjy, = By (R). Wenden wir darauf den Laplace-Operator an, so erhalten
wir

Ap(r,0,p) = AZ Z Bimn(r) 1~ 1Y,,(0, 9)

=0 m=—1

o l
— Z Z Yzm(ﬁ,@)ATBlm(r)r’l’l—l—Bgm(r)r*l*I%AgYim(&go)

= 0 m——l

- Z Z lm —50yT 8 Blm( ) =1 _Blm(T) T_l_l l(l_zl) }/lm,(ea SD)

= = T
mat .
=> > Yim(0, ¢)—5 0 2By (r) (=1 —1) 7= =2 4 Bl (r) r—t— 1)
l—O m=—
1(1+1
B W Dy 0, )
l

- Z Z Ylm(av‘P)igar(BZm(T)(—l—1)r*l+Bl’m(r)rfl+1)

=0 m=—1
1+
~Bin(r)r D v 0, )

= Z Z Ylm(e,(p)%(Bl'm(r)(—l—1)r’l+Bl’7’n(7“)T*l+1+(—l—i—l)Bl’m(r)?“*l)
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also lautet die Poissongleichung

l
S Yin(8, @) (Bln(r) 12 v = = p(r,0, )
€0

m=—1

NE

~
I
o

Wir multiplizieren von links mit Y;%,,/(f, ¢) und integrieren iiber d(2, so dass

oo l
1
/ dQY7,(0 Z Z Yim (0, @) (Bl (r) r=2) v =1 = — / A2 (6, @) p(r. 0. ¢)

Aufgrund der Orthogonalititsrelation fiir Kugelflichenfunktionen tragt nur der [ =1’ und m=m’
Term zum Integral bei und wir erhalten

(Blon(r) 12 v~ = = [ 40X (0, £)0(0,0. )
0

Wir schreiben diese Gleichung so um, dass auf der rechten Seite das Differential des Volumens in
Kugelkoordinaten d3z = r2dr d{2 erscheint, so erhalten wir

A(Bin(r) 12 == [a0300,0, 9)0r.0, )10
Diese Form legt nahe, eine radiale Dichtefunktionen
pzm(r):/dﬁ im(0, ©)p(r. 0, o) r?

zu definieren, in der die Winkelabhéngigkeiten durch die Komponenten der Kugelflichenfunktionen
[ und m ausgedriickt sind, und nicht mehr durch die Winkel 6 und ¢ selbst. Damit erhalten wir
schliesslich

Bin(r)r2 ==L [ arr=t=1p,,r)

Um diese Gleichung zu l6sen verwenden wir wieder das Superpositionsprinzip und die Methode
der Green’schen Funktionen. Wir 16sen die Gleichung zunéchst fiir den Fall einer radialen Dichte-
funktion die auf einen Wert der Radialkoordinate rg < R beschrinkt ist, also

Gl (r)r=2= _1 drr=t=15(r — rp)

Dies ergibt
1

——roflfl@(r —70) + Cry

Gro(r)r=2' =
€0

mit einer Integrationskonstante ¢, die wir zunéchst unbestimmt lassen. Multiplikation mit ! und
nochmalige Integration iiber r liefert schlieflich die Green’sche Funktion

r

Gro(r) = /dr’r’zl(—eioroll@(r’—ro) + cm)

- 2g 21
=——rl 1/dr" (r'—ro —|—cr0/dr"

. _1 -1 1 2041 2141 - Cro 2141
= Eoro 2l+1(r rg T )O(r 7“0)+2H_17"

o 1 T’O 7'2l+1 1 —1—1
- 602“_1@(7’ ro) + T Cry E—OTO O(r — o)



40 ABSCHNITT 2

Das Resultat fiir eine allgemeine Ladungsdichte erhalten wir nun aus der Integration der Gree’schen
Funktion tiber die Ladungsdichte, also

R

Bun(r) = / AroGro (1) pim (7o)

d O r2tt | g
/ ropim(ro (5 7O~ )+21—+1<%—5—0T0 (7“—7“0)>>

21+1 1 I—1
= 2H_1/d7’0plm r0)rO(r — o) + 2Z+1/dr0plm ro)<cro—€—0ro @(r—r0)>

T‘

IR 2t 1
= E—OQZ—H/dToplm(TO)TO"Fw—H dropim(ro)| cr, E_OTO
O 0

wobei die Anderung der oberen Integralgrenze im letzten Schritt erlaubt ist, weil py,(rg) =0 fiir
ro > R. Flir den Fall, dass r > R, also ausserhalb des Volumens V' in dem die Ladungsverteilung
konzentriert ist, soll By, (r) konstant sein. Unser obiges Ergebnis ist in diesem Fall

R
1

1 1 dr (ro)r +—T2l+1 dr (ro)| ¢ —ir_l_l
02+ 1 0PIm\T0)7T0 11 0PIm\T0 - 0
0 0

Blm(r) =

wobei der erste Term explizit unabhéngig von r ist, der zweite jedoch im Allgemeinen nicht. Wir
haben allerdings immer noch die freie Wahl der Integrationskonstanten c,,, die wir nun auf

1
CT’O :—7’0
€0

setzen. Damit wird By,,(r) unabhéngig von r fiir r > R und erfiillt damit die geforderte Randbe-
dingung. Setzen wir nun noch die Definition fiir die radiale Dichtefunktion p;,,(ro) ein, so erhalten
wir schliefslich

T

/ngfo/d%sinl%/ dor6Yim (00, ©0) p(ro, 0o, ©0)
0

1 1

Mit diesen Koeffizienten lautet die Losung der Poisson-Gleichung im gesamten Raum

(775(7” 9790 Z l+1 Z Blm m9 )

=0 m=—I1

Es ist iiblich die Konstanten etwas anders aufzuteilen, namlich

9 mm
ot )= S e 3 i

[ 4m *
Qim = 2l+1 /derl lm(evcp)p(T’H?(p)
\%

Wie wir nun sehen kénnen, stellen Terme mit verschiedenem [ die Beitrége zu einer systematischen
Entwicklung des Potentials in 1/7 dar, also einer Multipolentwicklung, die wir in kartesischen
Koordinaten bereits kennen. Die g, sind die Multipolmomente und mit Yy0(6, ) =1/+/4 7 kénnen
wir den fithrenden Term wieder leicht als den Beitrag der Gesamtladung erkennen. Im Allgemeinen
gibt es zur Ordnung ! insgesamt 27+ 1 Beitrége, die sich in m unterscheiden. Es ist auch interessant
zu sehen, dass Terme im Potential, die wie '~ ! abfallen, genau von Momenten produziert werden,
die iiber die Ladungsverteilung mit ! integrieren.

mit
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2.9 Dielektrika

Bisher haben wir elektrische Felder im Vakuum und in Leitern untersucht. Tatsichlich ist, funda-
mental gesehen, nur der Fall von Ladungsverteilungen im Vakuum interessant. Im Fall von Leitern
hatten wir es mit einer idealisierten Form von Materie zu tun: beliebig viele Punktladungen, die
sich innerhalb eines gegebenen Volumens frei bewegen kénnen. Wir hitten uns darauf beschrénken
kénnen, nur die Ladungsverteilung, die in einem Leiter entsteht, zu betrachten und mit ihr die
Poisson-Gleichung im Vakuum zu 16sen. Der Grund warum wir Leiter trotzdem eingefiihrt haben
ist, dass einiges der gewohnlichen Materie, die uns umgibt, gut durch einen idealen Leiter gendhert
werden kann - z.B. Metalle.

Tatséchlich besteht die ganze uns alltéglich umgebende Materie aus geladenen Teilchen, nur
sind diese nicht immer frei beweglich. Um ihre Struktur genauer zu beschreiben benétigen wir die
Quantenmechanik, doch nichtsdestotrotz kénnen wir die elektrischen Eigenschaften der Materie
recht gut durch ein einfaches empirisches Modell beschreiben. In diesem Modell sind die elektri-
schen Ladungen in der Materie jeweils zu neutralen Einheiten verbunden, die wir uns anschaulich
als Molekiile oder Teile eines Kristallgitters vorstellen konnen. Diese neutralen Einheiten haben
natiirlich keine Gesamtladung, doch sie konnen ein Dipolmoment besitzen. Solch ein Dipolmoment
kann entweder durch eine asymmetrische Elektronenwolke in einem Molekiil permanent vorhanden
sein oder aber durch Anlegen eines elektrischen Feldes erst induziert werden. Beim Anlegen eines
aufleren elektrischen Feldes richten sich erstere Dipole aus (die sogenannte Orientierungspolari-
sation), wiahrend sich im zweiten Fall die positiven und negativen Ladungen relativ zueinander
verschieben (die sogenannte Verschiebungspolarisation). Das so induzierte elektrische Feld wirkt
dem angelegten Feld entgegen und schwécht dieses im Inneren, wie in der folgenden Skizze veran-
schaulicht.
>

E

g

Diese Eigenschaft von Materie nennt man Dielektrizitdt und die entsprechenden Materialien
Dielektrika. Das Umkehren der permanenten Dipole bei der Orientierungspolarisation dissipiert
Energie, wahrend bei der Verschiebungspolarisation sich nur die Elektronenwolken verformen,
was ohne nennenswerte Reibung vor sich geht. (Das ist ibrigens der Grund, warum in einem
Mikrowellenherd nur gewisse Stoffe erhitzt werden.) Neben Leitern und Dielektrika gibt es noch
Ferroelektrika, deren permanente Dipole sich unterhalb einer kritischen Temperatur 7. selbst
ausrichten. Oberhalb dieser kritischen Temperatur bezeichnet man diese Materialien auch als
Paraelektrika.

2.9.1 Das makroskopische elektrische Feld

Wir wollen nun das elektrische Feld in einem Dielektrikum beschreiben. Dabei interessiert uns die
mikroskopische Struktur nicht, sondern nur die Feldstéirke, wie sie gemittelt iiber viele Molekiil-
durchmesser aussieht. Nennen wir das tatsachliche elektrische Feld, inklusive all seiner mikroskopi-
schen Struktur E‘m. Wir konnen nun ein gemitteltes oder makroskopisches elektrisches Feld E
definieren, indem wir das mikroskopische Feld E,, iiber ein Volumen V/(Z) um den Punkt Z mit-
teln, das viele Molekiile enthalt

(s 1 3.0 (s

B® =y /d 2! B

46

Dieses Volumen soll sich mit dem Punkt Z mitbewegen, aber ansonsten seine Form nicht verandern,

sodass wir schreiben konnen

B#)=1, / &3’ By(3 +7)
1%
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Wenden wir nun unsere beiden Grundgleichungen fiir das elektrostatische Feld an, die ja fiir E,
gelten, so finden wir

V-E(@) = = / + ')

und
VxE@@) = — /&foE (Z+7")

wobei wir die makroskopisch gemittelte Ladungsdichte

. 1 Lo
pror@) =75 [ @' puli+7)
1%

definiert haben. Da die Rotation des makroskopischen Feldes verschwindet, kbnnen wir es ebenfalls
durch ein Potential ausdriicken

E=-V¢

Es liegt nahe, dass wir das makroskopische Potential ¢(Z) durch Mittelung iiber das mikroskopische
Potential ausdriicken kénnen

¢@y:%/&f¢ﬂf+ﬂ)
und tatsachlich finden wir v
—?ﬂ@zn%i/&fv¢m@+fﬁ:%/h%%ﬁw+£U:E@)
1% 174

was unsere Vermutung bestétigt.

2.9.2 Freie und gebundene Ladungen in einem Dielektrikum

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Quellen das makroskopische elektrische Feld in einem
Dielektrikum besitzt bzw. woher das makroskopische Potential stammt. Im Prinzip gibt es hier
zwei Moglichkeiten: Einerseits kann es nach wie vor freie Ladungstrager (freie Ladungsdichte p(Z))
geben, die wir in einem Dielektrikum platzieren kénnen. Andererseits gibt es in einem Dielektrikum
aber auch die (induzierten) Dipole aus der Verschiebungs- oder Orientierungspolarisation. Nehmen
wir an, dass dieses Dipolmoment durch eine Dipoldichte p(Z) pro Volumen gegeben ist, so kénnen
wir das makroskopisch gemittelte Potential schreiben als

¢(f) _ 1 / p(fﬁ’) =+ ﬁ(f) (‘T —I )d?’ /

dmeg |7 — &' |7 — 2|3

freieLadungen induz. Dipole
Durch partielle Integration kénnen wir den zweiten Term umformen zu (6’ ist der Differentialope-
rator bezliglich 7')
(7! (7 — 7! —
/p(l‘_? ( xz )d?’l" _ /ﬁ(f/)vl

EEEE
R3 R3
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womit das Potential insgesamt als

-\ 1 1 VAN vA-12-7/ 3,/
@)= [ = V5@
R3 prot(Z)

geschrieben werden kann. Wir konnen daraus direkt ablesen, dass die gesamte Ladungsdichte
prot(E) = p(Z) — V-P(T)

aus der freien Ladungsdichte und der von der Polarisation herriihrenden besteht. Die Divergenz
des elektrische Feld ist daher gegeben als

= =, 1 L 1 i =

V-E(Z) = — pot(T) =—(p(Z) — V-p(Z))

€0 €0

was wir auch schreiben kénnen als

¥ B@+ L) ) =L o)

Wir definieren das Argument der Divergenz in dieser Gleichung als die dielektrische Verschiebung

= ‘

| D(@) :=0 E(7) + B(3)

womit die Quellengleichung fiir das elektrostatische Feld die besonders einfache Form
V-D(Z) = p(&)

annimmt. Nun erinnern wir uns daran, dass die Polarisation p(Z) fiir Dielektrika durch das elek-
trische Feld E(Z) selbst induziert wird und daher diesem in fiihrender Ordnung proportional sein
sollte. Wir setzen daher an

-

P(T) =0 xe £(Z)

wobei die Proportionalitatskonstante . die elektrische Suszeptibilitit genannt wird. Setzen wir
diese Beziehung in die obige Gleichung ein, so erhalten wir

V-E(Z) eo(1+ xe) = p()
Die Proportionalitdatskonstante
e=¢eo(1+ Xe)

wird Dielektrizitdtskonstante genannt und ist eine Materialkonstante. Im allgemeinen Fall, den
wir hier allerdings nicht betrachten, kann sie orts- und richtungsabhingig (also inhomogen und
anisotrop) sein. Es ist iiblich, fiir Materialien nicht die Dielektrizitatskonstante & selbst, sondern
die relative Dielektrizitatskonstante

£
67,.:1—|—Xe:€—0

anzugeben.

2.9.3 Elektrostatische Energie im Dielektrikum

Um die elektrostatische Energie einer Ladungsverteilung in einem homogenen, isotropen Dielek-
trikum zu finden, kénnen wir unsere Herleitung der elektrostatischen Energie im Vakuum aus
Kapitel 2.5 nochmals verwenden. Die einzige Anderung, die wir vornehmen miissen, ist das g
durch ein € zu ersetzen. Wir erhalten also eine Energiedichte

w(Z) == E*(Z)

| ™

die sich mit der Relation D =¢ E auch als

u(Z) =

NI
-l
™

~
e
™

N—
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schreiben ldsst. Wir erkennen daraus eine praktisch sehr wichtige Eigenschaft eines Dielektrikums:
es kann bei gleichbleibendem elektrischen Feld die Energiedichte erh6hen. Man nutzt diese Eigen-
schaft z.B. aus, um die Kapazitit eines Kondensators zu erhéhen. Die Spannung an einem idealen
Plattenkondensator mit Plattenabstand d ist U = E'd und die Ladungsdichte an seiner Oberfliche
ist ¢/ A=0=D. Die Kapazitit eines Plattenkondensators ist daher gegeben als

_E_DA_ é
C=U=4r "4

und nimmt proportional zur Dielektrizitdtskonstante ¢ des Materials zwischen den Kondensator-
platten zu. Die im Kondensator gespeicherte Energie bei konstanter Spannung U ist daher

AU?
2d

W:Adu:AdéeEQZe
und nimmt ebenfalls mit ¢ zu.
2.9.4 Randbedingungen an der Grenzfliche zweier Dielektrika

Randbedingungen fiir elektrische Felder beim Ubergang zwischen zwei Dielektrika (wobei sowohl
das Vakuum als auch der ideale Leiter als Grenzfille dargestellt werden kénnen) kénnen ganz
einfach aus den Grundgleichungen

V-D = p
VxE =0

gefunden werden. Betrachten wir zunédchst die erste Gleichung V-D= p und integrieren sie iiber
ein infinitesimal kleines Volumen entlang der Grenzflache zwischen zwei Dielektrika €, und €5 wie
in der nachfolgenden Figur abgebildet.

D

Dank des Gauft’schen Satzes wissen wir, dass der Gesamtfluss von D durch die Oberfliiche des

kleinen Volumens
%(ﬁlﬁ = /d%p(w)
1%

ov

durch die Gesamtladung in dem Volumen gegeben ist. Nun kénnen wir die Hohe des Volumens
beliebig klein machen, sodass die Gesamtladung verschwindet (sofern sich nicht eine freie Oberfla-
chenladungsdichte ebenfalls direkt an der Grenzfliche befindet). Das verbleibende Oberflicheninte-
gral beiderseits der Grenzflache ist nun jeweils durch die Normalkomponente D, von D gegeben.
Mit der Vorzeichenkonvention, dass die Normalkomponente in Richtung 5 positiv ist, haben wir
daher insgesamt

j{(ﬁﬁz D, dA|.,— D,dA|., =0
ov

womit wir die Randbedingung

DL|€2:DL‘€1
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erhalten. Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung ist also beim Ubergang zwischen
zwei Dielektrika konstant. Um die Parallelkomponente zu finden, verwenden wir die zweite Glei-
chung V x E=0 und wenden den Satz von Stokes an. Wir bilden das Umlaufintegral von E iiber
eine infinitesimale Strecke, wie in der folgenden Figur dargestellt.

Wir haben

Die beiden Seiten dz machen wir dabei beliebig klein, sodass sie nichts zum Umlaufintegral
beitragen. Es bleiben schlieflich die gegeneinander gerichteten Parallelkomponenten E) des elek-
trischen Feldes in €1 bzw. 5 entlang dl, sodass
Eydl|.,— Eydl|., =0
und wir somit die Randbedingung
Ejle;= By,
finden, d.h. die Komponente des elektrischen Feldes parallel zur Grenzflache zwischen zwei Dielek-

trika bleibt konstant. Zusammenfassend haben wir an der Grenzflache zwischen zwel Dielektrika
€1 und e also die Randbedingungen

Dile, = Dile
Ejle; = Ejle,

Zum Abschluss wollen wir noch die zwei anfangs kurz erwéhnten Grenzfille betrachten, das Vakuum
und den idealen Leiter. Nehmen wir zunéchst an, dass ein Dielektrikum, z.B. ; das Vakuum
sei. Wir kénnen das einfach erreichen, indem wir €; = ¢g setzen. Der andere Grenzfall, der eines
idealen Leiters, ist etwas subtiler. Wir kénnen uns einen idealen Leiter als ein extremes Dielek-
trikum vorstellen, das Polarisation erzeugt, ohne dass das elektrische Feld in das Medium eindringt.
Formal bedeutet das, dass die Suszeptibilitdt y. und damit die Dielektrizitdtskonstante £ diver-
gieren. Ist in unserem Fall also €; — oo, so besagt die Randbedingung

€2El|52 = DL|62 = Dl‘al = ElEL|61

dass

5

EJ_|€1 = _2EJ_|62 - 0

€1
die Normalkomponente des elektrischen Feldes im Leiter also verschwindet. Die zweite Randbedin-
gung, Ej|., = E)|c, ist fiir einen Leiter, wie wir bereits wissen, ebenfalls erfiillt, da in diesem Fall
Ejjle; =By, =0.
2.9.5 Randwertprobleme mit Dielektrika

Wir betrachten ein einfaches Randwertproblem, eine Punktladung ¢ in einem Dielektrikum &1, das
an einer Ebene an ein zweites Dielektrikum e9 grenzt.
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E9 €1

Lo

Wir wihlen die Geometrie wieder wie im Falle der Punktladung gegeniiber einer Leiterflache,
die wir im Abschnitt 2.6.2 betrachtet haben. Die allgemeine Losung des Problems fiir z > 0 ist
gegeben durch

g 1 0
(b i = 75 ST @ T T =
() dmey |2 — T Te(3) o 8

wobei im Vergleich zur Vakuumlésung nur die Konstante €9 durch €; ersetzt wurde. Fiir die
homogene Losung O (Z) setzen wir wieder eine Spiegelladung ¢’ am Ort —Z an, sodass

o 1 q q’
O(7) =
(@) 47r51<|§:'§3'0| T E+ 7|

Um zu sehen, ob dieser Ansatz korrekt ist und in diesem Falle ¢’ zu bestimmen, miissen wir
die Einhaltung der Randbedingungen an der Grenzfliche der beiden Dielektrika, also bei x =0
verlangen. Dazu miissen wir zundchst das elektrische Feld aus dem Potential berechnen. Fiir x >0
haben wir

-

E(@) = -V®(2)

1 T— , T+ )

- 47751(q|:6—§3’0|3 EREEEENE

Im Gegensatz zum Problem einer Punktladung gegeniiber einem Leiter kénnen wir hier allerdings
den Halbraum z < 0 nicht einfach vernachléssigen, da das elektrische Feld dort anders als im
Leiter nicht verschwindet. Da das Feld im Halbraum x <0 aber auch keine Quellen besitzt, ist das
Potential dort alleine durch ein homogenes Potential gegeben. Auch hier liegt es nahe, den Ansatz
fiir das Potential mithilfe einer Ladung ¢” auferhalb des Halbraumes bei Zy zu machen. Dies ist
keine Spiegelladung im engeren Sinne, sondern sozusagen die Auswirkungen der Ladung ¢, die im
Dielektrikum &4 sitzt, auf einen Punkt im Dielektrikum e9. Wir setzen also fiir das Potential im
Halbraum x <0 an
. 1 q//

*0) =t Tl
woraus ein elektrisches Feld
1, =2

E(#)=-V&(T) =
(33) (I) 471'62 |f—f0|3
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folgt. Nun koénnen wir die Randbedingungen am Ubergang der beiden Dielektrika bei 2 =0 formu-
lieren. Zunéchst wissen wir, dass die Parallelkomponente des elektrischen Feldes, hier also £, und
FE, konstant bleiben muss. Daraus ergibt sich

1 q Y 14 Y _ 1 7 )
3 3 - 3
A @y @z TR (@fryreae

1 z , z 1 1 z
amer| ER 5] 7 4re B
1 ($%+y2+22)2 (x(2)+y2+22)2 2 <x%+y2+22)2
Beide Gleichungen fithren zur selben Bedingung

1 /7]‘ 1"
El(q+q)—€2q

Fiir die Normalkomponente andererseits gilt dass D, =¢ F, konstant sein muss. Daraus erhalten wir

1 —Z0 , 0 1, —xo
Ir| g ) B
(@3 +y2 4222 (2g+y°+2°) (af+y2 +22)?
also
a—q'=q"
Durch Einsetzen dieser Gleichung in die erste Randbedingung erhalten wir
1 1
—(g+¢)=—(a-4")
. €1 €2
und somit
y__€1—E2 1" €2
= = 2
€1te2 ¢ €1+¢2 ¢

Wir konnten also mit unserem Spiegelladungsansatz die Randbedingungen erfiillen. Dariiber hinaus
sehen wir das korrekte Verhalten in zwei Grenzféallen: Wenn €1 = e, also fiir den Fall eines homo-
genen Dielektrikums, ist ¢’ =0 und ¢ = ¢, wie wir es erwarten wiirden. Fiir e5 > &1, fiir den
Fall also, dass sich bei # <0 ein Leiter befindet, erhalten wir ¢’ = —¢q, wie wir es fiir einen Leiter
hatten. Wir erhalten auch ¢” =2 ¢, aber da €5 — 0o verschwindet trotzdem das Potential fiir
x < 0. Weiter ist interessant dass fiir den Fall 7 > 5 die Spiegelladung ¢’ dasselbe Vorzeichen
hat wie g, fiir €1 < &4 sich das Vorzeichen jedoch adndert.

Beispiel. Wir wollen nun eine Konfiguration betrachten, die aus einer dielektrischen Kugel 2 mit
Radius R um den Ursprung herum besteht, die in ein in alle Richtungen unendliches ausgedehntes
Dielektrikum €7 eingebettet ist, in dem ohne die eingebettete Kugel ein homogenes elektrisches Feld

. 0
E=| 0
E

herrschen wiirde. Fiir das Potential bei » > R setzen wir daher an
¢T=—FEz+ ¢p=—FErcosl+ ¢y,

wobei ¢p, der noch zu bestimmende homogene Anteil des Potentials ist, der aus den Randbe-
dingungen folgt. Aus unserer Betrachtung einer Leiterkugel wissen wir bereits, dass ein solches
Feld in einem Leiter einen Spiegeldipol induziert. In Polarkoordinaten kénnen wir einen solchen
Spiegeldipol schreiben als

¢t (r,0,0)=EcosO(—r+ Ar—2)

wobei A eine noch zu bestimmende Konstante ist. Wir sehen aufserdem, dass diese Form des Poten-
tials genau dem Term [ =1, m =0 unserer Multipolentwicklung in Polarkoordinaten entspricht
(P1(cos @) =cos 0). Im Inneren der dielektrischen Kugel €3, also fiir r < R, existiert dagegen nur
ein Feld aufgrund des angelegten homogenen Feldes, also

¢ (r,0,p)=—FErcosfB
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mit einer noch zu bestimmenden Konstante B. Wir wollen nun mithilfe der Randbedingungen
iiberpriifen, ob der Ansatz korrekt ist und wenn ja die Werte der Konstanten A und B bestimmen.
Fiir die erste Randbedingung, ¢, Ef = D] = D] =5 E] benétigen wir die Normalkomponente
des elektrischen Feldes auf die Kugeloberfliche, also das elektrische Feld in radialer Richtung.
Am direktesten erhalten wir dies aus der Radialkomponente des Differentialoperators V, = 0,
angewandt auf das Potential, also

E[(R) = ~V.¢*(R)
= cosOE(1+2AR3)
EI(R) = _vr¢7(R)

= cosOFEB
Die Randbedingung lautet also

61(1—|—2AR_3) =& B

Fiir die zweite Randbedingung Eﬁ' = )| benotigen wir die Komponenten des elektrischen Feldes
parallel zur Kugeloberflache. In Polarkoordinaten sind diese gegeben durch die Komponenten des
Differentialoperators V in 6 und ¢ Richtung angewandt auf das Potential, also

1 1
0 9¢ 7“69¢ (] cp(b rSin eago(b
In unserem Fall ist die zweite Bedingung trivial erfiillt, da unser Problem rotationssymmetrisch in

 ist. Aus der ersten Bedingung erhalten wir

Ef(R) = —>0p¢"(R)=sin0E(~R+ AR"?)
Ey (R) = *%59(257(3) =—sinf ERB
und damit
B=1-AR>3
Kombinieren wir diese mit der ersten Randbedingung, so erhalten wir
A—pRp3 f2=€1 __3a
eat+2¢ ea+2¢
und damit 2 ! 2 '
R3 e3—¢e
+ = —_— —_——— ——
o (r,0, ) Ercos@(l 3 €2+2€1>
¢ (r,0,p) = —Er COSHL

e2+2¢e;

Wieder sehen wir, dass im Grenzfall €3 =¢; das homogene elektrische Feld ungestort bleibt, wah-
rend wir fiir eine Leiterkugel 5> ¢; A= R? und somit ein Potential

¢T(r,0,9) = —Ercos@(l—%?))
¢ (r,0,9) = 0

erhalten. Dies stimmt (abgesehen von der anderen Wahl der Koordinaten) mit unserem Resultat
aus Abschnitt 2.6.4 {iberein.

3 Magnetostatik

Magnetische Phénomene sind wie elektrostatische schon seit dem Altertum bekannt. Der Zusam-
menhang zwischen Elektrizitdt und Magnetismus blieb jedoch lange Zeit im Dunkeln. Der erste
wichtige Schritt zu einem quantitativen Verstdndnis gelang im Jahre 1820 Jean-Baptiste Biot und
Félix Savart, die das Magnetfeld um einen stromdurchflossenen Leiter beschreiben konnten und im
Jahre 1825 André-Marie Ampére, der das integrierte Magnetfeld in einer geschlossenen Schleife mit
dem durch die Schleife flieffenden Strom in Zusammenhang brachte. In diesen Betrachtungen wird
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der Stromfluss jeweils als stationir angenommen, das heifit er veréindert sich zeitlich nicht. Dies ist
noch nicht der vollstédndige Zusammenhang zwischen elektrischen und magnetischen Phanomenen,
doch wir wollen dieses Kapitel der wichtigen Betrachtung dieser sogenannten magnetostatischen
Phanomene widmen.

3.1 Strome

Bevor wir uns dem Magnetfeld zuwenden, wollen wir zunédchst ein paar grundlegende Betrach-
tungen zum elektrischen Strom anstellen, der die Ursache statischer Magnetfelder darstellt. Elektri-
scher Strom I ist definiert als die Ladung d@, die in einer gegebenen Zeit dt durch eine Flache

A flieft, also
d@

=52

at | ,

Der gesamte Stromfluss durch die Fléche A setzt sich dabei zusammen aus der Stromdichte j(a? 1),
die durch ein Flachenelement dA flieft, also

Ta= [ 3044
A
Wihlen wir als Fliache die Oberflache eines Volumens A =0V, in dem sich die Ladung @ befindet,

so erhalten wir

Iy =— =
ov
ov

dQ
dt

wobei das negative Vorzeichen ausdriickt, dass die Ladung aus dem Volumen flieft. Da wir die
Gesamtladung als Volumenintegral der Ladungsdichte p(Z) ausdriicken kénnen, erhalten wir schlief-

lich
_/Md%: ?{j’(f’t).dj
dt
v ov

Die rechte Seite dieser Gleichung kénnen wir mithilfe des Gaufs’schen Satzes umformen, sodass wir

schlieflich
—/%ﬁ’ﬂd%:/@-ﬂf,t)dgm

\4 14

erhalten. Da dies fiir jedes beliebige Volumen gelten muss, schlieffen wir daraus

dp(Z,t) = =
_2ASY) . ¢
g = V@)
Diese Gleichung ist als Kontinuitatsgleichung bekannt und driickt die Erhaltung elektrischer Ladung
mikroskopisch aus. Wir wollen uns in diesem Kapitel mit statischen Stromen beschéftigen, also

mit Strémen, die die Gesamtladungsdichte unveréndert lassen. Fiir diese gilt daher
Vij@=0

Bemerkung. Im Hinblick auf die relativistische Formulierung in spateren Kapiteln sei hier ange-
merkt, dass sich die Kontinuitéatsgleichung auf sehr kompakte Art schreiben ldsst, wenn wir die
Ladungsdichte p als zeitliche ,nullte“ Komponente der Stromdichte auffassen jo=cp und den
kartesischen Differentialoperator d; um die zeitliche Ableitung dy :%8,5 erweitern.? Die Kontinui-
tétsgleichung lautet dann, unter Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention

007+ 0;,5°=0

2. Die Konstante ¢ dient hier nur dazu die Einheiten richtigzustellen, d.h. aus einer Ladungsdichte p eine
Stromdichte j° zu machen und kann fiir diese Betrachtung auch vernachlissigt werden. Trotzdem ist es interessant
zu bemerken, dass ¢ die Einheiten einer Geschwindigkeit besitzt und diese - sollte unsere Betrachtung relevant sein
- konstant ist.
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oder, wenn man die Summenkonvention so ausdehnt, dass griechische Indizes von 0 bis 3 summiert
werden:

8,j" =0

Dies gibt uns einen ersten Hinweis darauf, dass wir dreidimensionale dynamische Probleme als
vierdimensionale statische Probleme darstellen kénnen.

3.2 Das Magnetfeld

Im letzten Kapitel haben wir die Elektrostatik aus dem Coulombgesetz entwickelt. Wir haben das
Konzept des elektrischen Feldes eingefiihrt und viele mathematische Hilfsmittel anwenden gelernt,
doch im Grunde haben wir nur das Coulombgesetz ndher untersucht, das selbst wiederum an das
Newton’sche Gravitationsgesetz angelehnt ist. Es ist bisher die einzige Form eines fundamentalen
Kraftgesetzes, die wir kennen: Eine Kraft zwischen zwei Punktladungen im Euklid’schen Raum,
proportional zu beiden Ladungen und zum inversen Quadrat des Abstandes. Die r—2 Propor-
tionalitit wiederum haben wir aus rein geometrischen Uberlegungen erhalten - Der Fluss des
Feldes durch eine Oberfliche um die Punktladung ist konstant. Auch wenn wir viele andere Krifte
kennengelernt haben - Reibungskrifte, Auftriebskraft, Federkraft usw. - so waren diese doch alle
nur effektive Modelle oder Idealisierungen. Die Kréfte, die einen Festkorper zusammenhalten oder
die Seilspannung eines Fadenpendels bewirken, sind uns im Grunde unbekannt.

Mit der magnetischen Kraft tritt uns eine neue fundamentale Kraft gegeniiber und es ist nahe-
liegend, auch hier das uns bekannte Schema anzuwenden - eine Kraft zwischen Punktladungen,
proportional zum Produkt der Ladungen und zu deren inversen Abstand zum Quadrat. Wir treffen
auch in der Natur magnetische Dipole an, die sich vollig analog zu elektrischen Dipolen verhalten.
Wir kénnen sogar ein Magnetfeld B einfithren?, das magnetische Dipole genau so produzieren wie
elektrische Dipole ein elektrisches Feld und in dem sie sich auch genau so ausrichten. Doch nach
einigem Experimentieren wird ziemlich schnell klar, dass sich magnetische Dipole nicht in zwei
magnetische Ladungen trennen lassen. Diese Tatsache macht uns klar, dass wir fiir magnetische
Phénomene nicht einfach die mathematische Form des Newton’schen Gravitationsgesetzes ansetzen
kénnen, wenn wir nicht gleichzeitig dazu bereit sind, Dipole als fundamental anzunehmen. Wir
konnen aber andererseits, ausgestattet mit unserem Wissen tiber Felder, das wir aus der Unter-
suchung des elektrischen Feldes gewonnen haben, die Nichtexistenz von Monopolen dazu nutzen,
die erste Grundgleichung fiir das Magnetfeld B aufzustellen. Wenn magnetische Ladungen oder
Monopole wirklich nicht existieren, so hat das Magnetfeld keine Quellen, also

V-B=0
Wie aber entstehen magnetische Dipole, wenn sie nicht aus Monopolen zusammengesetzt sind?
Noch allgemeiner kénnen wir uns fragen, wie iiberhaupt ein Magnetfeld existieren kann, wenn
es keine Quellen hat. Eine erste Antwort darauf finden wir in Experimenten, die zeigen, dass
sich magnetische Dipole in der Néhe eines stromdurchflossenen Leiters ausrichten. Solche Experi-

mente wurden erstmals am Anfang des 19. Jahrhunderts durchgefiihrt und zeigten dabei, dass das
Magnetfeld in der Néhe eines sehr langen, stromdurchflossenen Leiters

a) Normal auf den Leiter steht
b) Normal auf den Abstandsvektor des Dipols zum Leiter steht
¢) Proportional dem Stromfluss durch den Leiter ist
d) Proportional zum inversen Abstand des Dipols vom Leiter ist
Wir koénnen diese Fakten kompakt zusammenfassen als
Ix €r €=

B

— |

r=|7

S| =
= s

3. Die genaue Bezeichnung fiir B lautet magnetische Flussdichte, doch wir werden hauptséchlich die generische
Bezeichnung Magnetfeld verwenden.
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wobei I der Stromfluss durch den Leiter ist und 7 der Abstandsvektor des Punktes vom Leiter.
Wir legen die Proportionalitétskonstante fest als

wobei pg als magnetische Feldkonstante oder Vakuumpermeabilitdt bezeichnet wird. Wir wollen
aus dieser Beziehung nun die Grundgleichung fiir das Magnetfeld herleiten. Dazu integrieren wir
das Magnetfeld entlang des Umfangs eines Kreises A mit Radius r, der normal zum Leiter steht
und durch dessen Mittelpunkt der Leiter verlauft. Bilden wir das Umlaufintegral, so erhalten wir

FaB@) = pol = [ 7004
0A A

wobei j(#) die Stromdichte ist. Andererseits kénnen wir das Umlaufintegral mithilfe des Satzes
von Stokes auch umschreiben als

j d-B(7) = A/ (¥ x B(#))-dA

Der Vergleich der beiden Ausdriicke legt nahe, dass unsere zweite Grundgleichung fiir das Magnet-
feld

V x B(Z) = po j(2)

lautet. Dabei miissen wir annehmen, dass auch fiir das Magnetfeld das Superpositionsprinzip gilt,
d.h. dass das Magnetfeld, das durch zwei iiberlagerte Strome verursacht wird, gleich der Summe
der Magnetfelder der einzelnen Strome ist.

3.2.1 Die Wirkung des Magnetfeldes auf Ladungen

Wir sind nun in einer einigermaflen seltsamen Situation. Dank der Analogie zum elektrostatischen
Feld und der Existenz von magnetischen Dipolen konnten wir die Grundgleichungen des Magnet-
felds, V-B=0und V x B(Z) = 0 j(Z), aus Experimenten deduzieren. Wir haben aber immer noch
keine Ahnung, woraus ein magnetischer Dipol besteht und welche Auswirkungen das Magnetfeld
auf andere Objekte hat. Die Vermutung liegt natiirlich nahe, dass das Magnetfeld eine Kraft
auf elektrische Strome bewirkt, da es ja auch von ihnen hervorgerufen wird. In der Tat finden
wir experimentell, dass auf eine sich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegende Ladung ¢ in einem
Magnetfeld B eine Kraft wirkt, die Lorentzkraft

F’:qﬁxé

Vielleicht fragen Sie sich, warum wir hier keine Proportionalitétskonstante bendtigen. Tatséchlich
haben wir noch eine bisher unbestimmte Konstante, ndmlich pg. Wir kénnen daher die Stérke
des Magnetfeldes so definieren, dass in der Lorentz-Kraft keine weitere Proportionalitdtskonstante
benétigt wird.

Die Lorentz-Kraft, im Sinne einer Kraft auf eine Punktladung, ist streng genommen kein Teil
der Magnetostatik mehr: Eine sich bewegende Punktladung stellt einen zeitlich nicht konstanten
Strom dar. Wir kénnen aber einen zeitlich konstanten Strom durch die Bewegung von Ladungs-
tragern darstellen, zumindest im Grenzfall von unendlich vielen, infinitesimalen sich bewegenden

Ladungstragern. Dazu betrachten wir eine Querschnittsflache dA um den Punkt Z, durch die eine
Ladungsdichte p(Z) mit einer Geschwindigkeit ¥ =dl /dt flieft. Die Ladung, die pro Zeit d¢ durch
dA flieft ist daher dq:cfélmflp(f) und die Stromdichte j(Z) =7 p(Z). Fiir die Lorentz-Kraft auf
die Ladung d¢g im Volumen dV = dA-dl finden wir daher

~

AF (7) = dA-dip(7) gé

S

x B(Z)

)
~—
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was wir schreiben kénnen als

D j@) x B@)

In dieser Form kénnen wir nun die Lorentz-Kraft auf magnetostatische Fille anwenden. Unter-
suchen wir zunéchst den einfachen Fall zweier paralleler, unendlich langer Leiter im Abstand d
zueinander, durch die jeweils ein Strom I bzw. I5 fliefsen. Berechnen wir zunéchst das Magnetfeld,
das vom Strom [; erzeugt wird. Wéahlen wir unser kartesisches Koordinatensystem so, dass der
Strom I; entlang der positiven z-Achse fliefst, so wissen wir schon dass das Magnetfeld gegeben ist
durch

B@) = 17 e

2w r
Il x
po 1
= ———| 0 |x]| ¥
2. .2
2Ty 4z 0 .
0
1) 1
= | 5
21 Y2+ 22
4 Ly
0
_ oL
T2 Y2422
Y Yy

Um die Kraft auf den zweiten Leiter zu berechnen bendtigen wir zunéchst dessen Stromdichte.
Wahlen wir unser Koordinatensystem so, dass sich der zweite Leiter bei z=0 und y =d befindet,
so haben wir

I
J(&)=126(2) 6(y —d) IL=] 0

woraus sich eine Kraft pro Volumen dV =dzdydz

ergibt. Integrieren wir dies liber eine Querschnittsfliche A um z=0 und y=d, durch die I, aber
nicht I; fliefit, so erhalten wir

dF(Z)  dF(x)
/ dydz=~ = —@

A

= Iyx B(z,d,0)
I 0
_ toh
T YE 0 |x| O
0 d
0
- ﬂ% —Id
T 0
o Il
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Es gibt also eine Kraft pro Lénge [

die auf zwei parallele, stromdurchflossene Leiter wirkt. Wir konnen ablesen, dass die Kraft anzie-
hend ist fiir Strome, die in die gleiche Richtung flieken. Weiter ist sie proportional zu dem Produkt
beider Strome und zum inversen Abstand. Die inverse Proportionalitdt zum Abstand lédsst sich
wiederum geometrisch verstehen: Im Gegensatz zum Coulombgesetz, wo sich der Fluss {iber eine
Kugeloberfliche verteilte und damit verbunden F oc 772, verteilt sich der Fluss hier iiber eine
Zylinderoberfliche, weshalb F ocr~!. Wir kénnen nun auch die magnetische Feldkonstante fixieren.
In SI-Einheiten ist po=47 10_7%.

Dieses Resultat ldsst sich als magnetisches Pendant zum Coulomb-Gesetz verstehen und als
eine neue Form eines fundamentalen Kraftgesetzes. Allerdings sehen wir schon an dieser Stelle,
dass sich dieses neue Kraftgesetz nicht so gut in die Newton’sche Mechanik einfiigen wird wie das
elektrostatische Coulomb-Gesetz. Wir erinnern uns, dass in der Newton’schen Mechanik alle Iner-
tialsysteme gleichberechtigt sind. Nun kénnen wir aber in dem obigen Problem zweier paralleler,
stromdurchflossener Leiter in ein Inertialsystem gehen, in dem die Stromdichte in einem der Leiter
verschwindet. Die Kraft zwischen den beiden Leitern scheint also vom Inertialsystem abzuhéngen
- eine Inkonsistenz der Theorie, die weitreichende Folgen hat, wie wir noch sehen werden.

3.3 Das magnetische Potential

Fassen wir noch einmal die Grundgleichungen der Magnetostatik zusammen und stellen sie denen
der Elektrostatik gegeniiber

VxB = poj(@) ﬁE::f
0
V-B =0 VxE =0

Dank der Rotationsfreiheit des elektrischen Feldes konnten wir es als Gradienten eines Potentials
schreiben - eine Moglichkeit, die uns in der Magnetostatik nicht offen steht. Wir konnen allerdings
die Divergenzfreiheit des Magnetfeldes nutzen: Sie erlaubt es, das Magnetfeld als eine Rotation

eines Vektorfeldes A(i") zu schreiben, dass wir magnetisches Potential oder Vektorpotential nennen.
Wir haben also

B=VxA
womit die homogene Feldgleichung
V-B = V.(VxA)

= 0;€ijk0iAk

=0
automatisch erfiillt ist. Die inhomogene Feldgleichung konnen wir damit schreiben als

Vx(VxA) = poj(@)

Der Ausdruck auf der linken Seite lasst sich schreiben als

€ijk0i€kimOtAm = (0i10jm — Oim 0;1)0;01Am
= 0D Am — O0,A;

was wir in Vektorschreibweise als
Vx(VxA)=V(V-A) - (VV)A=V(V-A) —A A (3)
ausdriicken kénnen. Daher lautet unsere Gleichung fiir das Vektorpotential auch

—

V(V-A) = A A=y (@)



54 ABSCHNITT 3

und wiederum gilt, dass wir mit einer Losung dieser einen Gleichung beide Grundgleichungen fiir
das Magnetfeld erfiillt haben.

3.3.1 Eichsymmetrie

In der Elektrostatik hatten wir schon bemerkt, dass die Poissongleichung nicht immer eine eindeu-
tige Losung fiir das elektrostatische Potential liefert - wir konnten zum Potential eine beliebige Kon-
stante addieren und erhielten dasselbe elektrische Feld. Ursache fiir diese Ambiguitdt war im Fall
des elektrostatischen Feldes die Tatsache, dass die Divergenz einer Konstanten verschwindet und
eine additive Konstante im Potential daher keine Auswirkung auf das elektrostatische Feld hatte.
Ahnlich kénnen wir nun im Falle des Vektorpotentials uns die Frage stellen, welche Modifikationen
keine Auswirkungen auf das daraus resultierende Magnetfeld haben. Die Antwort ist natiirlich,
dass wir zum Vektorpotential jeden Term addieren kénnen, dessen Rotation verschwindet, ohne
dass dies das resultierende Magnetfeld dndern wiirde. Welche Terme das sind, wissen wir aber
bereits: Jedes Vektorfeld das als Gradient eines Skalarfeldes dargestellt werden kann, hat eine
verschwindende Rotation. Wir kénnen also ein Skalarfeld (%) definieren und damit aus einem

gegebenen Vektorpotential A%(Z) mit dazugehdrigem Magnetfeld B® =V x A ein neues

A(@) = @) + V()

konstruieren, aus dem dasselbe Magnetfeld

B(Z) ?x ”@ )
= Vx (&) + Vi(3))
= Vx A%Z)+V x (ViH(2))
B'(z)

resultiert. Diese Transformation nennt sich Eichtransformation und die Tatsache, dass die Eich-
transformation das Magnetfeld unberiihrt lasst, nennen wir Eichsymmetrie. Wir wollen diese
Eichsymmetrie nun nutzen, um unsere Gleichung fiir das Vektorpotential zu vereinfachen. Im
Speziellen wollen wir verlangen, dass V-A= 0, woraus resultieren wiirde, dass

AA:—NOJ(f)

somit also die Grundgleichung fiir das Vektorpotential eine Poisson-Gleichung fiir jede seiner Kom-
ponenten wére. Die Frage ist: Diirfen wir V-A=0 verlangen oder, anders gesagt, gibt es immer eine
Eichtransformation ¢(Z), sodass wir aus jedem A°(Z) ein A(Z) = A%(#)+ V(Z) erhalten konnen,
dessen Divergenz verschwindet? Wir verlangen also

0 =VA
= ?(ff (@) + ?1@(9?))
= Y{{ (@) +(V-V) ¥(Z)
V- A0(Z) + A (F)

Die Eichtransformation ¢ (&) ist also gegeben als Losung der Poisson-Gleichung
A(F) = —V-A7)

Wir miissen diese Gleichung nicht 16sen, es reicht uns festzustellen, dass eine solche Losung existiert.
Tatséchlich ist diese Losung nicht einmal unbedingt eindeutig, da wir eine beliebige Lésung der
homogenen Poissongleichung zu ¢ (%) addieren kénnen. Wir wollen diese Prozedur, die sogenannte
Eichfixierung, an dieser Stelle aber nicht weiter treiben und geben uns damit zufrieden, dass wir
immer V-4 =0 verlangen konnen. Diese spezielle Form der Eichfixierung nennt man die Coulomb-
Eichung.
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3.3.2 Losung des magnetostatischen Problems in der Coulomb-Eichung

Wie wir sehen, hat die Grundgleichung der Magnetostatik in der Coulomb-Eichung
AA=-— Ho j (Z)

groke Ahnlichkeiten zur Grundgleichung der Elektrostatik

N -
€0

Die allgemeine Losung in der Elektrostatik lautete

bedd

B(F) = 4;50 /dsx/ ‘z{)(jfz?,' +3(@)
R3

wobei @, eine Losung der homogenen Poisson-Gleichung A &, =0 darstellte. In der Magnetostatik

haben wir es mit einer Poisson-Gleichung in jeder der drei Komponenten A; zu tun und miissen

entsprechend ® durch A; sowie p durch j; ersetzen. Weiter ist die Proportionalitdtskonstante pyg

anstatt €g, also erhalten wir insgesamt

-7

Aw =t [or A0+ 4@)
RS

wobei Ah(f) eine Losung der homogenen Poisson-Gleichung Agh(f) =0 darstellt, die durch die

Randbedingungen gegeben ist. Im Prinzip konnten wir zu dieser Losung noch eine beliebige Eich-

transformation addieren, wir wollen allerdings hier in der Coulomb-Eichung bleiben. Betrachten

wir nun noch das Magnetfeld, das aus diesem Vektorpotential resultiert:

B(Z) = VxA(@)

Fiir den Spezialfall einer Stromschleife C' im ansonsten leeren Raum verschwindet der homogene
Teil der Losung und das Volumsintegral iiber die Stromdichte reduziert sich auf ein Linienintegral

des Stroms
/ 32§ (3" = / Idz’
) R3 c
womit
-, 5 S
= o dz’ x (Z —2')
B = — _— 7
@) =47 Z—7'P
c

Dieser Zusammenhang ist als das Biot-Savart Gesetz bekannt.

Beispiel. Als Beispiel fiir wollen wir das Vektorpotential eines unendlich langen, infinitesimal
diinnen Drahts berechnen, durch den ein Strom [ flieft. Wir wéihlen das Koordinatensystem wieder
so, dass der Strom entlang der positiven z-Achse flieft. Die Stromdichte ist daher

J(@) =18(x)é(y) e
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Berechnen wir zunéchst die partikuldre Losung

o K=
i@ = 4o faw 20

o _,;J,QI / 1
Va2 +y?+ (2 —2)?

t = 2/ —=2
= dt = dz2’
+oo — o0
o0
S pol 1

Wie wir erkennen kénnen, divergiert dieses Integral. Wir werden daher etwas vorsichtiger vorgehen
und zunéchst das Integral fiir einen endlich langen Draht mit Integralgrenzen —T',T bestimmen

und danach den Grenzwert T — oo bilden. Mit r = /2% + 32 haben wir
T

AL(r) = 2 _/f; +t2

dt

[
i

t = rsth
dt = rcosthG

T — asmh

0 — 0

asmh

“_
2o
0
= Mol (L
= &5 smh<T>

€? =sinh 0 + cosh @ =sinh § 4+ /1 + sinh?

Aus

folgt mit # =asinh y

easinhy:y+ /1_|_y2

also

asinhy:ln(y—l— V1 —|—y2>

oder

asinh y =1n y—|—ln<1 +4/1+ y_2)

Damit erhalten wir

AT(r) = éz%on(%)—i—ln(l—k 1+(%)2>>
o ol S pol )2
= —Ei In(r) +¢€, 5 <ln(T)+ln<1+ 1+(T) >>
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Wir haben also insgesamt

o+ (et )

= _ez'uLIln( )+ €. MO;( lim In(T )+ln(2))

27T' T— oo

_ o I S pol
ez—27r In(r)+¢ 2_271 lim ln(2T)

Der divergente Term in diesem Ausdruck

é “OI —In(27)

ist (fiir ein beliebiges, fixes T') ein konstanter Vektor und damit eine Losung der homogenen
Poisson-Gleichung. Das bedeutet, wir kénnen bei endlichem T die durch die Randbedingungen
gegebene homogene Losung ansetzen als

An(r) = -2, %%f In(2T)
und erhalten damit

_ = Mol
A(r)=-¢2, 5 Inr
oder

Al = pol 2 2
A(Z)=— 1
() =220 (2?1 )

Wir konnen leicht iiberpriifen, dass uns dieses Potential das korrekte Magnetfeld liefert:

B(Z) = V xA(Z)
Oy
= —| 9y 0 NO ln(x-i-y)
0,
0y
S
0
TS S U et
T 4w a?4q2 v
0
_y
_ mll1) S
27|
0
I 0 T
Mo
= o VY /r
I z
Mo 7L
o 27rrI><er

Ein interessanter Aspekt dieser Rechnung ist die Tatsache, dass wir eine vollkommen regulére, phy-
sikalische Losung erhalten haben, obwohl ein Zwischenresultat divergent war. Der entscheidende
Schritt dabei war zu identifizieren, welches die physikalisch relevanten Grofen sind - in unserem
Fall sind es das gesamte Vektorpotential und das Magnetfeld - und darauf zu achten, dass diese
wahrend der Rechnung endlich bleiben. Wenn unphysikalische Hilfsgréfien - in unserem Fall die
partikulare Losung f_l'p(f) - divergieren ist das solange kein Problem, wie diese Divergenz in einer
anderen HilfsgroRe - in unserem Fall der homogenen Lésung Ap(r) - absorbiert werden kann.
Dieses Vorgehen nennt man Regularisierung und es ist besonders in der quantisierten Version der
Elektrodynamik - der Quantenelektrodynamik - von zentraler Wichtigkeit.
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Zum Abschluss dieser Rechnung noch eine kleine technische Bemerkung. Vielleicht ist es Ihnen

aufgefallen, dass im Endresultat fiir /Y(:"f) der Logarithmus einer dimensionsbehafteten Grofe Inr
erscheint. Dies wurde in der Herleitung dadurch verursacht, dass wir im homogenen Potential
ebenfalls den Logarithmus einer dimensionsbehafteten Grofe, ndmlich In(27T), angesetzt hatten.
Wir konnen dies jederzeit dadurch korrigieren, dass wir anstatt In(27") ein In(27"/Tp) verwenden,
wobei Tj eine beliebige Konstante der selben Dimension wie T ist. Unser Endresultat wiirde dann
lauten

womit das Argument des Logarithmus wieder dimensionslos ist. Freilich &ndert sich dadurch das
Magnetfeld nicht, denn die Losung kann ihrerseits nun wieder als

2o = ol S pol
A(r)= TS lnr+ez—27r In Ty

konstant

geschrieben werden. Der zweite Term auf der rechten Seite ist eine Konstante, deren Ableitung
verschwindet, auch wenn sie den Logarithmus einer dimensionsbehafteten Grofie enthélt.

3.4 Energiedichte des magnetostatischen Feldes

Wir wollen nun in Analogie zum elektrostatischen Fall die Energie einer magnetostatischen Feld-
konfiguration berechnen. Dazu beginnen wir mit der Lorentz-Kraft

4D @) < B@)

einer Stromdichte j in einem #uferen Magnetfeld B. Wir definieren die Kraftdichte

und schreiben diese Beziehung als

oder, in Komponenten,
fi=¢ijrjj Br

Wird das Magnetfeld B von der Stromdichte j selbst erzeugt, so gilt g j = V x B, womit die
Kraftdichte als
fi = €ijxjj Bk
= — €ijkEjim DBroiBm,
0 N e’
0imOki—06i10km
— L (B.0wB.— B,0,By)
Ho

= —Lain By + iakBk B;
2 po Ho

geschrieben werden kann. Integrieren wir diesen Ausdruck nun iiber den gesamten Raum und sehen
uns dabei zunéchst den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung an

/ d320,Bi(Z) Bi(T) = / BzV-(B(T) Bi(2))
R3 R3
- D@ B
OR3

=0
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Um auf die zweite Zeile zu kommen, haben wir den Satz von Gaufs verwendet. Das Magnetfeld
einer endlich ausgedehnten Konfiguration von Strémen verschwindet im Unendlichen und damit
verschwindet auch das gesamte Integral. Die integrierte Kraftdichte kénnen wir somit schreiben als

/ &3z F(7) = 72%0 / &2V BY7)
R3

R3

Wir sehen nun, dass der Integrand auf der rechten Seite ein Gradient ist und daher der Integrand
auf der linken Seite, also die Kraftdichte f, ebenfalls als Gradient geschrieben werden kann. Das
Objekt, dessen negativer Gradient eine Kraftdichte f ist, ist selbst natiirlich eine Energiedichte u,
also

- —

f(#) = —=Vu(7)

womit wir die Energiedichte eines statischen Magnetfeldes ablesen kénnen als

- 1 =5
u(m)zz—’uOBz(x)

Natiirlich gilt fiir diese magnetostatische Energiedichte dieselbe Einschrénkung wie fiir die elek-
trostatische Energiedichte, ndmlich dass wir sie nicht lokalisieren kdnnen. Wir kénnen nur die
Gesamtenergie einer Konfiguration von statischen Strémen berechnen, nicht aber die zeitliche Ver-
dnderung einer Energiedichte, denn dies wiirde iiber die magnetostatische Naherung hinausgehen.
Interessant ist auch der Ursprung des Faktors %, der hier aus der Anwendung der Produktregel
folgte. Anders als im Fall der elektrostatischen Energie haben wir unsere Konfiguration nicht
anschaulich aus endlichen Kreisstrémen - den magnetostatischen Aquivalenten von Punktladungen
- aufgebaut, sondern direkt aus der Stromdichte und dem dazugehorigen Feld. Ein &hnlicher Ansatz
ist tatsdchlich auch fiir die Elektrostatik moglich, wenn man dort mit der ,,Coulomb-Kraftdichte*
fc: pE‘ beginnt.

Wir kénnen die magnetostatische Energie noch in einer anderen Form schreiben, die ebenfalls
niitzlich sein kann. Dazu erinnern wir uns zunéchst, dass das Magnetfeld als Rotation des Vektor-
potentials B=V x A geschrieben werden kann und somit

w = %mé.m,z)
QLms”kBiajAk
- QLMOEU,@B% Ay QLMOEU,C(&]BI) Ay
- _QLMO* (B x A) QLMOA.(@XB)
%A.m%ﬂowzxg)

Um die Gesamtenergie zu finden integrieren wir die Energiedichte wieder iiber den gesamten Raum
mit dem Ergebnis

W:
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Der zweite Term in der letzten Zeile ist wieder ein Oberflichenintegral iiber den Rand des Raumes,
wo das Magnetfeld verschwindet. Dieser Term verschwindet daher ebenfalls und wir erhalten

w :% / d3x /Yj
R3
fiir die Gesamtenergie des Systems.

3.5 Magnetische Multipolentwicklung

Da die Grundgleichung fiir das Vektorpotential in jeder Komponente eine Poissongleichung ist,
kénnen wir in jeder Komponente eine Multipolentwicklung in vélliger Analogie zum elektrostati-
schen Potential durchfithren. Wir betrachten wieder eine Region ' < R um den Ursprung, in der
die Stromdichte j(Z') nicht verschwindet und einen Punkt r > R, an dem wir das Vektorpotential
bestimmen wollen. Neu im Vergleich zur Elektrostatik ist zusatzlich, dass zwischen den drei Kom-
ponenten der Stromdichte ein Zusammenhang besteht, ndmlich

—

Vj=0

Um zu sehen, wie diese Beziehung unsere Losungen einschrankt, betrachten wir zundchst das
Integral

dAj(@) £(2)
oV

iiber die Stromdichte auf der Kugeloberfliche r = R, innerhalb derer die Stromdichte beschrénkt
ist, mit einer beliebigen Funktion f(x). Da die Stromdichte am Rand verschwindet, wissen wir,
dass das Integral verschwinden muss. Wir kénnen nun den Satz von Gauf anwenden und das
Oberflachen- in ein Volumenintegral umformen

-

&Pz V-(j (@) £(2))

Wir kénnen nun fiir f(Z) nacheinander f(Z)=x, f(Z)=y und f(Z) =z wihlen und erhalten damit
/ 3z’ j(@) =0
%

Betrachten wir nun den fiihrenden Term in der elektrostatischen Multipolentwicklung

q= /d?’x’p(f’)
1%
Der entsprechende Term in der magnetostatischen Entwicklung ist

7= [ @ j(@)

\%4
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von dem wir eben gesehen haben, dass er verschwinden muss. Das Fehlen eines Monopolterms
folgt also direkt aus den Grundannahmen der Magnetostatik und muss nicht zusatzlich postuliert
werden.

3.5.1 Der Dipolterm

Betrachten wir als néchstes den Dipolterm in der Entwicklung in kartesischen Koordinaten. Im
elektrostatischen Fall hatten wir

pi= [ @ pa)ai
|4

mit dem entsprechenden Dipolpotential

Das magnetostatische Aquivalent dieser Ausdriicke ist der magnetische Dipolterm

P — / &’ T3 !

1%
und das Vektorpotential

o Mo T
AP@) =40 L
Der Dipolterm p™ ist also zunéchst ein Tensor (mit den beiden Indizes ¢ und j). Wir miissen
allerdings die Einschriankung

/d%j(f)ﬁf(f) —0
1%

beachten, die ja fiir beliebige Funktionen v f(@) gilt. Fir den Monopolterm waren die drei
Funktionen x, y und z -also jeweils die Koordinaten zur ersten Potenz - relevant, die alle drei
Komponenten des Monopolterms verschwinden liefen. Fiir den Dipolterm sind alle Kombina-
tionen der Koordinaten zur zweiten Potenz relevant und davon gibt es insgesamt 6, nimlich x2,
y?, 22, vy, vz und yz. Durch den Differentialoperator verschwindet jeweils eine Koordinate und

fiir ein allgemeines z; x; erhalten wir daraus Einschrénkungen der Form

/ & (ju(@)-w; + j;(@)-2:) =0
Vv
oder
pij+pji=0

oder, mit anderen Worten, alle 6 symmetrischen Komponenten des Tensors miissen verschwinden
und es bleiben nur die 3 antisymmetrischen Komponenten erhalten. Wie man leicht sehen kann,
setzt sich dieses Muster - das Verschwinden aller symmetrischen Komponenten - fiir hohere Mul-
tipolmomente fort, wenn fiir f(Z) alle Kombinationen der Koordinaten bis zur jeweiligen Potenz
verwendet werden. Wir begniigen uns hier aber mit dem Dipolterm, der ja in der Magnetostatik
die flihrende Ordnung darstellt. Da alle symmetrischen Komponenten des Dipolmoments ver-
schwinden, kénnen wir die verbleibenden 3 antisymmetrischen Komponenten zusammenfassen als

P}'f =Eijk Mk
mit der Umkehrung
E1ji Dji = Elji Eijh Mk = —21My
oder

1 1 .
ml:Eslijp;?g:§/d3x’€lijjj(x’) x
v
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Das Vektorpotential eines Dipols ist damit

D=y MO Ti g plo T
O = G b =

In Vektornotation lauten diese Beziehungen

ﬁD(f):f_jrmxi = L /d%’f’xf(f’)
Vv

3.5.2 Eigenschaften eines magnetischen Dipols

Betrachten wir nun, wie sich ein magnetischer Dipol in einem &ufleren Magnetfeld verhélt. Dazu
beginnen wir mit der Lorentz-Kraft

FiZEijk /dsl‘j]((f) Bk(f)
R3

wobei das Magnetfeld B diesmal nicht mit der Stromdichte zusammenhéngt, da es extern gegeben
ist. Wir stellen uns nun vor, dass der magnetische Dipol, dessen Stromdichte durch j(f) gegeben
ist, sich nahe des Ursprungs befindet. Wir kénnen daher das Magnetfeld um den Ursprung in eine
Taylorreihe entwickeln

By(Z) = B(0) + 10, B(0) + - - -

Wir vernachléssigen hohere Ordnungen und setzen in die Lorentz-Kraft ein, wodurch wir
Fo= e / d2.j;(2)(Bi(0) + 2101B4(0))
]RS

= &ijk Bk(O) /d?’l‘j]((f) —‘rEijk /d?’l‘j]((f) (I}lalBk(O)
R3 R3

erhalten. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, verschwindet das Integral iiber eine sta-
tiondre Stromdichte und somit der erste Term in der zweiten Zeile. Wir erhalten also

1 B .
F; = Seiji01Bx(0) /d3x3j(x)xl

2
1 e
= 5 Eijk a1Bx(0)pji
1
= 5 Eijk 01 Br(0)erjnmn
1

=3 (0:10kn — Oindk1) O BK(0)m,
= %ain(O)mk — %&gBk(O)m%

Der zweite Term in der letzten Zeile verschwindet, da das Magnetfeld divergenzfrei ist. Insgesamt
bleibt also fiir die Kraft auf einen magnetischen Dipol m von konstanter Gréfte durch ein Magnet-
feld B in niedrigster Ordnung

F=vV(m-B)

Wir sehen, dass die Kraft durch einen Gradienten beschrieben wird und kénnen daher aus der
allgemeinen Beziehung

—

F=-VW
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zwischen Kraft F' und potentieller Energie W die potentielle Energie

W=—mDB

identifizieren, die ein Dipol in einem Magnetfeld besitzt.

3.6 Magnetfeld in Materie

Wir wollen nun, wie wir es fiir das elektrische Feld schon getan haben, ein einfaches phanomeno-
logisches Modell dafiir entwickeln, wie sich Magnetfelder in Materie verhalten. Zun&chst sehen
wir, dass es kein direktes magnetisches Analogon zu einem elektrischen Leiter gibt. Da keine
magnetischen Ladungen existieren, kann ein Magnetfeld auch nicht durch Oberflichenladungen
verursacht werden. Es konnen allerdings in Materie Kreisstréme vorhanden sein, die ein elektrisches
Dipolmoment besitzen. Diese Dipole richten sich dann beim Anlegen eines dufseren Magnetfeldes
aus sodass ein Medium, in Analogie zur elektrostatischen Polarisation, auch magnetostatisch pola-
risierbar sein kann.

3.6.1 Das makroskopische Magnetfeld

In Analogie zur Elektrostatik konstruieren wir zunéchst ein makroskopisches Magnetfeld

durch Mittelung des mikroskopischen Magnetfeldes B,, iiber ein Volumen V. Aus den Grundglei-
chungen, die fiir das mikroskopische Magnetfeld gelten, erhalten wir

o]l

VB - lv/d%'%.ém(ma?')

sowie

wobei

hrd — ]. [ hrd — —
Jtot(T) == /d3$/ Jm(Z+ 37’)

wiederum die gesamte Stromdichte ist, die sich aus der freien Stromdichte j sowie der fiir die
magnetische Polarisation verantwortlichen Stromdichte jmas Zusammensetzt

}tot(f) = J(f) + jmag(f)

Da auch das gemittelte Magnetfeld B divergenzfrei ist, ldsst es sich durch ein Vektorpotential A
darstellen, sodass

= —

B=VxA
Setzen wir das gemittelte Vektorpotential an als

,ﬂm:%a/&wﬁm@+zq
1%
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so sehen wir, dass es tatsdchlich das korrekte gemittelte Magnetfeld wiedergibt

D_ 71 3./ T (= = 1 3.0 D (2 2 2=

=V><A=‘—/ d°z'V x A (Z+ 7 ):‘—/ d’z' B(Z+ ') = B(Z)
1%

3.6.2 Magnetische Polarisation in Medien

Teilen wir nun das Vektorpotential in einen freien Teil und einen Teil, der von der magnetischen
Polarisation des Mediums herriihrt

i@-to @) ME) ) G- g

i |7 — 2| |7 — 2|3
3 N ——
freie Stromdichte induz. Dipole
wobei
- odm(@) 1., - .
M(z') = av _§x/><]mag(x/)

die magnetische Dipoldichte oder Polarisation des polarisierbaren Mediums darstellt. Der Polari-
sationsterm kann geschrieben werden als

ar |7 — 2|3
R
Ho T (= l 3,./
— M x V d
477/ @) x Vi
RB

oder, in Komponenten

mag /- 0 - 1
Ai g(x) = f_ﬂ/gijij(xl)gllgmdgml
3
Ko / VNI | 3.0 _ Mo
= 0 [ DM (@) i 2 [
A /6J’€ak J($)|x_x/|dx A /5jk |
R3 R3
— f—; /EkaM( )|1‘ |dAk+ Ho /|H €zkgakM( )de/

6kM (“/)dB /

OR3

Der erste Term in der rechten Zeile, den wir mithilfe des Gaufs’schen Satzes erhalten haben,
verschwindet, da M;(Z’) =0 fir Z" auRerhalb des polarisierbaren Mediums, das wir uns wieder als
begrenzt auf ein endliches Volumen vorstellen. Wir haben daher, in Vektornotation

Jmas(z) / ¥ X @
und somit
A= Mo 1 K27 7! < NT(72N) 3/
A(Z) = - |fif,|(](x)+v x M(2"))d%x
R3 jtot(fl)

Daraus kénnen wir nun ablesen, dass die Stromdichte, die fiir die magnetische Polarisation des
Mediums verantwortlich ist

Jmag =V x M

Die Grundgleichung des Magnetfeldes wird somit zu

— —

§X§:u0(j+jmag):,u0(j+VXM)

@x(LE—M):j
Ko

was wir auch schreiben konnen als
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Wir definieren das Argument der Rotation in dieser Gleichung als die magnetische Feldstérke

A=—LB_n
Ho

womit sich die Grundgleichung fiir das Magnetfeld in Materie zu

vereinfacht. Analog zum elektrostatischen Fall spezialisieren wir uns nun auf die Betrachtung
des einfachsten Falles, in dem die magnetische Polarisation M proportional zur magnetischen
Feldstdrke H (und somit auch zur Flussdichte B) ist

M=xmH

Die Proportionalitdtskonstante y;,, heifit magnetische Suszeptibilitdt. Wir haben somit die Bezie-
hung

B=po(H + M) = po(1+ xm) H
Der Proportionalitatsfaktor
p= pro(1+ Xm)

heifit magnetische Permeabilitat und ist eine Materialkonstante. Es ist iiblich, anstatt der Perme-
abilitét die relative Permeabilitét

/Lr:1+Xm

anzugeben. Wie im Falle der Elektrostatik in polarisierbaren Medien konnen wir auch hier alle
Resultate der Magnetostatik im Vakuum auf ein Medium mit konstantem p einfach dadurch
iibertragen, dass wir in allen Resultaten po durch p ersetzen.

3.6.3 Magnetische Eigenschaften verschiedener Materialien

Die Polarisierbarkeit von Materialien kann sehr verschieden sein. Beginnen wir zunachst mit Mate-
rialien, die in der Elektrostatik den einfachsten Fall darstellten: ideale Leiter. Schiebt man einen
idealen Leiter in eine Raumregion, in der ein Magnetfeld herrscht, so werden durch die Lorentz-
Kraft Strome induziert, die, wenn der Leiter wirklich ideal ist, nie dissipieren konnen und auch dann
permanent weiterflieen, wenn der Leiter zum Stillstand kommt. Ahnlich wie im elektrostatischen
Fall kénnen wir auch hier argumentieren, dass sich die Stromdichte solange &ndert, bis sich im
Inneren des Leiters kein Magnetfeld mehr befindet (genauer gesagt, bis die magnetische Flussdichte
B im Inneren verschwindet) und damit keine neuen Stréme mehr hervorgerufen werden kénnen.
Eine solche Situation wird in unserem Formalismus ausgedriickt durch die Beziehung
B= I H=0

woraus folgt dass g = p,. =0 oder x,,=—1. Diese Situation, die analog der eines elektrischen
Leiters in der Elektrostatik oder eines idealen Dielektrikums ist, wird auch ideales Diamagnetikum
genannt. Man beachte, dass wir in der Magnetostatlk die Propormonahtatskonstante Xm zZwischen
Polarisation M und magnetlscher Feldstiirke H und nicht zwischen Polarisation M und magne-
tischer Flussdichte B definiert haben. Aus diesem Grund erreichen wir den idealen Diamagneten
bei x;m =—1 im Gegensatz zur Elektrostatik, wo das ideale Dielektrikum den Grenzfall x. — oo
darstellt.

In der theoretischen Betrachtung des idealen Leiters gibt es also sehr starke Parallelen zwischen
Elektrostatik und Magnetostatik. Die praktische Anwendbarkeit der Resultate ist allerdings sehr
verschieden. In der Elektrostatik waren Metalle eine sehr gute Nidherung an einen idealen Leiter
- in der Magnetostatik sind sie das gar nicht. Der Grund dafiir ist relativ klar: in der Magneto-
statik verlangen wir von einem idealen Leiter, dass er Stréme nicht dissipiert, was in gewohnlichen
Metallen verletzt wird (man denke nur an Wirbelstrombremsen oder Induktionsherde!). Nur in
Supraleitern flieflen einmal induzierte Strome tatsichlich immer weiter und in der Tat sind Typ-I
Supraleiter (unterhalb eines kritischen Betrags des angelegten Magnetfelds) ideale Diamagneten,
in deren Inneren das Magnetfeld verschwindet.
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Materialien, die die magnetische Flussdichte in ihrem Inneren abschwéchen, werden allgemein
Diamagnete genannt. Sie sind charakterisiert durch u, <1 oder x,, <0.

Beinhaltet ein Medium permanente Dipole, die durch ein angelegtes Magnetfeld ausgerichtet
werden und dadurch das angelegte Magnetfeld verstéarken, so spricht man von einem Paramagneten.
Fiir Paramagnete ist x,, >0 und pu, > 1. Typischerweise ist die relative Permeabilitat bei hohen
Temperaturen fiir Paramagnete geringer, da die thermischen Fluktuationen der Ausrichtung entge-
genwirken. Bei einer fixen Temperatur hat ein Paramagnet jedoch ndherungsweise ein konstantes

Hor-
Im Gegensatz dazu stehen die Ferromagnete, die unterhalb einer kritischen Temperatur 7,

die auch als Curie-Temperatur bezeichnet wird, eine permanente Magnetisierung M selbst dann
beibehalten, wenn das angelegte dufiere Magnetfeld wieder entfernt wird. Fiir Ferromagnete ist die

Beziehung M= Xm H daher nicht in dieser Form giiltig, es ist aber iiblich die lokale Proportionalitat

zu verwenden, die eine effektive Suszeptibilitit liefert, die von der Magnetisierungsgeschichte des
Ferromagneten abhéngt. Typisch fiir Ferromagneten sind Hysteresen:

M

Sie beschreiben den Verlauf der Magnetisierung in Abhéngigkeit vom angelegten magnetischen
Feld.

3.6.4 Randbedingungen

In volliger Analogie zur Elektrostatik konnen wir nun die Randbedingungen fiir Magnetfelder am
Ubergang zweier Materialien mit verschiedenen Permeabilititskonstanten u; und po formulieren.
Wir kénnen den Satz von Gaufs verwenden, um aus V-B=0zu folgern, dass die Normalkomponente
der magnetischen Flussdichte konstant bleibt

Bl =B1

Unter der Annahme, dass an der Grenzfliche die freie Stromdichte j endlich bleibt, kénnen wir

weiter aus V x H = folgern, dass die Parallelkomponente der magnetischen Feldstéarke konstant
bleibt

1_ 2
Hy = Hj
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Diese Beziehungen konnen in volliger Analogie zum elektrostatischen Fall hergeleitet werden, den
wir in Abschnitt 2.9.4 behandelt haben.

4 Elektrodynamik

Bisher haben wir uns in dieser Vorlesung ausschlieflich mit statischen, also zeitunabhéngigen
Phé&nomenen beschéiftigt. Die Elektrostatik hatten wir zunéchst in Anlehnung an die Newton’sche
Gravitationstheorie als eine Theorie mit Fernwirkung beschrieben. Diese Beschreibung war selbst-
konsistent und auch kompatibel mit der Newton’schen Mechanik, in der das Coulomb-Gesetz der
Elektrostatik eine weitere Kraft darstellt. In der Magnetostatik hatten wir aber von Anfang an
gesehen, dass absolute Bewegungszustdnde eine Rolle spielen. Die Lorentz-Kraft ist abhéngig von
der Stromdichte oder der Geschwindigkeit der Ladungstriger, wenn wir uns diese als geladene
Massenpunkte vorstellen. Dieses Konzept scheint zundchst vollkommen inkompatibel zu sein mit
der Newton’schen Mechanik, in der es keine absoluten sondern nur Relativgeschwindigkeiten gibt.
Wir haben uns in der Magnetostatik um dieses Problem herumgeschwindelt, da wir Bewegungszu-
stdnde einzelner Ladungstriager nicht betrachten konnten - sie bilden ja keinen erhaltenen Strom.
Nun aber wollen wir genau auf diesen Punkt zuriickkommen und fragen uns zunéchst: Wie ist die
Wirkung eines Magnetfeldes auf einen bewegten Ladungstrager in verschiedenen Bezugssystemen?

4.1 Magnetische Induktion

Betrachten wir also einen Ladungstriger ¢, der mit einer Geschwindigkeit ¥ ein Magnetfeld B
durchquert. Auf ihn wirkt die Lorentz-Kraft

ﬁ:qﬁxé

Begeben wir uns nun in das Bezugssystem, das sich mit der Ladung bewegt, in dem die Ladung also
eine Geschwindigkeit ¥’ =0 besitzt. In diesem Bezugssystem gibt es keine Lorentz-Kraft, doch das
Vorhandensein einer Kraft kann nicht vom gewéhlten Bezugssystem abhéngen! Wir folgern daraus,
dass es in dem Bezugssystem, das sich mit der Ladung bewegt, eine andere Kraft geben muss, die
gleich grofs ist, wie es die Lorentz-Kraft im urspriinglichen Bezugssystem war - doch was ist diese
Kraft? Es muss eine Kraft sein, die auf unbewegte Ladungen wirkt und zu diesen proportional ist.
Wir wissen schon, dass sich eine solche Kraft durch ein elektrisches Feld

F=qE
ausdriicken lasst und folgern daher, dass ein Beobachter, der sich relativ zu einem Magnetfeld B
mit einer Geschwindigkeit v bewegt ein elektrisches Feld
E=7xB

beobachtet. Diese Beziehung ist die Grundlage des Hall-Effektes, doch wir wollen allgemeiner
ergriinden, welche Konsequenzen diese Beobachtung fiir die Grundgleichungen des elektrischen
Feldes hat. Die erste Frage die wir uns stellen ist: Hat das elektrische Feld neue Quellen bekommen?
Wir kénnen das ganz einfach nachpriifen indem wir die Divergenz berechnen

V-E = V(¥ xB)

= 5ijkai%3k

= Eijk%Bk_%fjikain
= —9¥(VxB)

= —potj



68 ABSCHNITT 4

In der Tat erhalten wir durch diese Transformation also eine zusétzliche Ladungsdichte, die wir als

pL=—€0 o U-J

ausdriicken kénnen. Aus der Ladungsdichte p in einem unbewegten Bezugssystem wird also in
einem sich mit der Geschwindigkeit ¥ dazu bewegenden Bezugssystem die Ladungsdichte

p'=p—copoij

Dies ist ein auf den ersten Blick duferst seltsam anmutender Zusammenhang - wie kann die
Ladungsdichte vom Bewegungszustand des Beobachters abhingen? In der Tat ist das der erste
Hinweis darauf, dass rdumliche Ausdehnungen - hier die des Volumenelements dV in der Definition
der Ladungsdichte p=dq/dV - vom Bewegungszustand des Beobachters abhidngen. Wir sehen hier
die fithrende Ordnung eines relativistischen Effekts, den wir an dieser Stelle noch nicht vollstdndig
einordnen konnen. Wir werden daher an dieser Stelle hier nicht weitergehen und erst wieder
auf diese Transformation zuriickkommen, wenn wir die vollstdndigen Bewegungsgleichungen des
elektrischen und magnetischen Feldes hergeleitet haben werden. Fiir die weitere Entwicklung in
diesem Kapitel nehmen wir einfach an, dass wir jeweils die im verwendeten Bezugssystem korrekte
Ladungsdichte p benutzen - in Analogie zur korrekten Stromdichte f, die ja ebenfalls vom verwen-
deten Bezugssystem abhéngt.

Uberpriifen wir noch, ob das elektrische Feld weiterhin rotationsfrei ist. Wir haben

=

VxE = Vx(7xB)
was in Komponentenschreibweise

dx;

€ijkOiE =  €ijk€kim 53'@31%
6i10jm—0imdj1
dz; dx;
= 0,—B;,—0.—LB;
ijédt : daj at d3 d
_ Qijp | QTig p 49 5 ATjg p
Todt B+ dt 9B, dt B dt 0;Bi
U 0 U
__dmin o
= g B
__dB;
T dt

entspricht. In Vektornotation ist also

was bedeutet, dass die Rotation des elektrischen Feldes nicht mehr verschwindet, sondern durch
die negative zeitliche Anderung des Magnetfeldes gegeben ist. Dieses Phinomen, das 1831 von
Faraday entdeckt wurde, nennen wir magnetische Induktion und wie wir bald sehen werden, fiihrt
es zu einem noch viel klareren Widerspruch zwischen elektromagnetischen Phiénomenen und den
Axiomen der Newton’schen Mechanik.

4.2 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

Im Jahre 1861 erkannte Maxwell, dass die Grundgleichungen

1 -
= .B =
€op \Y% 0

T
I

\v2

= —B %Xé:uoj

T

V x

die wir bisher hergeleitet haben inkonsistent sind. Um dies zu sehen kénnen wir einen einfachen
Stromkreis betrachten, in dem ein Kondensator iiber einen Widerstand entladen wird:
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Zu einem gewissen Zeitpunkt entlddt sich der Kondensator mit dem Strom I, der natiirlich
entlang der Leiterverbindung und des Widerstandes konstant ist. Stellen wir uns nun eine Flache
S vor, die vom Draht genau einmal durchstofsen wird

S

und berechnen wir das Umlaufintegral des Magnetfeldes B entlang des Randes 0S5

B ?{ B(z)-d7
oS

Mit dem Satz von Stokes kénnen wir dieses Integral schreiben als

B=¢ Bx)-di= / (¥ x B(7))-d5 = uo/j(f).dﬁz ol
oS S S

und wir sehen, dass es proportional zum Strom I mit der Proportionalitdtskonstante pg ist. Erin-
nern wir uns daran, dass wir fiir den Satz von Stokes jede beliebige Fliche S verwenden konnen,
die denselben Rand wie S hat 9S =9S. In der Magnetostatik stellte das kein Problem dar, weil
die Divergenzfreiheit der Stromdichte V-j(z) =0 garantierte, dass die Summe aller Strome an
jedem beliebigen Raumpunkt immer verschwindet. Die Deformation der Integrationsfliche bei
konstantem Rand konnte daher in der Magnetostatik den Stromfluss durch die Fléche nicht dndern.
Im dynamischen Fall haben wir diese Einschrédnkung nun nicht mehr, denn Stréme koénnen an
einer Quelle beginnen und an einer Senke enden, wo sich entsprechend Ladungen ansammeln. In
unserem Stromkreis sind diese Orte natiirlich die Kondensatorplatten, zwischen denen kein Strom
mehr flieft. Legen wir unsere Integralfliche S also so, dass sie, anstatt den Draht zu schneiden,
zwischen den Kondensatorplatten verlauft
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so erhalten wir als Umlaufintegral

B:ésé(x).df:/g(ﬁxé(f)).dﬁzuo/gj@).dﬁ:o

was im klaren Widerspruch zu unserem vorherigen Resultat B = pg I steht, das wir aus dem
selben Umlaufintegral mit einer anderen Fliache S erhalten haben. Aber B ist eine wohl definierte,
physikalisch messbare Grofe (deren Wert, wenn wir ihn messen, sehr nahe bei B= g I liegt, wenn
wir weit genug vom Streufeld des Kondensators entfernt sind). Um einen Widerspruch zu vermeiden
muss unsere Theorie einen eindeutigen Wert fiir 5 liefern, das heisst wir miissen verlangen, dass

—

/(6 « B(7,1))-d5 — /ﬁ « B(,1))-d5 =0
S S

fiir beliebige Flichen S und S, die den gleichen Rand besitzen. Beide Flichen S und $ zusammen
bilden aber die Oberfliche OV eines Volumens V.

S

dsS

Andern wir noch die Orientierung des Normalvektors dS auf S, damit alle Normalvektoren
konsistent nach innen zeigen, so erhalten wir

was wir mithilfe des Gauf’schen Integralsatzes in ein Volumenintegral umgewandelt haben. Da
dieses Integral fiir beliebige Volumen verschwinden muss, miissen wir fordern, dass

V-(VxB)=0
Wie Maxwell erkannte, liegt das Problem daher in der Grundgleichung

V x B() = po j(7)
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und zwar speziell an Punkten, an denen der Stromfluss Quellen oder Senken besitzt - in unserem
Beispiel an den Kondensatorplatten. Tatséchlich ist das nicht sehr {iberraschend, denn wir hatten
dieses Gesetz genau unter der Voraussetzung gefunden, dass es keine solchen Punkte gibt - das
heifit, dass ﬁj(f) =0. Im magnetostatischen Fall war die Rotation des Magnetfeldes also durch
einen quellenfreien Strom gegeben, was die Gleichung konsistent machte. Im dynamischen Fall ist
dieser Strom allerdings nicht mehr divergenzfrei, was sich in der Kontinuitédtsgleichung

<

ausdriickt und zur Inkonsistenz fithrt. Wir kdnnen allerdings aus der Quellengleichung des elektri-
schen Feldes die Ladungsdichte p(Z,t) =&oV-E(Z,t) ausdriicken und in die Kontinuitatsgleichung
einsetzen. Wir erhalten damit

-

T (@, 1) +eoV-E(@, 1) =0
oder
V-(j(#,t) +eo E(Z, 1)) =0

womit der Strom

2, rd

j/(fat):](fvt)+soé(fat)

divergenzfrei ist. Der zweite Term in diesem neuen S_‘grom, der sogenannte Maxwell’sche Ver-
schiebungsstrom, verschwindet im statischen Fall. Da j' also divergenzfrei ist und im statischen
Grenzfall in j(a?) iibergeht, liegt es nahe, den nur im statischen Fall divergenzfreien Strom j(f) in
der magnetostatischen Grundgleichung V x B(#) = po j(Z) durch j zu ersetzen, also

|9 % B@.0) = mo 7@.0) + 20 o B(&. 1)

Mit dieser Ergénzung haben wir in der Tat ein konsistentes Gleichungssystem, das die gesamte
Dynamik klassischer elektromagnetischer Felder wiedergibt und deren Kopplung an Ladungs- und
Stromdichten in einem Bezugssystem beschreibt.

4.3 Die Maxwell-Gleichungen

Fassen wir nun die vollen Grundgleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld zusammen,
die wir kennengelernt haben

6E‘:€£ §XBZMO;+€QM0E
0
V-B=0 VxE=-B

Dies sind die Maxwell-Gleichungen, die den Kern der klassischen Elektrodynamik bilden. Bevor wir
versuchen, diese systematisch zu 16sen, wollen wir zunéchst einmal einen Eindruck davon gewinnen,
welche Dynamik in den neu dazugekommenen Termen steckt. Wir betrachten um der Einfachheit
Willen eine Konfiguration mit verschwindender Ladungs- und Stromdichte, sodass sowohl das
elektrische als auch das Magnetfeld quellenfrei sind. Die erste nichttriviale Gleichung verbindet die
zeitliche Ableitung des elektrischen Feldes mit der Rotation des Magnetfeldes

1
€0 Ho

E=—VxB
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Leiten wir diese Gleichung erneut nach der Zeit ab und setzen in das Resultat die zweite nichttri-
viale Gleichung

ein, so erhalten wir

wobei wir in der zweiten Zeile die aus der Magnetostatik bekannte Vektoridentitét (3) verwendet
haben und in der Zeile danach die Quellenfreiheit des elektrischen Feldes V-E =0. Schreiben wir
diese Gleichung noch einmal in etwas expliziterer Form

(g0 110040 — 0:0;) E =0

Waire das relative Vorzeichen zwischen zeitlichen und raumlichen Komponenten positiv, so konnten
wir einen Faktor 1/eq f1o in die Definition der zeitlichen Ableitung absorbieren und hétten es wieder
mit der Poisson-Gleichung zu tun. Das negative relative Vorzeichen allerdings macht aus der
(elliptischen) Laplace-Gleichung unsere neue (hyperbolische) Gleichung, die v6llig andere Losungen
zulésst. Versuchen wir zundchst, nur eine mégliche dieser neuen Losungen zu finden, indem wir das
Problem weiter vereinfachen. Nehmen wir z.B. an, dass unser elektrisches Feld konstant sowohl in
y- als auch in z-Richtung ist. Wir erhalten dann die Gleichung

(e0 110040y — 020,) E=0

Um diese Gleichung zu 16sen suchen wir also eine Funktion, deren zweite rdumliche Ableitung
(nach z) gleich ihrer zweiten zeitlichen Ableitung multipliziert mit einer Konstanten ist. Solche
Funktionen sind leicht zu finden: sie kénnen im Wesentlichen beliebig sein, nur ihre Abhéngigkeit
von x und t muss bis auf eine Konstante gleich sein, also

E(z,t)=E(z +ct)

Mit diesem Ansatz erhalten wir
(20 110040y — 020,) E(z + ct) = (g0 proc2 — 1) E"(z £ ¢t) =0

woraus wir sehen, dass E (z £ ct) eine Losung der Gleichung ist, wenn wir die Konstante

1
B VEo Ho

setzen. Was aber bedeutet diese Losung nun physikalisch? Wir sehen, dass die eigentliche Form des
elektrischen Feldes sich nicht dndert. Was sich allerdings dndert, ist die Position, an der diese Form
auftritt. Vergleichen wir das Feld E(x + ct) zum Zeitpunkt ¢ mit dem Feld E(z + ¢ (t+dt)) an einem
infinitesimal spateren Zeitpunkt ¢+ dt, so sehen wir, dass wir das letztere auch schreiben kénnen als

-

E(x+c(t+dt)) =

((x £ cdt) £ ct)

E
E((x —dz) + ct)

also eine Ortsverschiebung des Feldes um

dzr =Fcdt
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Mit anderen Worten, das elektrische Feld bleibt in seiner Form unverindert, pflanzt sich aber mit
einer Geschwindigkeit

v= dr _ c
Tar T
fort. Wir haben es also mit einer Welle zu tun, entsprechend heifit die Differentialgleichung auch
Wellengleichung.

Der Betrag der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist

1 1
CcC= =
Veoro /8854 x10712As/Vmx4m10-7Vs/Am

~2.998 x 108 2%
S

was wir als die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum identifizieren. Dies ist ein Resultat von ganz
aufierordentlicher Tragweite, die wir, die wir im 21. Jahrhundert leben, wahrscheinlich nicht mehr
ganz nachvollziehen kénnen. Es gibt zumindest drei Aspekte dieses Ergebnisses, die, jedes fiir sich
genommen, erstaunlich sind.

1. Elektromagnetische Felder konnen sich im Vakuum fortpflanzen, ohne dass es Ladungen
oder Strome gibt. Die Tatsache, dass ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit die Lichtgeschwin-
digkeit des Vakuums ist, legt nahe, dass Licht eine elektromagnetische Welle ist.

2. Der Wert der Lichtgeschwindigkeit - einer im hochsten Mafe dynamischen Grofe - ist
gegeben durch die elektrische Feldkonstante €y und die magnetische Feldkonstante p. Diese
wiederum koénnen wir experimentell durch Messung der elektrostatischen Kraft zwischen
zwel Punktladungen bzw. der magnetostatischen Kraft zwischen zwei Stromen bestimmen.

3. Da gp und pg jeweils Naturkonstanten sind, ist es auch c.

Die mit Abstand weitreichendsten Konsequenzen hat dabei Punkt 3. Eine konstante, vom Bezugs-
system unabhéngige Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle ist nicht mir der Newton’schen
Mechanik, im Speziellen mit deren Invarianz unter Galilei-Transformation vereinbar. Wir hatten
seit unserer Beschéiftigung mit der Magnetostatik immer wieder gewisse Widerspriiche mit der
Newton’schen Mechanik bemerkt. Mit dem Resultat, dass die Lichtgeschwindigkeit konstant und
unabhéngig vom Bezugssystem ist sind wir nun endlich zum Kern dieses Widerspruchs vorgestofien.
Mehr noch: wir haben mit der Elektrodynamik eine widerspruchsfreie und experimentell besta-
tigte Beschreibung elektromagnetischer Phénomene gefunden, die iiber die an die Newton’sche
Gravitationstheorie angelehnte Elektrostatik hinausgeht. Dabei haben wir ein neues Naturgesetz
gefunden (die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit), mit der die Newton’sche Mechanik kompatibel
gemacht werden muss, um die Natur korrekt zu beschreiben. Die Existenz einer Naturkonstante
mit der Dimension Geschwindigkeit impliziert eine natiirlichen Proportionalitdt - und damit im
gewissen Sinne eine Gleichartigkeit - von rdumlichen Strecken und Zeitintervallen. Wir werden
die Konsequenzen davon im néchsten Kapitel erkunden; vorerst wollen wir uns aber noch ein
Wenig mit der allgemeinen Losung der Maxwell-Gleichungen beschéftigen.
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4.4 Dynamische Potentiale

Wenn wir die Maxwell-Gleichungen betrachten, so fallt uns auf, dass wir das skalare Potential ¢
nicht mehr wie in der Elektrostatik einfiihren kénnen, da die Rotation des elektrischen Feldes nicht
verschwindet. Allerdings sehen wir, dass die Divergenz des Magnetfeldes nach wie vor V-B=0 ist.
Wir koénnen diese Gleichung also weiterhin damit erfiillen, dass wir das Magnetfeld als Rotation
eines Vektorpotentials darstellen

B=VxA
Die beiden anderen Gleichungen, in denen das Magnetfeld erscheint, lauten damit (unter Verwen-
dung der Identitit c?eq puo=1)
V x (V x A) :poer%E‘
und
VxE=—Vx A
Die letztere wiederum kann umgeformt werden zu

ﬁx(E—i-;l):O

also ist im dynamischen Fall die Grofse E + A rotationsfrei und wir kénnen sie wiederum als den
(negativen) Gradienten eines skalaren Potentials

ByrA=—%¢

ausdriicken. Diese Beziehung verallgemeinert das elektrostatische Potential fiir den dynamischen
Fall und lasst sich auch umschreiben als

—

E=-V¢— A

Mit diesem Ansatz fiir das elektrische Feld ist auch die Gleichung V x E = —B automatisch erfiillt
und uns verbleiben nur zwei Gleichungen

—

= 2 - 1 = - =
T (9 5 A) = o + (-9~ A)
und

6(—6¢—A):£§

Aufgrund der Vektoridentitit V x (6 X 11) = @(@/‘1’) — A A kénnen wir die erste Gleichung
umschreiben als

4.4.1 Eichsymmetrie

Erinnern wir uns nun daran, dass dasselbe Magnetfeld B in der Magnetostatik durch verschiedene
Eichpotentiale A ausgedriickt werden kann. Auch im dynamischen Fall ist das immer noch richtig:

Wenn wir zum Vektorpotential A mit BY=V x A° den Gradienten eines Skalarfeldes ¥ (der
Eichtransformation) addieren

A=AV
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so dndert sich das resultierende Magnetfeld nicht
B = VxA
= Vx (A4 V)
= Vx A4V x (V)
Allerdings héngt im dynamischen Fall auch das elektrische Feld vom Vektorpotential ab. Das
urspriingliche elektrische Feld E0= —@qﬁo — A” transformiert sich damit zu

Jo I - Sy |
= Vo (4"+79)
— . —-‘O
= :V(ij' P)-A
= B V(= ¢*+9)
Wir sehen nun, dass unter der Bedingung
¢=¢"
das elektrische Feld ebenfalls unveréindert bleibt. Wir haben daher im dynamischen Fall eine
Eichsymmetrie: Die elektromagnetischen Felder bleiben unverédndert unter der Transformation

A(F, 1) = Az, 1) + V(3 1) B(F,1) = %, 1) — (&, 1)
wobei ¢ (Z,t) eine beliebige skalare Funktion darstellt.

4.4.2 Grundgleichungen fiir die dynamischen Potentiale

Wir wollen nun wieder die Freiheit, die wir in der Wahl der Eichtransformation haben, dazu
benutzen, um die zwei verbleibenden Gleichungen fiir die Potentiale

1= 2 el e - -
EAAA+V(§¢+VA>MQ Ap+V-A=—L

moglichst zu vereinfachen. Beginnen wir damit, dass wir wie fiir den statischen Fall die Coulomb-
Eichung V-A =0 betrachten. In diesem Fall erhalten wir
13 - le - p
—A-—AA+=SVo= Ap=——
c? Tz Vo=to ¢ €0

Der Name Coulomb-Eichung riihrt daher, dass wir in dieser Eichung auch im dynamischen Fall die
Grundgleichung fiir das Coulomb-Potential

—_r
Ap= o

erhalten. Es gibt allerdings eine Eichbedingung, die unsere Grundgleichungen auf eine viel inter-
essantere Art vereinfachen. Verlangen wir ndmlich die Eichbedingung
L+9.d=0
c
so erhalten wir
LA Ad=py] Lé-ne=L
2 =HoJ] 2 - €0

Diese Bedingung heiflt Lorenz-Eichung* und hebt die Symmetrie zwischen raumlichen und zeitli-
chen Komponenten, die wir durch eine Naturkonstante der Dimension Geschwindigkeit erwarten,
noch starker hervor. In Komponentenschreibweise haben wir

1 e - 1 p
(gatat - aiai) A= J <§atat - 8i8i> o= =

0

4. benannt nach dem dénischen Physiker Ludvig Lorenz (1829-1891).
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was wieder die (inhomogene) Wellengleichung auf ¢ und jede Komponente von A darstellt. Der
Differentialoperator

0:= %atat — 0:0; = %ataﬁ -A
C c

der dabei in gewissem Sinne den Laplace-Operator mit einer zeitlichen Komponente verallge-
meinert, heifft d’Alembert Operator. Wie im Falle der Coulombeichung in der Magnetostatik
kénnen wir auch fiir die Lorenz-Eichung zeigen, dass wir sie fiir jedes beliebige Potential fordern
koénnen, das heisst, dass wir jedes beliebige Potential durch eine Eichtransformation in die Lorenz-
Eichung bringen kénnen. Seien die urspriinglichen Potentiale ¢°(,t) bzw. ﬁo(f ,t) und die daraus
gewonnenen Potentiale in Lorenz-Eichung ¢(Z,t) bzw. A(Z,t). Wir haben dann

1. = -
1 . 1« = - .
= —¢O—§¢+V'AO+A¢(J3J)

1, e .
= S +VA -y,

Diese Gleichung ist also erfiillt, wenn de Eichtransformation (Z,t) eine beliebige Losung der
d’Alembert-Gleichung

Op(Z,t) = é O+ V- A°

ist, die immer existiert.

4.5 Allgemeine Losung der Wellengleichung

Versuchen wir nun wieder die allgemeine Lésung der Wellengleichung

_Pp
Qo= =
zu finden. Mathematisch ist dieses Problem identisch mit der Losung der Wellengleichungen fiir
die Komponenten A;, die wir daher nicht separat betrachten miissen. Wir versuchen nun mdéglichst
analog dem elektrostatischen Fall vorzugehen. Zunéchst ist es wichtig, dass das Superpositions-
prinzip nach wie vor gilt - die Gleichung, die wir 16sen, ist linear (in ¢). Die allgemeine Losung
wird daher wieder von der Form

DT, t) = ¢p(Z, t) + on(Z, 1)

geschrieben, wobei ¢,(Z,t) eine partikuldre Losung ist und ¢ (Z,t) die mit den (nun auch zeitli-
chen) Randbedingungen kompatible Losung der homogenen Gleichung (¢ =0.% Konzentrieren wir
uns auf die partikuldre Losung und verwenden wir wieder die Methode der Green’sche Funktionen,
d.h. wir schreiben die partikuldre Losung als

ou@.t)= [@a [ a6 7 )pe)
R3 —00

wobei die Green’sche Funktion G(Z,t,2’,t’) die Losung der inhomogenen Wellengleichung zu einer
(zeitlichen und rdumlichen!) Punktquelle

OG(z,t, 7,t') :%53(5—5') 5(t —t")
0
am Ort ¥’ zum Zeitpunkt ¢’ ist. Anders als im Fall der Elektrostatik kennen wir die Green’sche
Funktion aber noch nicht, sondern miissen sie erst berechnen.

5. Hinzu kommt prinzipiell noch eine beliebige Eichtransformation, wenn wir eine Losung in einer anderen als
der Lorenz-Eichung erhalten mdéchten.
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4.5.1 Berechnung der Green’sche Funktion

Um die Green’sche Funktion zu berechnen, wenden wir Fourier-Transformationen an. Wir defi-
nieren die (raum-zeitliche) Fourier-Transformation einer Funktion f(Z,t) als

J(E, w)zﬁ /d% /dte*i(“’t*’g‘i)f(f,t)
R3 —o0

mit der Riicktransformation
F(z, /d3k /dwe —RE) {(,w)

Die Niitzlichkeit der Fourier-Transformation liegt hier vor allem darin, dass die Ableitung einer
Funktion 0, f(Z,t) geschrieben werden kann als

oif(ZT,t) = #@/d?’k /dwe“wt—’?'f)f(k’,w)

= 277 /d3k /dw —ik;) el W—RD) F(E W)

Wenden wir auf beide Seiten dieser Gleichung eine Fourier-Transformation an, so erhalten wir

—(22)2 /d% /dte—i<w't—f€"f>aif(z,t) = _(2;)2 /d% /dte—i<W’t—’5"f>
R3 —oo R3 700
27T /d3k; /dw —ik;) el @t=RE) F (W)

= Bk | dw [ dBreiF-k)E dte(“’ W)t
27r
— 00

(2m)383(k—k") 2w (w—w’)
(—ik:) f(k,w)
_ /d3k /dw53(E—E’) 5w — ') (—iks) F(F,w)

In gleicher Weise ist

ouf(Z,t) = /d% /dwe“wt F2) { (K, w)

1 . =0 A o
= —— [ &k [ dw(iw) @+ f(k,w)
2 2

und dessen Fourier-Transformation

(2—17)2 /d3a: /dte’i(“"t”z"f)ﬁtf(f,t):iw’f@',w’)
R3 oo
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Im Fourier-Raum wird aus einem Ableitungsoperator also eine Multiplikation mit —ik; fiir den
Fall einer raumlichen Ableitung in der Koordinate z? bzw. mit iw fiir den Fall einer zeitlichen
Ableitung. Fiir die zweiten Ableitungen finden wir daher

277 / & / dte= i@ =F D2 (7 1) = —w F(R',w')

sowie

oy [P [t E D001 ) = ki)
R3

und die Fourier-Transformation des d’Alembert Operators ist

1 it BV prm AN
e /d% /dte iwt Wmf(x,t):(k-k—?) fk,w)
R3 —o0

Mit diesem Wissen kénnen wir nun die Fourier-Transformation auf beide Seiten der Definitions-
gleichung der Green’sche Funktion

anwenden und erhalten

- - 2 ~A - i

(k-k—%)G(k,w,f’,t’) L 277 /d3 /dteﬂw E2) §3(z — 1) 6(t — ')
i; I
PRCESE

e—l(wt'—ki’)

Daraus konnen wir direkt die Fourier-Transformierte der Green’sche Funktion

. 1 e—i(wt’—E.z’)

ablesen. Um hieraus die Green’sche Funktion selbst zu gewinnen, miissen wir die inverse Fourier-
Transformation anwenden, also

(2—1r)2/d3k /dwei( KD G w, 7, 1)

= = 1
— 3 i(w(t—t") (z 2y L
1677450 /d g /dwe Bk — wj

Wir wollen die Integrale nun schrittweise ausfithren. Zunéachst schreiben wir dazu das Integral tiber

d3k in Kugelkoordinaten, also
00 ™ 27
/dgk:/dkkg/dHSinﬁ/dap
R3 0 0 0

Wenn wir unsere Winkel so wéhlen, dass & — 2’ in Richtung 0 =0 zeigt, so haben wir im Integral
keine p-Abhingigkeit und k-(Z — 2/ ) klcosf mit | =|Z — Z'|. Damit ist

G(#,t, 3, t)

o0 i o0
CE L) = — [ dkk? [ dfsine—ikicost [ queiwt—t) 1
8m3eg k2 — <
0 —00 c
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Mit der Substitution z =cosf koénnen wir das zweite Integral ausfithren

™ 1
dfsin ee—iklc059 — dze—iklz — e_lkl — eZkl
—ikl
0 -1
und erhalten damit
¢ Kl _ ikl |
; —ikl _ i . ,
G(F,1, 3, 1) = - /dkk ‘ = /dwe“"(t_t o
8mieg l k2
0 —00 c
Wenden wir uns nun dem Integral iiber w zu, also
o0
= dwei@t=t) —1
k2 —
— o0 c?

Wir werden dieses Integral durch Ergédnzen der Integralkontur in der komplexen Ebene und den

wt=t") _, () ver-

Residuensatz 16sen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Exponentialfunktion e
schwindet wenn der Imaginérteil Im(w (¢t —t')) — co. Fiir ¢ >¢’, was physikalisch dem Fall entspricht,
in dem der Beobachter (bei t) zeitlich nach der Quelle (beim Zeitpunkt ¢) liegt, bedeutet das,
dass e™(=*") 0 fiir Im(w) — oo, also dass wir das Integral in der oberen komplexen Halbebene

schliefen konnen, ohne das Resultat zu verdndern. Wir haben also

1

t>t" I:%dwew(t*t/) 5
k2 -2

c c?

wobei C folgende Kontur darstellt:

Das Integral 7 ist daher gleich dem Residuum der Pole innerhalb der Integralkontur, das heifit in
der oberen komplexen Halbebene Im(w) > 0. Wenn wir den Integranden betrachten, so hat er aber
nur Pole bei

kK —==0 = w==xck
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das heifit genau auf der reellen Achse und somit am Rande der Integrationskontur, wie in der
Abbildung oben dargestellt. Wie also gehen wir mit diesen Polen um? Im Prinzip kénnen wir
unsere Integrationskontur in der N&he der Pole infinitesimal deformieren und damit jeden der Pole
entweder in die Kontur einschliefien oder aus ihr ausschliefen. Schliefen wir beide Pole aus, so ist
Z =0, womit die Green’sche Funktion verschwindet. Dies kann also nicht die gewiinschte Losung
sein. Berechnen wir nun das Residuum jedes der Pole um zu sehen, welchen Effekt ihr Einschluss
in die Integrationskontur jeweils hat. Wir schreiben den Integranden als

- ’ 1 . ’ C2
_piw(t—t) L iw(t—t’)
flw)=e ow e CEEDIEE
(12
woraus wir leicht die Residuen
_ _ick(t—t) _C o _ —ick(t—t') _C
Res(f(w), ck) e 5% Res(f(w), —ck)=e 5%

ablesen konnen. Mit der Kontur C werden die eingeschlossenen Pole in mathematisch positivem
Sinne umlaufen, weshalb die Beitrdge zum Integral Z der beiden Pole durch
Iy =2imRes(f(w), £ck) = :Fiweiick(t_t/)%
gegeben sind. Schliefen wir beide Pole in die Integrationskontur ein, so erhalten wir fiir die
Green’sche Funktion
i

. L < e*ikl_eikl

ekl _ zkl)(eick(tft’) —e

k

—ick(t=t'))
dkk

87‘(’260

87r250l k(e A=e@=t) _ gik(te(t=t)) _ gmik(+e(t=t) | ik(I=c(t=t))
0

[
-

_ dk —ik(l—c(t—t")) _ 7ik:(l+c(t7t’))
87‘(’2 60 / €
0

k——k

o0

ik(l—c(t—t") _ ik(l+c(t—t"))
8772sol/dke e

- #Eol /dkeik(lidtit/))—eik(“rC(tft’))
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Wir verwenden hier die Beziehung §(cx) :%5(33), um

G(a?,t,a?’,t’):4ﬂlaol<5<é—(t—t’)>—5(é+(t—t')>>
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zu erhalten. Nun erinnern wir uns, dass wir anfangs verlangt haben, dass ¢ >¢'. Damit ist t —¢' >0
und weil [ =|Z — 2’| >0, ist das Argument der zweiten d-Funktion positiv und diese liefert somit
keinen Beitrag. Die endgiiltige Form der Green’sche Funktion fiir ¢t > ¢’ ist daher

o, = 1 1 |7 — 2]
I 7Y /
G(m,t,x,t)_4mO |f_f,|5< ; (t—1t") t>t
Was aber passiert wenn t <t'? In diesem Fall impliziert das Verschwinden des Integranden von Z,
d.h. =) -0 fiir Im(w(t —t)) — oo, dass Im(w) — —oco. Das bedeutet, dass wir die Integral-

kontur nach unten schliefen kénnen ohne weitere Beitrdge zu erhalten.

4+ Im(w)

Wieder befinden sich die Pole am Rand der Kontur und wir konnen die Kontur infinitesimal
verformen, um beide Pole mitzunehmen. Fiir den Fall, dass wir die Pole gleich umlaufen wie frither
beschrieben - namlich nach unten - erhalten wir daraus

G(@, t, @, t)=0  t<t

Diese Green’sche Funktion hat daher nur Beitrage, bei denen t >t’, d.h. bei denen die ,,Quelle zeit-
lich friither liegt als der Beobachter. Wir nennen diese Green’sche Funktion retardierte Green’sche
Funktion

1 1 |z — 2| / /
G, t, 3, t) =4 Treo 71 (=) e
0 t<t’

Obwohl die retardierte Green’sche Funktion die Losung des Anfangswertproblems darstellt, die
wir gesucht haben, beruht sie doch auf einer willkiirlichen Festlegung: Wir haben die Pole nach
unten hin umlaufen. Was aber passiert, wenn wir die Integrationskontur so wahlen, dass die Pole
nach oben hin umlaufen werden? Fiir den Fall ¢ > ¢" hatten wir schon gesehen, dass die Green’sche
Funktion in dem Fall verschwindet. Bei t < ¢’ sind beide Pole im Integrationsgebiet und werden
im mathematisch negativem Sinn umlaufen. Daher erhalten wir

G(f,t,a?’,t’)=—47T150l<5<£— (t—t’)> —5<é+(t—t’)>>

Wir verwenden nun ¢ <t’, also t —t’ <0, woraus folgt, dass das Argument der ersten J-Funktion
immer negativ ist und diese daher keinen Beitrag liefert. Daher haben wir fiir ¢ <’

o I Ay
G(Z,t,7,t) = 1) t—t' t<t
R e RO IS
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Diese Green’sche Funktion, die sich von der retardierten nur durch die Wahl der Kontur um die
Pole unterscheidet, nennen wir avancierte Green’sche Funktion. Sie verschwindet fiir Beobachter-
zeitpunkte ¢, die spéter als Quellzeitpunkte ¢’ liegen, und hat nur Beitrage von ¢ <t’, also aus der
Zukunft des Beobachters. Wir haben also die avancierte Green’sche Funktion

0 t>t'
Go(@, 1,7, 1)) = —
a( » Uy ) 1 1 5<|:c CI|+(t7t/)> t<t!

dmeg |Z—T|

Tatsédchlich sind die retardierte und die avancierte Green’sche Funktion nur zwei Moglichkeiten,
wie wir mit den Polen auf der reellen Achse umgehen. Im Prinzip konnen wir einen beliebigen
Teil jedes der zwei Residuen entweder im oberen oder im unteren Integral mitnehmen. Solange die
Summe konstant bleibt, erhalten wir wiederum Losungen der Wellengleichung zu einer Punktquelle.
In der Praxis wird sich allerdings herausstellen, dass diese Losungen zwar mathematisch korrekt,
aber fiir die gegebenen physikalischen Probleme unbrauchbar sind. All diesen Lésungen ist ndmlich
gemein, dass sie sowohl fiir £ > ¢’ als auch fiir ¢ <t nicht verschwinden, dass sie also, physikalisch
gesprochen, Beitrdge aus der Zukunft und der Vergangenheit beinhalten.

4.5.2 Retardierte und Avancierte Potentiale

Was bedeutet dieses Ergebnis nun physikalisch? Setzen wir zunéchst die retardierte Green’sche

Funktion in den Ausdruck
= /d%’ /dt’G(f,t,f’,t’)p(f’,t’)
R3 —o0

fiir das Potential ein, so erhalten wir

= 3./ /p ;- _‘f_fl‘
s o0 Jo -2

Fiihren wir das Integral {iber ¢’ aus, so ergibt sich schlieflich der Ausdruck

der dem Ausdruck in der Elektrostatik sehr dhnelt. Der einzige Unterschied ist tatséchlich, dass
fiir das Potential zur Zeit ¢t am Ort Z zwar ebenfalls die Ladungsdichte an allen Orten Z’ entschei-
dend ist, jedoch nicht die Ladungsdichte zum Zeitpunkt ¢, sondern zu einem fritheren Zeitpunkt.
Um wieviel frither? Genau um L den Abstand der beiden Punkte geteilt durch die Licht-
geschwindigkeit! Das bedeutet, dass wir in der Elektrodynamik eines der grofen konzeptuellen
Probleme der Newton’schen Mechanik iiberwunden haben: Die Fernwirkung. Verdndern wir die
Ladungsdichte am Ort 7/, so hat das keine unmittelbaren Auswirkungen am Ort Z. Erst zu einem
spateren Zeitpunkt, der durch den Abstand der beiden Punkte geteilt durch die Lichtgeschwin-
digkeit gegeben ist, wird der Beobachter am Ort Z es bemerken. Wir sehen hier auch, dass es
viel zu kurz gegriffen ist, ¢ nur als die Geschwindigkeit des Lichts zu begreifen. c ist eine sehr
grundlegende Naturkonstante, die Entfernungen und Zeit auf eine fundamentale Weise verbindet.
Fiir das Potential, das wir betrachten, gibt sie die Geschwindigkeit, mit der die Information, dass
sich die Ladungsdichte geindert hat, weitergegeben wird. Wenn wir am Punkt Z sitzen, so ist das
Potential dort bestimmt durch die Ladungsdichte aller Raum-Zeit Punkte, die im zeitlichen und
rdumlichen Sinne gleich weit von Z,t entfernt sind und in der Vergangenheit liegen. Wenn wir zwei
der drei Raumdimensionen um die Zeit in einem Diagramm ergénzen, kénnen wir uns die Menge
dieser Punkte so vorstellen:
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B
-

Diese wird daher auch als Vergangenheitslichtkegel des Punktes Z bezeichnet. Das Potential nennt
man auch das retardierte Potential.

Was aber geschieht, wenn wir anstatt der retardierten die avancierte Green’sche Funktion
verwenden? Setzen wir diese in unser Potential ein, so erhalten wir

- 1z — 2|
7 — 1 3./ p(x',t—i— ¢ )
bp( )_471'80/dx |z

R3

Wieder tragen nur die von Z,t zeitlich und raumlich gleich weit entfernten Punkte Z’/,¢’ zum
Potential bei Z,t bei, diesmal aber sind es die in der Zukunft gelegenen Punkte, die Punkte also
auf dem Vorwértslichtkegel. Das Potential nennt man auch das avancierte Potential und obwohl
es zundchst der Kausalitat zu widersprechen scheint, ist es doch nur der mathematische Ausdruck
davon, dass die Maxwell-Gleichungen, aus denen wir die Potentiale hergeleitet haben, invariant
unter Zeitumkehr sind. Die Tatsache, dass Zeit vorwéarts lauft, steckt nicht in den Maxwell-Glei-
chungen oder der Wellengleichung. Wir miissen sie zusétzlich mit (zeitlichen) Randbedingungen
einfordern. Wihlen wir Anfangsbedingungen und betrachten die zeitliche Vorwartsentwicklung, so
verwenden wir das retardierte Potential. Wiirden wir hingegen , Endbedngungen” einfordern, wiirde
die zeitliche Entwicklung also riickwérts laufen, miissten wir das avancierte Potential verwenden.
Die Mathematik gibt uns hier keinen Hinweis auf die physikalische Flussrichtung der Zeit.

4.6 Energie des elektromagnetischen Feldes

In der Elektrostatik und spater in der Magnetostatik hatten wir gesehen, dass sich die Energie
von statischen Ladungs- bzw. Stromkonfigurationen als ein Integral {iber die Energiedichte von
elektrischen bzw. magnetischen Feldern schreiben lasst. Fassen wir diese beiden Energiedichten im
Vakuum zusammen, so erhalten wir

1

w(@) =2 E2(z) + T

B2y S0 2= B2 =
5 B (a:)—?o(E (Z) + ¢® BX(T))

In der Elektro- und Magnetostatik hatten wir aber jeweils das Problem, dass wir nur die Gesamt-
energie einer statischen Konfiguration wirklich bestimmen konnten und nicht Energiedichten. Das
Problem war immer das Fehlen von Dynamik - die Aufnahme und Abgabe von Energie konnten
wir im statischen Fall nicht beschreiben. Im dynamischen Fall konnen wir das aber. Beginnen
wir daher ganz konkret damit, zu betrachten, wie elektrische bzw. Magnetfelder auf eine Ladung
wirken. Genauer gesagt: welche mechanische Arbeit sie an einer Ladung verrichten. Dies ist ganz
einfach zu ermitteln: Die Kraft, die auf eine Ladung ¢ am Punkt Z zur Zeit ¢ wirkt, ist

F=q(E(Z,t)+7 x B(Z,t))
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womit die Arbeit dW, die an dieser Ladung verrichtet wird
AW = q(E(Z,t) + 7 x B(Z,t))-dz = ¢ E(Z,t)-dz

ist. Man beachte, dass die Lorentz-Kraft hier keinen Beitrag leistet, da sie normal zu ¥ = dz /dt

und daher dz ist. Die Verschiebung der Ladung ¢ dz kénnen wir mithilfe des Stroms

g
auch ausdriicken als
q dr=Tdt

womit

dW =E(Z,t)-I dt
Verallgemeinern wir diesen Ausdruck fiir eine beliebige Ladungsdichte p(Z,t) bzw. Stromdichte
7(Z,t), so erhalten wir

- -

dw(Z,t) = B(Z,t)-](Z,t) dt

als Dichte der an einer Ladungsverteilung p(Z,t) vom elektromagnetischen Feld geleisteten Arbeit.
Aus der inhomogenen Maxwell-Gleichung fiir das Magnetfeld

koénnen wir den Strom ausdriicken als

womit wir

dw = E~60(02§ x B ,E‘) dt
5 2

= —Eo(%atﬁa —c? Eijk EiajBk) de¢

= —Eo(%atEQ —c? Eijk(ajE,’ By — BkajE,’) dt

= oo 202+ 2V (Ex B)— 2B(Vx B) |t
_B

_at%(EZ +2B)dt — e 2V-(E x B)dt

erhalten. Im ersten Term der letzten Zeile erkennen wir die uns aus der Elektro-/Magnetostatik
bekannte Energiedichte

u(@,t) :%(EQ(E, t)+ 2 B, 1))

Der zweite Term stellt einen neuen, bisher unbekannten Ausdruck dar. Definieren wir den Poynting-
Vektor als

| 5(2,):=e0 2 E(&,t) x B(#,1)]

so ergibt sich zwischen der Energiedichte der Materie w, der Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes u und dem neu definierten Poynting-Vektor S folgender Zusammenhang

dw Ou
a o

Da laut Ansatz dw/dt = j-E ist, kénnen wir diese Bezichung auch in der Form

+V-5=0

-

E+ 5+ V-5=0

b
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schreiben, die als Poynting’scher Satz bekannt ist. Um die physikalische Bedeutung des Poynting-
Vektors zu verstehen, betrachten wir den Fall f: 0, also des reinen elektromagnetischen Feldes
ohne Wechselwirkung mit Materie. In diesem Fall erkennen wir, das sich der Poynting’sche Satz
reduziert zu

ou = =

o +V-§=0
was die Form einer Kontinuititsgleichung hat. Da die ,Ladung" dieser Kontinuitatsgleichung u die
Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist, ist folglich S eine Energiestromdichte. Damit
ist explizit gezeigt, dass Energie im elektromagnetischen Feld lokalisiert und auch transportiert
werden kann. Das elektrische Feld, urspriinglich eingefiihrt als Abstraktion, um die Kraft zwi-
schen elektrischen Ladungen besser zu beschreiben, sowie das Magnetfeld erhalten damit endgiiltig
den Charakter von physikalischen Gréfen, die auch unabhéngig von ihren Quellen existieren und
Effekte hervorrufen kénnen.

4.7 Der Hertz’sche Dipol

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch eine klassische Rechnung als Beispiel betrachten,
nédmlich den Hertz’schen Dipol. Dazu betrachten wir ein infinitesimales, Strom fiihrendes Element

j=1€,63() cos(wt)
Das retardierte Potential in der Lorenz-Eichung ergibt sich damit als

o teele-2)),
A@Y = o 7] ’

woraus wir das Magnetfeld bestimmen kénnen

B(Z,t) = VxA()

:ﬂlﬁx coscut—m ef
47 c |Z|

Mit r =|Z| und der Identitét

aﬂ’zﬁ: i‘l
r
erhalten wir
- ag' 0
B@.1 = 21| 9, |x 0
™ d, COS(UJ(t—%))
I R I )
= — —x -
47 0 r

47 c r 72

wi ", (wsinw —1)  cos(u(t —%>>)
0

Dieser Ausdruck hat zwei Teile. Der Cosinus-Term stellt dabei ein Magnetfeld dar das, bis auf
seine Retardierung, so auch in der Magnetostatik resultieren wiirde. Er fillt proportional zu r~—2
ab und wird daher auch als Nahfeldterm bezeichnet. Der Sinus-Term hingegen ist v6llig neu und
nur in der Elektrodynamik enthalten. Er fillt mit »—' und daher langsamer ab und wird daher
auch als Fernfeld bezeichnet. In weiter Entfernung vom Herz’schen Dipol ist nur er relevant und
wir werden daher nur ihn weiter betrachten. Wir haben also das Fernfeld

. (] i t—=
By(z,t) = “f;‘;l 3 —Sm(w(T :)
0
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Aus dem Maxwell’schen Verschiebungsstrom erhalten wir nun fiir das zum magnetischen Fernfeld
gehorende elektrische Feld

B = @V«

O Y
— Hovey Oy | x| —= isin(w(t—z))
4 r2 c
0, 0
Tz 0
— HowCq L Yz 8lesin<w(tfﬁ>)+ 0 %sin(w(t—£)>
4 r 5 9 r c r c
—x°—y -2
1 Tz Tz
S [ e T () S [ W )
2?2 42 a2y
LowC P r w re r
0 .
= ey fn(e(e-0)) o vz cos(w(1-7))
z —22—y
Tz
= Moy Qi,é}sin(w(t—ﬁ)>—l—i Yz cos(w(t—z))
4T 73 c cr3 5 o c
—22—y
Die zeitliche Integration ist sehr einfach und liefert uns
. cos(w(t—= TE sin(w(t —=
e | petelt=2) w22 Yem(uli-2)
47T 7’2 C ~92 ~9 T
32—

Wieder sehen wir, dass der sin(w(t — Ii:‘)) Term langsamer in r abfillt und daher fiir grofe

Entfernungen dominiert. Wir erhalten also ein elektrisches Fernfeld

ez sin(w(t—%))

2 r

Sehen wir uns nun den Hertz’schen Dipol in einer grossen Entfernung von der Quelle an. Wir
haben ein zeitlich verénderliches elektrisches und magnetisches Feld und wir konnen uns fragen, ob
der Dipol tatséchlich Energie in Form elektromagnetischer Wellen in den Raum abstrahlt. Dazu
berechnen wir den Poynting-Vektor des Fernfeldes

—

Sf = 6062Ef X éf

2 272 Tz (0
= 76002%8111(0}(15 - f) )sin(w(t - Z)) 92 x| —-%
(4m)3cr c c _a?_ g2 0
wow?l? . r (22 + 9°)
= T 16nZer2o™ (“’(t_E)) —9(@2+ %)
—2(2*+9%)

272
wI® | r . 90
= %snﬂ(w(t — E) )sm29 €r
Wir sehen also, dass der Energiefluss nach aussen gerichtet und in der Aquatorebene maximal ist.
Gemittelt iiber eine Periode T = 271w~ ergibt das

:_ NOW2-[2

20 =
= Samterzo i 06
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Integrieren wir den gemittelten Gesamtfluss durch eine Kugeloberfliche von Radius r = |x|, so
erhalten wir

s

— 2
P:fdA-S:“O—”ﬂ/sin%de
e

16
0
und mit
/sin39d9 = /sianH — /sinH cos26dé
0 0 0
1 9:7T
= —cosf+ =cos30
3 0=0
_ 4
3
ist schliesslich
2
How™ +o
=7
127
Verwenden wir nun noch die Identitat
c A D)

so erhalten wir die abgestrahlte Gesamtleistung des Dipols als
2
_mepo (1
p-se(3)

p_T [Ho (] ’
_3 €0 A

oder mit c=1/+/2pu0

5 Spezielle Relativitatstheorie

Seit dem Beginn der Magnetostatik hatten wir bemerkt, dass sich speziell magnetische Phanomene
nicht widerspruchsfrei in den Rahmen der klassischen Newton’schen Mechanik einordnen liefen.
Mit den Wellenlosungen der Maxwell-Gleichungen hatten wir diesen Widerspruch schlieflich auf
den Punkt gebracht: In der Elektrodynamik existiert eine Naturkonstante ¢ mit der Dimension
einer Geschwindigkeit. Da aus den Maxwell-Gleichungen folgt, dass sich elektromagnetische Wellen
immer mit dieser Geschwindigkeit ausbreiten, lésst sich ¢ experimentell auch einfach bestimmen.
Frithe Versuche, die Elektrodynamik in den Rahmen der Newton’schen Mechanik einzubauen,
konzentrierten sich darauf, ¢ die Eigenschaft abzusprechen, eine Naturkonstante zu sein: Die Vor-
stellung ging in die Richtung, dass die Maxwell-Gleichungen nur in einem speziellen Bezugssystem
gelten und dass dieses Bezugssystem durch ein Medium, den Ather, physikalisch realisiert wire.
Dieser Ather wiirde fiir eine mechanische Ausbreitung elektromagnetischer Wellen sorgen (dhnlich
wie Luft fiir den Schall), miisste das gesamte sichtbare Universum ausfiillen (ansonsten wiirden
wir kein Sternenlicht sehen konnen!) und hétte noch sehr viele andere &ufierst ungewo6hnliche
Eigenschaften fiir eine materielle Substanz, die alle nur dazu dienen, den Rahmen der klassischen
Newton’schen Mechanik unveréndert auf die Elektrodynamik anwenden zu kénnen. Nachdem die
Experimente von Michelson und Morley Ende des 19. Jahrhunderts allerdings gezeigt hatten,
dass die Geschwindigkeit der Erde im Bezug auf den Ather nicht festzustellen war und dass dar-
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iiberhinaus jede Art von Licht (z.B. Sternenlicht) sich immer mit genau der Geschwindigkeit ¢
bewegt, musste diese Art der Unterordnung der Elektrodynamik unter die Newton’sche Mechanik
aufgegeben werden. Der Status von c als einer Naturkonstanten muss ernst genommen werden
und wir miissen die gesamte Mechanik, inklusive ihrer Grundlage in der Kinematik, also der reinen
Beschreibung von Bewegungen, neu iiberdenken.

5.1 Relativistische Kinematik

5.1.1 Ereignisse, Weltlinien und Raum-Zeit Diagramme

Beginnen wir mit der Beschreibung physikalischer Vorgidnge in verschiedenen Koordinatensys-
temen. Zunichst definieren wir, dass ein Ereignis immer an einem Punkt im Raum Z zu einer
gegebenen Zeit t stattfindet. Beispiele fiir solche idealisierten Ereignisse wéren ein Lichtblitz, der
einen Detektor trifft oder eine Punktmasse, die von einer Wand reflektiert wird. Da Ereignisse zu
einer bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort stattfinden, gilt das einfache Grundprinzip, dass
zwei Ereignisse, die zur selben Zeit am selben Ort stattfinden, dies unabhéngig vom Koordinaten-
system tun, in denen wir sie betrachten.

Betrachten wir nun ein punktférmig idealisiertes physikalisches Objekt, z.B. eine Masse, eine
Ladung oder auch einen Lichtblitz (also eine idealisierte elektromagnetische Welle, deren Energie-
dichte auf einen Punkt lokalisiert ist), so konnen wir, wie in der Mechanik tiblich, seine Bahn durch
den Raum als Funktion der Zeit darstellen. Wir nennen diese Bahn die Weltlinie des Punktes und
im Sinne der obigen Definition eines Ereignisses konnen wir die Weltlinie als die zeitliche Abfolge
von Ereignissen verstehen. Fiir unsere grundlegenden Betrachtungen werden wir zunéchst zwei
Raumdimensionen vernachléssigen und uns nur mit den Weltlinien von physikalischen Objekten
beschéftigen, die sich in einer rdumlichen Dimension x im Laufe der Zeit ¢ fortbewegen.

t

Weltlinie

5.1.2 Inertialsysteme

Mit dieser begrifflichen Grundlage gehen wir nun daran, die Grundlagen der Newton’schen Mechanik
neu aufzubauen, wobei wir immer das neue Naturgesetz - die Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit - im Auge behalten. Am Anfang der Newton’schen Mechanik steht Galileis Trégheitsgesetz
- ein Korper auf den keine dufsere Kraft wirkt bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit fort.
Das Tréagheitsgesetz erlaubt es uns, Inertialsysteme zu definieren, nédmlich als Koordinatensys-
teme, in denen ein Korper ohne dufsere Kréfte sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Diese
Definition eines Inertialsystems hat sich in der Mechanik als extrem niitzlich, ja eigentlich unab-
dingbar, erwiesen und wir miissen uns die Frage stellen, ob wir diese Definition aufrecht erhalten
kénnen. Kénnen wir also in Anbetracht einer konstanten Lichtgeschwindigkeit nach wie vor Iner-
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tialsysteme als Koordinatensysteme definieren, in denen Objekte, auf die keine Kraft wirkt, sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegen? Die Antwort auf diese Frage ist, vielleicht etwas iiber-
raschend, ja. Da sich Licht in jedem Inertialsystem immer geradlinig mit einer Geschwindigkeit
vom Betrag ¢ ausbreitet, gibt es keinen Grund den Begriff eines Inertialsystems iiber Bord zu
werfen. Zeichnen wir ein Raum-Zeit Diagramm mit der Weltlinie eines Lichtblitzes, der sich in
die positive z-Richtung ausbreitet

ct

Lichtblitz

Wir haben hierbei auf der Zeitachse ct aufgetragen, womit Licht immer einen Winkel von 45° zu
beiden Achsen einnimmt. Diese Normierung wird sich als sehr praktisch erweisen. Zeichnen wir
nun zusédtzlich zur Weltlinie des Lichtblitzes auch noch die Weltlinie eines Massenpunktes ein, auf
den keine dufiere Kraft wirkt:

Massepunkt
et P Lichtblitz

Man beachte, dass trotz des sehr geringen Neigungswinkels zur Zeitachse der eingetragene Mas-
sepunkt sich mit einer Geschwindigkeit von v~ 15000 km /s bewegt - eine Geschwindigkeit, die
mindestens zwei Grofenordnungen iiber den hoéchsten Geschwindigkeiten (Planetengeschwindig-



90 ABSCHNITT 5

keiten in der Himmelsmechanik) liegt, auf die die Newton’sche Mechanik bis ins 19. Jahrhundert
jemals Anwendung fand. Stellen wir diese Situation nun in einem Inertialsystem mit den Koordi-
naten z’ und t’ dar, das sich mit dem Massepunkt mitbewegt:

/ Massepunkt
ct P Lichtblitz

Die Frage, die wir uns nun stellen miissen, ist, wie die neuen Koordinaten z’ und ¢’ mit den
alten Koordinaten x und ¢ zusammenhingen. In der klassischen Newton’schen Mechanik wére
dieser Zusammenhang einfach ¢’ =t und 2’ =z — vt (die Zeit dndert sich nicht, wihrend von
der Ortskoordinate der Ort des Massenpunktes vt abgezogen werden muss). Dieser Zusammen-
hang kann aber nun nicht mehr stimmen, denn wenn fiir den Lichblitz ¢t = x gilt, so kann nicht
gleichzeitig ct = x’ =z — vt gelten. Tatsachlich steht hinter diesem Zusammenhang die Annahme,
dass Gleichzeitigkeit absolut ist, sich also in verschiedenen Inertialsystemen nicht unterscheidet.
Tatsachlich ist ' =t ein Postulat, das wir hinterfragen miissen.

5.1.3 Relativitit der Gleichzeitigkeit

Wenn wir die beiden obigen Raum-Zeit Diagramme eines Massenpunkts betrachten, so sehen wir,
dass der Massepunkt im zweiten Diagramm sich immer am selben Ort z’ =0 befindet wihrend
er im ersten Diagramm nicht an einem konstanten Ort ist. Dass sich die Eigenschaft, ob ein
Objekt sich an zwei verschiedenen Zeitpunkten am gleichen Ort befindet, von unserer Wahl des
Koordinatensystems abhéngt, ist eine solche Selbstverstandlichkeit, dass man es kaum erwéhnen
muss. Trotzdem ist es wichtig das hier zu betonen, denn wir wissen, dass die Existenz einer Natur-
konstanten mit der Dimension einer Geschwindigkeit uns dazu zwingt, rdumliche und zeitliche
Koordinaten in dhnlicher Weise zu behandeln. Wir wollen uns daher die Frage stellen, wie wir die
Gleichzeitigkeit zweier raumlich getrennter Ereignisse iiber physikalische Experimente definieren
kénnen und wie sich das auf den Gleichzeitigkeitsbegriff in verschiedenen Bezugssystemen auswirkt.

Beginnen wir mit einer Alltagsdefinition und untersuchen diese etwas niher: Wenn wir wihrend
eines Gewitters zwei Blitze gleichzeitig sehen, so sagen wir, dass diese auch gleichzeitig entstanden
sind. Diese Definition ist natiirlich nur richtig, wenn man entweder annimmt, dass die Blitze in
gleicher Entfernung stattgefunden haben oder sich das Licht unendlich schnell ausbreitet. Da die
Zeitverzogerung durch die Lichtlaufzeit hier weniger als eine Millisekunde betrégt, ist letzteres eine
Néherung, die im Alltag gut genug ist und uns die Illusion vermittelt, dass Gleichzeitigkeit trivial
zu bestimmen sei. Wollen wir Gleichzeitigkeit tatséchlich exakt definieren, ist es besser, zunéchst
die Gleichzeitigkeit von zwei Ereignissen zu definieren, die gleich weit vom Beobachter entfernt
sind. Wenn nun jeweils ein Signal von jedem der beiden Ereignisse ausgesendet wird, das sich in
gerader Linie und mit gleichem Betrag der Geschwindigkeit auf den Beobachter zubewegt (z.B. ein
Lichtblitz) und beide Signale beim Beobachter gleichzeitig ankommen, so konnen wir sagen, dass
die beiden Ereignisse gleichzeitig stattgefunden haben.
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ct

Lichtblitz von Ereignis 1 Lichtblitz von Ereignis 2

. e x
Ereignis 2 Ereignis 1

Um sicherzustellen, dass die beiden Ereignisse wirklich gleich weit vom Beobachter entfernt
sind, konnen wir uns vorstellen, dass der Beobachter selbst zu einem fritheren Zeitpunkt gleichzeitig
zwei Lichtblitze in Richtung der Punkte aussendet, an denen die Ereignisse stattfinden werden.
Dort angekommen, werden sie reflektiert und wenn sie danach wieder gleichzeitig beim Beobachter
ankommen, so sind die Ereignisse in gleicher Entfernung vom Beobachter gleichzeitig geschehen.
Wir kénnen uns z.B. zwei Spiegel vorstellen, die sich relativ zueinander und zum Beobachter, der
in ihrer Mitte ist, nicht bewegen.

ct
Spiegel 2 Licht trifft beim Beobachter ein | Spiegel 1
Licht wird reflektiert Licht wird reflektiert
Beobachter sendet Licht aus x

Mit der gleichzeitigen Riickkehr ausgesendeten Lichts haben wir somit eine experimentell begriin-
dete Definition der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse - der Reflexion des Lichts an den beiden
Spiegeln - doch warum haben wir hier ausgerechnet Lichtblitze als Signale verwendet und nicht
Schallwellen oder z.B. Gummibélle? Die Antwort ist, dass wir uns bei Licht sicher sein kénnen,
dass es sich (im Vakuum) immer mit demselben Betrag der Geschwindigkeit ¢ bewegt, weshalb es
fiir diese Gedankenexperimente ideal geeignet ist. Abgesehen von Stérungen wie Reibungseffekten,
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Inelastizitit oder Luftstromungen fiir reale Objekte oder Schallwellen, miissten wir, wenn wir das
Bezugssystem wechseln, immer dessen relative Geschwindigkeit addieren oder subtrahieren, was,
wie wir gesehen haben, problematisch ist. Wir nutzen daher die konstante Lichtgeschwindigkeit
¢ zu einer physikalischen Definition von Gleichzeitigkeit und ersetzen dadurch das Postulat, dass
Gleichzeitigkeit unabhéngig vom Bezugssystem ist - eine auf keinen physikalischen Beobachtungen
beruhende Annahme der Newton’schen Mechanik.

Verwenden wir nun diese Definition der Gleichzeitigkeit fiir einen bewegten Beobachter und
zwel relativ zu ihm ruhende Spiegel, in deren Mitte er sich befindet. Aufgrund der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit erhalten wir folgendes Raum-Zeit Diagramm:

ct Licht trifft/beim Beobachter fein

7 Licht wird reflektiert

Licht wird reflektiert

Beobachter/sendet Licht aus

x
Wie wir sehen, haben die Ereignisse, die fiir den bewegten Beobachter gleichzeitig sind, eine andere
t-Koordinate, sind also fiir den unbewegten Beobachter nicht gleichzeitig.

5.1.4 Lorentz-Transformation

Nennen wir unseren unbewegten Beobachter Alice und zeichnen ihre Weltlinie (z =0) sowie die
Lichtblitze die sie aussendet und ihre Definition der Gleichzeitigkeit blau in unser Raum-Zeit
Diagramm.

ct | A
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Fligen wir nun unseren (mit der Geschwindigkeit v bewegten) Beobachter, nennen wir ihn Bob,
hinzu. Seine Weltlinie = = vt sowie die Lichtblitze, die er aussendet, und seine Definition von
Gleichzeitigkeit zeichnen wir rot ein:

ct | A

Gehen wir nun in ein Inertialsystem =’ ¢/, in dem Bob ruht - Bobs Weltlinie ist also gegeben durch
2/ =0. Alice bewegt sich in diesem Bezugssystem mit der Geschwindigkeit —v auf einer Weltlinie

2’ = —ut. Das entsprechende Raum-Zeit Diagramm ist:

A ct’
B/

Wir konzentrieren uns zunéchst nur auf die Flichen A und A’ bzw. B und B’, die in den
Raum-Zeit Diagrammen jeweils von den Lichtblitzen eingeschlossen werden, die Alice bzw. Bob
aussenden. Dabei geht A’ aus A durch eine Transformation hervor, die wir als A’ =LT(A4,v)
schreiben, wobei v die Geschwindigkeit bezeichnet, die das Inertialsystem z’ ¢/ im Bezug auf = ¢
besitzt. Natiirlich ist auch B’=LT(B,v). Wahlen Alice und Bob die Absténde zu ihren Spiegeln
im Inertialsystem, in dem sie jeweils ruhen, gleich, so ist A= B’. Wir drehen nun die z’-Achse um,
d.h. wir fithren eine neue Koordinate =" = —z’ ein, was an den Flachen A’ und B’ nichts dndert.
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ct! A’
B/

Von diesem gespiegelten Inertialsystem z” ¢’ gelangen wir durch eine Transformation mit v aber
nun wieder zuriick in unser urspriingliches Inertialsystem x ¢. Daher ist

A=LT(A",v)=LT(LT(A4,v),v)

Das zweimalige Anwenden derselben Transformation auf A liefert also wieder A, woraus wir
schlieffen konnen, dass die Fliche A unter der Koordinatentransformation unveréndert bleibt.
Dies ist die erste Eigenschaft der Koordinatentransformation in ein bewegtes Bezugssystem, die
wir benétigen. Die zweite Eigenschaft ist deren Linearitdt. Diese folgt unmittelbar daraus, dass
wir alle Eigenschaften der Transformation im Raum-Zeit Diagramm durch Schnitte von Geraden
(Weltlinien von Lichtblitzen und Beobachtern, auf die keine &duferen Kréfte wirken) erhalten.
Wir schreiben also die Koordinatentransformation zwischen einem Inertialsystem x ¢ und einem
sich dazu relativ mit der Geschwindigkeit v bewegenden zweiten Inertialsystem z’ ¢’ allgemein als

t'=at+ Bz ' =~r+t

mit noch unbekannten Koeffizienten «, 8, v und J. Eine erste Einschrankung der Koeffizienten
erhalten wir durch die relative Geschwindigkeit v =da /dt¢ bei konstantem z’ des zweiten Inertial-
systems im Vergleich zum ersten. Aus der zweiten Transformationsgleichung haben wir

dx’ = ddt + ~dx

woraus folgt, dass

dz| _ _40_,
de|,, v

Damit sind die Transformationsgleichungen

t'=at+ Oz z'=y(z —vt)
Um die Koeffizienten weiter zu bestimmen, verwenden wir nun die Eigenschaft, die wir aus unseren
Gedankenexperimenten mit Alice, Bob und ihren Spiegeln hergeleitet haben: Die Fliche, die von

den zwei Lichtblitzen eingeschlossen war, ist konstant in jedem Inertialsystem. Wir erinnern uns
daran, dass die vier Ecken der Fléche jeweils zwei Ereignisse waren, die im relativ zum Beobachter
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ruhenden Inertialsystem sich entweder gleichzeitig (die Reflexionen am Spiegel) oder am selben Ort
(das Aussenden und Empfangen der Lichtblitze) ereigneten. Betrachten wir die beiden Ereignisse,
die im ruhenden Inertialsystem am gleichen Ort passieren, in den beiden Inertialsystemen:

(', ct')

ct
(0, Ct) 1

ct

Im ersten Fall ist die Fliache A ein Quadrat, das diagonal in ein Quadrat der Kantenlénge ct
eingeschrieben ist, daher ist

(ct)?

A:2

Im zweiten Fall ist A die Flache des Rechtecks A = pg. Wir sehen, dass die Summe der beiden
Kantenlingen gleich der Diagonale des umschriebenen Quadrats ist, also p+ ¢ =+/2 ct’. Die Dia-
gonale des kleinen Quadrat mit Kantenlinge z’ ist hingegen gegeben durch die Differenz der
Kantenlingen, also p — ¢=+/2 z’. Die Kantenléingen des Rechtecks sind also p= (ct’+z’) //2 und
q=(ct' — ') //2 und somit ist die Fliche

A (ct'+az')(ct! —z') _ (ct')2—a"
B 2 B 2

Diese Beziehung gilt fiir jedes beliebige Inertialsystem und fiir zwei beliebige Ereignisse, die in
einem Inertialsystem, in dem sie an derselben Koordinate stattfinden (dem Ruhesystem), zeitlich
nacheinander stattfinden. Wir kénnen also eine Grofse

2
'

2 2
= t —_—
T 2
definieren, die im Ruhesystem dem Quadrat des zeitlichen Abstandes zwischen zwei Ereignissen
7 =1 entspricht und in jedem Inertialsystem konstant ist. Diese Grofse nennen wir die invariante
Zeit oder Eigenzeit. Gewohnlich wird sie in differentieller Form geschrieben als

dr?=di? - Ldz?
C

und bildet die zentrale Erhaltungsgrofie der speziellen Relativitatstheorie. Da die Eigenzeit konstant
ist, gilt allgemein bei der Transformation von Koordinaten zwischen zwei beliebigen Inertialsys-
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temen x ¢t und z’ t’ die Bedingung

Wir kénnen nun unsere Transformationsgleichungen
t'=at+ fx ' =~(x —vt)

quadrieren und in diese Beziehung einsetzen

t2 1-2 tl2 ,2
2 2
2 2
5 Yz —wt)
= (at+ fx) -
2 2
v v x
= (aQ—'yQ—CQ>t2+2(aﬁ+72—62)xt—('72—ﬁ202)—02

woraus drei Gleichungen resultieren:
2 2V 2 U 2 2 .2
o — C__ Ozﬁ-i-’}/ 6_2_0 ’Y—ﬁc-l

Aus der ersten und dritten Gleichung erhalten wir jeweils

a2_ QU_2+1 ﬁ2_
=y 2 =

was wir in die umgeformte zweite Gleichung

einsetzen um
2 2 2
v -1 v

Cc

zu erhalten. Wir 16sen diese Beziehung nach +? und erhalten

Aus der ersten Gleichung erhalten wir damit

2 2 2 2
a2v2%+172<%+%>72<v—+1v—>72

und aus der zweiten

ﬁ2:72—1: 2(1_ 1 >:YQU_2
2 22 A

Schliesslich miissen wir noch das Vorzeichen von «, 8 und 7 bestimmen. W&hrend die positiven
Vorzeichen von « und v dadurch gegeben sind, dass beide fiir v — 0 gegen +1 gehen miissen,
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betrachten wir zur Bestimmung des Vorzeichens von 3 die Transformationsgleichungen
v
t’zv(t:ﬂ:?ax) ' =~(x —vt)

Wir erhalten also ein positives Vorzeichen, wenn ¢’ bei konstantem ¢ und zunehmendem x ansteigt
und ein negatives Vorzeichen, wenn es abfillt. Werfen wir noch einmal einen Blick auf unser
Gedankenexperiment im Inertialsystem x’ t:

ct

~~._ ct=const.

T

Wie wir sehen, verringert sich ¢’ bei konstantem ¢ und zunehmendem z. Die Transformationsglei-
chung zwischen Inertialsystemen, die sogenannte Lorentz-Transformation, lautet also

v
t’zv(t—ﬁx) ' =~(x —vt)

Fiir eine Transformation in eine beliebige Richtung erhalten wir entsprechend

5.1.5 Addition von Geschwindigkeiten

Nehmen wir nun an, dass sich eine Punktmasse im Inertialsystem =’ t’ mit Geschwindigkeit u=dx’/
dt’ bewegt. Das Inertialsystem x’ t’ bewegt sich aber, wie wir wissen, selbst mit Geschwindigkeit
v bezliglich des Inertialsystems x ¢. Aufgrund der Lorentz-Transformation finden wir

u - da’
Codr
_ y(dz —wdt)
'y(dt—%dx)
dz —vdt

dt — %dx
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also

uv uv
udt—?dx—dm—vdt = (u—i—v)dt—(l—&—?)dx

Die Geschwindigkeit w =dz /dt der Punktmasse im Inertialsystems « ¢ ist daher

_u+twv

1+

Diese Beziehung ersetzt die Addition von Geschwindigkeiten w=u+ v, die wir aus der klassischen
Newton’schen Mechanik kennen. Addieren wir Geschwindigkeiten die jeweils kleiner als die Licht-
geschwindigkeit sind |u| < ¢ und |v| <¢, so erhalten wir

(c—u)(c—v) > 0
—uc—ve+uv > 0
Z4+uv > uc+uvce
uv
c+T > u+v
u-+v
c >
14+
c > w

also wiederum eine Geschwindigkeit w < ¢ kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Eine Punktmasse
kann Licht also niemals einholen oder gar iiberholen. Wie ausgeprégt dieser Effekt ist, lasst sich
anhand von zwei einfachen Beispielen zeigen. Wenn wir zweimal die halbe Lichtgeschwindigkeit
u=wv=c/2 addieren, so erhalten wir w=0.8¢. Addieren wir jedoch u=v=0.99¢, so erhalten wir
w=0.99995c.

5.1.6 Zeitartige, raumartige und lichtartige Abstinde

Kehren wir nun zuriick zur Definition der Eigenzeit
2 o 1. o
dre=dt* — —dx
c

Wir wissen bereits, dass dr unabhingig von der Wahl des Inertialsystems ist und als Eigenzeit dem
zeitlichen Abstand zweier Ereignisse im mitbewegten Inertialsystem entspricht. Stellen wir diesen
Ausdruck etwas um, so erhalten wir

dt?=dr%+ lzdx2
c

wobei dt den zeitlichen Abstand der beiden Ereignisse in einem Inertialsystem darstellt, in dem ihr
raumlicher Abstand dz betrigt. Da dz? > 0 ist sehen wir, dass die Eigenzeit dr der kleinstmégliche
zeitliche Abstand zwischen den beiden Ereignissen ist. Insbesondere konnen wir auch kein Inerti-
alsystem finden, fiir das der zeitliche Abstand der beiden Ereignisse dt =0 betrégt, die Ereignisse
also gleichzeitig stattfinden. Mehr noch: da dr? >0 ist

c2dt? > da?

Im Raum-Zeit Diagramm lésst sich die Menge der Punkte, die diese Bedingung erfiillen, darstellen
als
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cdt
dax = —cdt 2di2 > da? dx =cdt
dt>0
Adt? < da? c2dt? < dz?

Wie wir sehen, sind das also die Ereignisse, die innerhalb des Lichtkegels liegen. Fiir d¢ > 0 sind
sie im zukiinftigen und fiir d¢ <0 im vergangenen Lichtkegel. Den Abstand zwischen solchen
Ereignissen nennen wir zeitartig und, da es ein Inertialsystem gibt, in dem sie am gleichen Ort statt-
finden, konnen sie Punkte auf der Weltlinie eines Objekts darstellen, aber niemals zwei Ereignisse,
die gleichzeitig geschehen. Die zeitartige Separation zweier Ereignisse ist demnach unabhéngig vom
gewihlten Inertialsystem und durch d72 >0 definiert.

Was aber ist mit Ereignissen, die in einem bestimmten Inertialsystem gleichzeitig stattfinden?
Ganz allgemein gilt auch hier, dass das Quadrat der Eigenzeit

1

dr2=dt? — —deQ
c

zwischen diesen Ereignissen invariant ist. Allerdings konnen wir hier ein Inertialsystem finden, in
dem die Ereignisse gleichzeitig stattfinden, also dt?=0. In diesem speziellen Inertialsystem ist

da?=—c%dr?>0
also
dr2<0

Diese Eigenschaft ist wiederum invariant und wir sagen, dass solche Ereignisse raumartig vonein-
ander getrennt sind. Fiir raumartig getrennte Ereignisse konnen wir einen invarianten Abstand ds
einfiihren, den wir als

ds?=—c2dr?

definieren sodass ds?> 0. Im Inertialsystem, in dem die beiden Ereignisse gleichzeitig stattfinden,
ist daher dz?=ds? und somit stellt ds den rdumlichen Abstand der zwei Ereignisse im System dar,
in dem sie gleichzeitig stattfinden. Allgemein kénnen wir schreiben

ds? =dz? — 2dt?
womit

dz? =ds? 4 2dt?
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Die minimale rdumliche Entfernung dx der beiden Ereignisse ist also ihr invarianter Abstand
ds, das heifft ihr Abstand im Inertialsystem, in dem sie gleichzeitig stattfinden. In allen anderen
Inertialsystemen sind die Ereignisse weiter voneinander getrennt. Schlieklich sehen wir, da fiir
raumartig getrennte Ereignisse ds? >0, dass

dz? > 2dt?

Dies ist die Region aufterhalb der Lichtkegel, wie im obigen Diagramm eingezeichnet.

Neben zeitartig getrennten Ereignissen (d72 > 0) und raumartig getrennten Ereignissen (d72 <
0) gibt es schlieflich noch eine dritte Méglichkeit: d72=0. Dies impliziert

c2dt? =dz?
also
dr =*cdt

Dies sind genau die Punkte auf dem Lichtkegel, der ebenfalls unabhéngig vom Bezugssystem
ist. Zwei Ereignisse fiir die d72 =0 nennt man lichtartig getrennt. Fassen wir diese Definitionen
abschlieffend in einer kleinen Tabelle zusammen:

dr? Name am gleichen Ort moglich?  gleichzeitig moglich? ~ Weltlinien von

>0 zeitartig ja nein Objekten

=0  lichtartig nein nein Licht

<0 raumartig nein ja -
Tabelle 1.

5.1.7 Liangenkontraktion und Zeitdilatation

Stellen wir uns nun einen Stab der Lange [ vor, der im Inertialsystem z ¢ ruht. Wir kénnen die
Koordinaten so wéhlen, dass ein Ende des Stabes sich bei 21 =0 und das andere bei 2 =1 befindet.
Begeben wir uns nun in ein Inertialsystem z’ t’, das sich relativ zum Stab mit der Geschwindigkeit
v bewegt. Mit Hilfe der Lorentz-Transformation

v
t’:’y(tfﬁx) ' =~y(x —vt)

kénnen wir die Koordinaten der beiden Enden des Stabes in diesem neuen Inertialsystem finden.
Wir finden fiir das eine Ende
=t )= —vyt=—vt]

und fiir das andere

téz’y(t—gl) xh="l — vyt

womit die zweite Gleichung zu

I
—_

|
n|e
[\o] [\
—

|

S
~~
N~
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wird. Beobachten wir Anfangs- und Endpunkt des Stabes gleichzeitig, also bei t{ =13, so erhalten
wir die Linge des Stabes I’ = x5 — z] im bewegten Bezugssystem

/ 2
v
l/: 1—?l

was kiirzer ist als die Lange im ruhenden Bezugssystem. Dieses Phianomen nennt man Léngen-
kontraktion. Dabei ist es wichtig zu beachten, dass wir die Argumentation auch genau umgekehrt
fithren konnten: Ein Stab der Léange I, der im Inertialsystem z’ ¢’ ruht, wird vom Inertialsystem x
t aus betrachtet ebenfalls eine kiirzere Lange [’ besitzen.

Beispiel. Ein anschauliches Beispiel, das dieses vermeintliche Paradoxon auf die Spitze treibt, ist
das sogenannte relativistische Garagentor. Stellen Sie sich eine Garage der Liange ! und ein genau
gleich langes Fahrzeug vor, das mit einem substanziellen Teil der Lichtgeschwindigkeit durch die
Garage fahrt. Die Garage habe vorne und hinten jeweils ein Tor. Das vordere Tor ist zunéchst
geschlossen und 6ffnet sich sofort, wenn die vordere Spitze des Fahrzeugs es erreicht. Das hintere
Tor stehe zunéchst offen und schliefse sich sofort, denn das hintere Ende des Fahrzeugs daran
vorbeigefahren ist. Nun ist die Frage, ob das Fahrzeug jemals in der Garage eingeschlossen ist.

Vom Standpunkt der Garage aus miisste das Fahrzeug einmal eingeschlossen sein, da das
bewegte Fahrzeug in seiner Lange kontrahiert erscheint. Aus der Position des Fahrzeugs ist dies
aber genau umgekehrt: Die Lénge der Garage scheint kontrahiert und das Fahrzeug passt nie-
mals ganz hinein. Wie diese beiden Standpunkte zu vereinbaren sind, sehen wir am besten in
einem Raum-Zeit Diagramm, in das wir die beiden Garagentore sowie das vordere und hintere
Ende des Fahrzeugs einzeichnen:

hinteres Tor
Fahrzeugspitze

gleichzeitig fiir Garage

/ gleichzeitig fiir Fahrzeug

vorderes Tor offnet

hinteres Tor schliefét

Fahrzeugende
& vorderes Tor

Die Aussage, ob sich das Fahrzeug jemals in der Garage befindet, hingt davon ab, ob beide Tore
jemals gleichzeitig geschlossen sind. Da Gleichzeitigkeit aber vom Inertialsystem abhingig ist,
héngt die Aussage ebenfalls vom Inertialsystem ab.

Betrachten wir nun eine im Inertialsystem x ¢ ruhende (x =0) Uhr, die ein Zeitintervall von
t1 =0 bis to =T misst. Wir verwenden wieder die Lorentz-Transformation um, die Koordinaten
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der beiden Ereignisse (z1,t1) =(0,0) und (x2,t2) = (0,T") in einem relativ dazu bewegten Koordi-
natensystem z’ t’ zu finden. Wir haben

t1=0 z1=0
sowie
ty=~T xh=—vyT

Das Zeitintervall 7" =t5 — t{, das die Uhr im bewegten Bezugssystem misst, ist daher

und damit langer als das Zeitintervall, in dem die Uhr ruht. Dieses Phdnomen nennt man Zeit-
dilatation und es ist, wie die Langenkontraktion, auch in umgekehrter Richtung zu beobachten.
Eine Uhr, die im Inertialsystem z’ ¢’ ruht und ein Zeitintervall T misst, wird im Inertialsystem x
t die Zeit T’ messen. Um tatsichlich einen Gangunterschied zweier Uhren festzustellen, miissen
wir diese zunichst am gleichen Ort (und natiirlich zur gleichen Zeit) synchronisieren und sie
anschlieffend zu einer spéteren Zeit wieder an denselben Ort bringen. Im einfachsten Fall knnen
wir uns vorstellen, dass eine Uhr im Inertialsystem «x ¢ ruht, wihrend eine zweite Uhr sich zun&chst
mit Geschwindigkeit v entfernt und danach mit Geschwindigkeit —v sich wieder ann&hert

-~ Ct

ruhende Uhr

v

bewegte Uhr

Ist im Inertialsystem « ¢ eine Zeit ¢2 zwischen den beiden Ereignissen (den Treffen der Uhren)
vergangen, so hat die ruhende Uhr n, =t3/T vergangene Zeitintervalle registriert, wihrend die
bewegte Uhr

_ta t2 Ny v

KO aa; v T R

Zeitintervalle registriert hat. Fiir den bewegten Beobachter ist also weniger Zeit zwischen den zwei
Ereignissen vergangen als fiir den ruhenden. Dieses Phdnomen wird auch als Zwillingsparadoxon
bezeichnet.
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5.2 Relativistische Notation

Nachdem wir nun explizit gesehen haben, dass raumliche und zeitliche Koordinaten ineinander
transformieren, wollen wir unsere Notation so anpassen, dass sie dieser neuen Tatsache Rechnung
tragt. Unser Ausgangspunkt ist die differentielle Definition der invarianten Eigenzeit

dr?=di? — > da?
C

Um diesen Ausdruck zu erhalten hatten wir unser Koordinatensystem so gewahlt, dass Bewegung
nur in z-Richtung stattfindet und wir daher y und z Koordinaten vernachldssigen konnten, weil
sie trivial (also konstant) transformieren. Es gilt daher auch

dr?=dt? — %(dmg +dy?+dz?)

Dieser Ausdruck ist symmetrisch in den rdumlichen Koordinaten und es liegt nahe, dass er auch im
allgemeinen Fall die invariante Zeit angibt. Um der Symmetrie zwischen rdumlichen und zeitlichen
Koordinaten Rechnung zu tragen, definieren wir die sogenannten kontravarianten Koordinaten

20 = ¢t
2t = x
2?2 =y
2 = z

womit wir
c?dr? = (dz?)? — (da')? — (da?)? — (dx®)?

erhalten. Die Lorentz-Transformation (4) lasst sich damit schreiben als

8
<
Il
2
7N
3
=
|
Q=
<L
81
"
=
Il
2
7N
8
|
|
<
8
[e=}
~
G

1 0 0 O dz0
) 0-1 0 O dz!
29,2 0 1 2 3. .
codr (dx dz* dz dx) 00 -1 0 du?
00 0 -1 dz3
Die Matrix
1 0 0 O
1 0-1 0 0
91 o 0o -1 0
00 0 -1

nennen wir metrischen Tensor und den Vektor, der durch Anwendung des metrischen Tensors auf
den kontravarianten Vektor

=

8 8 8 8
)
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entsteht, nennen wir den kovarianten Vektor

o 10 0 0 a0 a?
z1 | ] 0 -1 0 O ot | | —at
z |71 0 0 =1 0 e I
I3 0 0 0 -1 x?’ —x

Wir bezeichnen generell obere Vektor- und Tensor-Indizes als kontravariant und untere als kova-
riant. Diese Beziehung kénnen wir auch als

3
Ty, = E Jur T
v=0

schreiben. Unter Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention, dass {iber griechische Indizes,
die einmal kovariant und einmal kontravariant in einem Ausdruck vorkommen, von 0 bis 3 summiert
wird, vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

Ty = gy
Die invariante Eigenzeit ldsst sich daher kompakt schreiben als
c2dr?=dx,dz"

Der metrische Tensor hat zwei kovariante Indizes, ist also ein kovarinater Tensor zweiter Ord-
nung. Wird einer von ihnen, wie im obigen Beispiel, mit dem kontravarianten Index eines Vektors
kontrahiert, so ist der resultierende Ausdruck ein kovarianter Vektor. In diesem Sinne ,zieht der
metrische Tensor die Indizes nach unten” und sein Inverses miisste genau das Gegenteil tun. Wir
bezeichnen das Inverse des metrischen Tensors g~! selbst als g#”. Dabei gilt

Japs = Gap gﬁugw’

und in expliziter Form

10 0 0
L. lo-10 o0
97970 0o -1 0

00 0 —1

Salopp gesprochen kénnen wir den inversen metrischen Tensor dazu verwenden, Indizes ,nach oben
zu ziehen”. So ist z.B.

g/wxu — g;u/guaxa =M

6#

5.2.1 Lorentz-Transformationen in relativistischer Notation
Betrachten wir die Wirkung einer Lorentz-Transformation (in z-Richtung)
=t - "=~ (z — vt)
=7 = =~ —v

auf die Komponenten eines kontravarianten Vektors x#, so erhalten wir

2" ~ ,%7 00 20
{I?/I _ —%")’ v 00 l‘l
" o o 10 ||
e 0 0 01 z?
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Wenden wir noch einmal eine Lorentz-Transformation, diesmal mit Relativgeschwindigkeit u an,
so erhalten wir

1 u 1
. — =00 .
" T - x’
ml 1 1 2t
v 2 = e w2 w2 00 1‘2
2! 1-% 1-% 2/
" 0 0 1o |\a”
0 0 1
1 1 1 1
) 7% w2 00 o2 T 02 00
12 12 1-2 1-2 20
1 1 1 1 1
_ . 00 — 00 T
= c w2 w2 c 2 2 2
-4 -4 1-2 11— T
.’,133
0 0 10 0 0 10
0 0 1 0 0 01
uv
1+T u—i—v 0 O
2 2 2 2
(-=)(-%) (-=)(-5) ;
X
14+ 22 ZCl
_ u+v 1 2
= 00 9
CeE)eE) 0-2)eE) ;
c2 c2 - o2 ZL’3
0 0 10
0 0 01

uw uw
+= _ I+
w2 2 o2 2ol
JO-2)(-5) Vi
. 1
- 75 .2 2.2
1_uCQU CZ
uv 2
(1+42)
. 1
o wo | u?40?
1_2? c2
(1+2)"
=
- 1
(u+v)?
1 o2

Mit der relativistischen Summe der Geschwindigkeiten

u-+v
14+
konnen wir diesen Ausdruck identifizieren als
14+ = 1

N
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Fiir die Nichtdiagonalelemente erhalten wir

vt wo
_u+v 1 1+ 1+
c u2 ’U2 N c u v
\/(1?>(1?> \/(1?)( =)
. w 1
c 1_w_:

: w2 _% : w?2 O 0
xlIO 1-= 1-=5 20
2t N 1 1 00 !
.Z‘NQ ¢ - 7;122 1_ % 22
" 0 0 1o |\@
0 0 01

was wenig iberraschend einer Lorentz-Transformation mit der relativistischen Summe der Geschwin-
digkeiten der beiden Transformationen entspricht. Die Lorentz-Transformationen in z-Richtung
bilden also eine Gruppe und dasselbe konnen wir vollig analog auch fiir Lorentz-Transforma-
tionen in y- und z- Richtung zeigen. Wir konnen also eine Lorentz-Transformation L entlang
einer Achse, z.B. der x-Achse, in eine Folge von N kleineren Lorentz-Transformationen L,y
zerlegen, sodass die Transformationsmatrix

! v 00
2 C 2
1/1—%2 1—%2
I SECR ! 00 i (Lo )N
0 0 10
0 0 01

1 —£00 0 —100
2 100 1.0 00
L=l o o107 0 0 00
0 0 01 0 0 00
wobel
0 —100
1.0 00
Jor=1 4 0 00
0 0 00

der Generator der Transformation genannt wird. Entsprechend kénnen wir auch Generatoren fiir
Lorentz-Transformationen in y- und z-Richtung finden:

-1

o O
o O O

Jo2 = Joz =

o |

i
oo oo
oo o
coc oo
coc oo
oo oo
coo |
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Um aus diesen Generatoren wieder endliche Transformationen aufzubauen, bilden wir den Grenz-
wert
N
Lip) = I (11 L )
() N + N o
— e‘PJ01
o0
1
= > i

n=0

Eine wichtige Eigenschaft der Generatoren ist, dass sie zu einem Projektionsoperator quadrieren,
also zu einer Matrix, die eine Einheitsmatrix in einem Unterraum und ansonsten 0 ist. Explizit
haben wir

1000 1000 1000
» 0100 > o000 ) 0000
J1=1 90 0 0 J2=1 g 01 0 J5=| 9 0 0 0
0000 0000 0001

Somit ist jede gerade Potenz von J&' = Jg; und jede ungerade Potenz J&'*! = Jy1. Zusitzlich ist
ng =1, womit die endliche Transformation also

o0 1 .
L(y) = Z—,SD"Jm

— 2 E 2 E 2n+1
=1 n=0

1 = 1
a2 2 on 2n+1
= 1-Ja+Jon E @t "+ Jo1 g @nyr ®

n=0

n=0

= 1 —Jg + J& cosh(y) + Jo1sinh(yp)
cosh(p) —sinh(yp) 0 0
—sinh(¢) cosh(¢) 0 0

0 0 1

0 0 0

vy —%’y 00
L= v v 00
0 0 10
0 0 01
liefert schlieklich
v
Eftanh(go)

Die Variable ¢ steht also in direktem Zusammenhang mit der Geschwindigkeit und wird Rapiditat
genannt. Die Rapiditdt wird oft anstelle der Geschwindigkeit verwendet, da sie den Vorteil hat,
dass sie, anders als die Geschwindigkeit, relativistisch additiv ist, d.h. dass

L1+ p2) = L(p1) L(p2)

5.2.2 Die Lorentz-Gruppe

Wir haben nun die Generatoren von Lorentz-Transformationen in jede der drei Raumrichtungen
bestimmt und konnen damit entlang jeder der drei Achsen eine Lorentz-Transformation durch-
fithren. Wir koénnen die Transformationen entlang verschiedener Achsen auch kombinieren und
dadurch allgemeine Lorentz-Transformationen erhalten. Um zu sehen, wie das Zusammenspiel



108 ABSCHNITT 5

von Lorentz-Transformationen entlang verschiedener Koordinatenachsen funktioniert, sehen wir
uns ein einfaches Beispiel an: Wir transformieren zunéchst entlang der z-Achse mit Rapiditat ¢.
Darauf wenden wir dann eine infinitesimale Lorentz-Transformation mit Rapiditit ¢ entlang der
y-Richtung an und darauf schlieflich nehmen wir die erste Transformation zuriick, transformieren
also mit Rapiditdt —¢ wieder in z-Richtung. Die gesamte Transformationsmatrix ist also

cosh(yp) sinh(y) 0 0 1 0 -0 cosh(p) —sinh(p) 0 0
_ | sinh(y) cosh(y) 0 0 0 1 0 0 [| —sinh(p) cosh(p) 0 0 2
Ly = 0 0 10| -0 10 0 o 10 |TOE)
0 0 01 0 0 0 1 0 0 01
cosh(yp) sinh(y¢) 0 0 cosh(p) —sinh(p) —¢ 0
_ | sinh(yp) cosh(¢) 0 0 || —sinh(y) cosh(y) 0 0 +O(2)
N 0 0 10 —cecosh(p) esinh(p) 1 0
0 0 01 0 0 0 1
1 0 —ecosh(yp) 0
_ 0 1 —esinh(y) 0 9
| —ecosh(p) esinh(yp) 1 0 +0()
0 0 0 1

Wenig {iberraschend enthélt das Resultat dieser Transformation wieder eine infinitesimale Trans-
formation in y-Richtung. Allerdings ist die Rapiditét nicht e, wie wir es vielleicht vermuten wiirden,
sondern ¢ cosh(p). Beseitigen wir diesen Effekt durch eine Lorentz-Transformation mit Rapiditét
—ecosh(p) in y-Richtung, so verbleibt uns eine Transformation

1 0 ecosh(p) 0 1 0 —ecosh(yp) 0
0 1 0 0 0 1 —esinh(p) 0 2
L = .
fot e cosh(y) 0 1 0 —ecosh(y) esinh(yp) 1 0 +0(9)
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0
10 1 —esinh(yp) 0 2
| 0 esinh(y) 1 0 +0(E)
0 0 0 1
00 0 O
B . 00 -10 ,
= 1 +esinh(yp) 01 0 0 +0(e?)
00 0 O

die wir als Drehung in der -y Ebene um einen infinitesimalen Winkel e sinh(¢) identifizieren. Auf
vollig analoge Weise konnen wir sehen, dass Drehungen in anderen Ebenen aus der Kombination
entsprechender Lorentz-Transformationen hervorgehen. Der Effekt, dass eine Aufeinanderfolge von
Lorentz-Transformationen eine Drehung bewirken kann, heifst Thomas-Prazession. Wir wollen
uns damit aber nicht weiter beschéaftigen, sondern begniigen uns damit festzustellen, dass Lorentz-
Transformationen zu einer verallgemeinerten Drehgruppe in vier Dimensionen z&hlen und gewisser-
mafen die Raum-zeitlichen Gegenstiicke zu rein rdumlichen Drehungen bilden. Die Gruppe dieser
verallgemeinerten Drehungen hat 6 Generatoren: Die drei rdumlichen Drehungen

00 0 0 000 O 000 O
00 —10 000 —1 000 O
Je=l g1 o o T3=1 000 0 3= g 00 —1
00 0 0 010 0 001 0
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und die drei uns schon bekannten Lorentz-Transformationen entlang der Achsen Jy;, die in diesem
Zusammenhang oft auch als Lorentz-Boosts bezeichnet werden. Nehmen wir zu diesen kontinu-
ierlichen Transformationen (Drehungen und Boosts) noch die diskreten rdumlichen und zeitlichen
Reflexionen hinzu, so erhalten wir schliefslich die sogenannte Lorentz-Gruppe, die mathematisch
auch als O(1,3) bezeichnet wird.6 Ihre Generatoren kénnen wir auch allgemein darstellen als

(Jap)"v =04 gpv — 65 Gav

5.2.3 Vierervektoren und -tensoren

Die Gruppe der rdumlichen Drehungen bildet die Grundlage fiir einen der wichtigsten Begriffe in
der Newton’schen Physik: den Vektor (und direkt darauf aufbauend den Tensor). Erinnern wir uns
an den physikalischen Ursprung von raumlichen 3-Vektoren und warum sie von so grundlegender
Bedeutung sind: Den Raum, in dem sich physikalische Prozesse in der Zeit t € R abspielen, hatten
wir als R? beschrieben. Bezeichnen wir einen Punkt Z € R®, so implizierte das Prinzip, dass
Naturgesetze in jedem Inertialsystem gleich sind, dass eine Symmetrie existierte unter folgenden
Transformationen:

e 7 — Z+d, oder rdumliche Translationen (3 Freiheitsgrade)

e t—t+b, oder zeitliche Translation (1 Freiheitsgrad)

o I— 7+ Ut, oder Galilei-Transformationen (3 Freiheitsgrade)

e 77— OZ mit O € 0(3), oder rdumliche Drehungen (3 Freiheitsgrade)

Als Folge dieser Symmetrien ist es natiirlich, dass physikalische Groéfsen, die in den Naturgesetzen
erscheinen, entweder Skalare, Vektoren oder Tensoren héherer Ordnung sind, die das gleiche Trans-
formationsverhalten haben wie ein 3-dimensionaler Ortsvektor. Physikalisch ist das sinnvoll, weil
Vektoren, wenn wir sie uns ganz einfach als Pfeile im Raum vorstellen, unabhéngig von der Wahl
des Koordinatensystems sind.

Diese sehr grundsitzliche Betrachtung dndert sich nun durch unsere Erkenntnis, dass die tat-
sichliche Symmetriegruppe der Raumzeit R* mit = € R* folgendermaRen aussieht:

o zM—gH4aH oder raumzeitliche Translationen (4 Freiheitsgrade)
o M — LYz¥ mit L€O(1,3), oder Lorentz-Transformationen (6 Freiheitsgrade)

Wie wir sehen, hat sich die Anzahl der (kontinuierlichen) Freiheitsgrade nicht geéndert - sie ist
nach wie vor 10. Rein rdumliche 3-Vektoren kommen als grundlegende physikalische Grofen nun
allerdings nicht mehr in Frage, denn sie sind nicht invariant unter Lorentz-Transformationen. Wir
kénnen uns dazu ein leicht verstdndliches Analogon mit einer reduzierten Dimension vorstellen.
Sagen wir, wir wiirden einen Impuls beschreiben wollen, wiirden dazu aber nur 2-Vektoren und
Skalare verwenden diirfen. Wir konnten natiirlich versuchen, eine Projektion des Impulses in z- und
y- Richtung zu nehmen p= (p,, p,), der sich unter Rotation in der -y Ebene korrekt transformiert
und dazu einen Skalar p., der sich unter Rotation nicht transformiert. Offensichtlich wird dieser
Impuls, sobald wir eine Rotation durchfithren, an der die z-Achse beteiligt ist, nicht mehr die gleiche
physikalische Situation beschreiben wie zuvor. Ahnlich miissen wir nun akzeptieren, dass GroRen,
die wir bisher als 3-Vektoren beschrieben hatten, tatséchlich nur die drei rdumlichen Komponenten
eines 4-Vektors sind. Interessanter noch ist die Situation bei den Skalaren: diese konnen entweder
genuin Skalare sein, oder aber bisher unentdeckt gebliebene zeitliche Komponenten eines vier-
Vektors. Sehen wir uns dazu ein Beispiel aus der Elektrodynamik an: die Stromdichte j muss
relativistisch Teil eines 4-Vektors j# sein, doch was ist die zeitliche Komponente? Erinnern wir uns
an die Kontinuitétsgleichung

Op+0;5'=0

die im relativistischen Fall nach wie vor gelten soll (aus dieser Beziehung hatten wir schlieflich die
endgiiltige Form der Maxwell-Gleichungen hergeleitet, die ¢ = const. erst bedingten!). Mit 20 =ct
erhalten wir

0

0
== a0

Cao

6. Grob gesprochen ist dies die Erweiterung der orthogonalen Gruppe O(3) um die Boost-Generatoren, die ein
umgekehrtes Vorzeichen in der Metrik haben.
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womit die Kontinuitatsgleichung zu
Qi =0 jO=cp

wird und wir die zeitliche Komponente der Stromdichte als die Ladungsdichte (multipliziert mit c)
identifizieren. Dies gilt in der Tat allgemein: Dichten und Strome, die iber Kontinuitétsgleichungen
verbunden sind, sind zeitliche bzw. rdumliche Komponenten eines 4-Stromes. Wir finden damit
auch die Losung zu einer scheinbaren Inkonsistenz, die uns bei der Konstruktion des Induktions-
gesetzes aufgefallen ist: In bewegten Bezugssystemen schien die Ladungsdichte sich zu verdndern.
Nun sehen wir, dass dies keine Inkonsistenz ist, sondern im Gegenteil eine zwingende Folge davon,
dass die Ladungsdichte kein Skalar ist, sondern die Komponente eines 4-Vektors. Transformieren
wir eine Ladungsdichte p explizit in ein mit Geschwindigkeit ¢ bewegtes Bezugssystem, so erhalten
wir aus der Lorentz-Transformation

was in fithrender Ordnung in v2/c? als
’ - 7 ’1)2
p'=p—copoU] +O<§)

geschrieben werden kann - der Ausdruck, den wir bei der Herleitung der Induktion erhalten haben.

5.3 Relatvistische Energie und relativistischer Impuls

Der wohl wichtigste dynamische Vektor in der Newton’schen Mechanik ist der Impuls. Fiir eine
freie Punktmasse m gehorchen Energie und Impuls der Beziehung
_r
2m

Im relativistischen Fall bilden die Komponenten des Impulses p die rdumlichen Komponenten eines
4-Vektors, dessen zeitliche Komponente p” unter Lorentz-Transformation (5) iibergeht in

1.
P = ’Y(po - ;v-p>

wéhrend die rdumlichen Komponenten selbst als

= I
p’v(p;vp°>

transformieren. Stellen wir uns nun vor, dass die Lorentz-Transformation uns in ein Inertialsystem
x’ t' fihrt, in dem die Punktmasse ruht und daher keinen Impuls besitzt §’=0. Im Inertialsystem
z t hat die Punktmasse daher eine Geschwindigkeit ¥ und wir erhalten

I
p—CUp

Da fiir kleine Geschwindigkeiten |U] < ¢ die nichtrelativistische Beziehung p=m ¥ gelten soll,
folgern wir also, dass

.1
lim = p°=m
v—0 C

Fiir v=0 ist aber p®=p®, daher haben wir also p®' =mec und, aufgrund der Invarianzeigenschaften
der Lorentztransformation

(1) — 2= (p)? — P2 =m?2c?
oder

(p°)2=m2c? + >
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Was aber bedeutet das physikalisch? Um das herauszufinden, sehen wir uns wieder den Grenzwert
kleiner Geschwindigkeiten |7| < ¢ (also |P| < mc) an, in dem wir finden, dass

P = /m202+i)'2
2.2 i

= m-c (1+m202>
=2 =14

_ P |7

= mc<1+2m262+0< o ))
=2 ~14

c 2m c

Der zweite Term in der Klammer ist der nichtrelativistische Ausdruck fiir die kinetische Energie. Es
liegt also nahe, die zeitliche Komponente des Impulses als Energie F = ¢p® zu identifizieren, doch
zunéchst scheint uns der fithrende Term E =mc? daran zu hindern, da er nichtrelativistisch nicht
auftritt. Bei genauerem Hinsehen stellt sich dieser Term jedoch als eine Konstante heraus, die in
der Newton’schen Mechanik {iberall ohne Probleme subtrahiert werden kann. Gehen wir tiber die
Newton’sche Mechanik hinaus, so bildet dieser Term aber die wohl spektakulérste Vorhersage der
speziellen Relativitdtstheorie, die inzwischen experimentell vielfach bestatigt ist: Masse ist eine
Form von Energie. Zusammenfassend gilt also die Beziehung zwischen Impuls, Masse und Energie:

|E2=m204+f)202|

6 Elektrodynamik in relativistischer Notation

Wir kehren nun zuriick zur Elektrodynamik und schreiben sie in relativistischer Notation. Da
die Relativitédtstheorie aus den Erkenntnissen der Elektrodynamik, im Speziellen der konstanten
Lichtgeschwindigkeit, abgeleitet ist, ist es nicht verwunderlich, dass sich die Grundgleichungen in
dieser Notation vereinfachen.

6.1 Eichpotentiale und Felder

Beginnen wir mit unserer Betrachtung bei den Potentialen ¢ und A und deren Verhalten unter
Eichtransformationen :

b—d—p A A+V
Mit der Relation 0; = cdy erhalten wir
ST Al A0

Es ist naheliegend ¢ /c als zeitliche Komponente des 4-Vektor-Potentials A’ = ¢ /c zu betrachten
und in der Tat erhalten wir damit die relativistische Beziehung

AR — AR — ghvO )

fiir eine Eichtransformation, unter der elektrische und magnetische Felder invariant sind. Man
konnte nun versucht sein, die jeweiligen zeitlichen Komponenten der Vektoren von elektrischem
und Magnetfeld zu finden, doch in der Tat bendtigen wir das nicht, denn wir haben bereits die
relevanten Beziehungen )

E=-V¢—A B=VxA
Beginnen wir damit, die Beziehung fiir das elektrische Feld in relativistische Notation umzu-
schreiben

Ei= —C(aiAO + 80A1) = —C(aiAQ — 80141) = cgi“(ﬁﬂAo — 60AH)

so sehen wir, dass die Komponenten des elektrischen Feldes nicht die rdumlichen Komponenten
eines 4-Vektors, sondern die raum-zeitlichen Komponenten eines antisymmetrischen 4-Tensors
zweiter Ordnung darstellen, den wir als F},,, bezeichnen:

[F.,=0,A,— 0,A,]
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Wir haben also

E'=cg'" F,
oder ‘
Fio= Sk
c

Was aber sind die rdumlichen Komponenten dieses Tensors? Wir haben
Fij = (92Aj — (9]A2
was wir mit den Komponenten des Magnetfelds vergleichen kénnen
; 1 1
Bk = 5kij8,»AJ = —Ekijaz‘Aj = —§€kij(aiz4j — 8]Al) = —551”']' Fij

Wir nennen F),, den Feldstérketensor und kénnen seine réumlichen Komponenten nun durch das
Magnetfeld ausdriicken. Dazu multiplizieren wir die obige Gleichung mit £g;,, womit wir

1
epmBF = 5 Chkim€kij F;;
6”6777,]' _6lj67n71
1
= _E(F‘lm - le)
= le
erhalten. Zusammen mit den raum-zeitlichen Komponenten, die durch das elektrische Feld gegeben
waren erhalten wir also

O = = =
2 0 B B
Fr= 2 B 0 B
_E g2 opgt

6.2 Grundgleichungen fiir das Eichpotential

Wir hatten gesehen, dass die Grundgleichungen der Elektrodynamik in den Potentialen besonders
einfach und symmetrisch ausgedriickt werden kénnen, wenn wir die Lorenz-Bedingung

L givi=0
c
verlangen. In relativistischer Notation lautet diese einfach
0uAF =0

Die daraus resultierenden Wellengleichungen

Op = 2
€0
- 1 7
04 = _21
. . cCe £
koénnen wir nun zusammenfassen als
SV
204ar = -
€0

wobei der d’Alembert-Operator in relativistischer Notation auch
010y — 0;0; = 0,,0*

geschrieben werden kann und daher insgesamt

29,01 A =L
€0
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als Grundgleichung in der Lorenz-Eichung identifiziert werden kann. Mit der Identitéit c?eq po=1
erhélt diese ihre endgiiltige Form

(8,07 A7 = 1y j" |

6.3 Maxwell-Gleichungen in relativistischer Notation
Um die Maxwell-Gleichungen in relativistischer Notation zu finden, starten wir zunéchst mit der
Grundgleichung des Eichpotentials
00" AY = pig
und addieren dazu die Ableitung der Lorentz-Eichbedingung
OuA* =0
namlich
0"0,A* =0

Damit erhalten wir

poj? = 0,0*AY +0%0, A+
= 0, (0*A” 4+ 0VAM)
= O F™

was genau den beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen entspricht. Was die homogenen Maxwell-
Gleichungen betrifft, so erinnern wir uns daran, dass diese die Grundlage dafiir sind, dass sich elek-
tromagnetische Felder aus Potentialen ausdriicken lassen. Fiir das Magnetfeld hatte die Relation

V-B=0;B'=0
zur Folge, dass sich das Magnetfeld als

Bi = 6ijkajAk
schreiben lies, da
6E = sijk&ajAk =0

Diese einfache Identitdt konnen wir auf vier Dimensionen verallgemeinern. Wir haben

Evapd 0% AP =0

wobei €, der total antisymmetrische Tensor in 4 Dimensionen ist. Aufgrund der Antisymmetrie
von € und der Symmetrie der Ableitungen in v« « sind diese vier Gleichungen trivialerweise erfiillt.
Die Antisymmetrie in o« § kénnen wir dazu nutzen, um die Gleichungen als

0 = 2¢c4003070AP
= suyaﬁa”(aaAﬁ — (“)ﬂA"‘)
= €uagl’F aB
zu schreiben. Definieren wir schliefflich noch den dualen Feldstiarketensor

~ 1
FMUZZEEMVCEBFaﬂ

so kénnen wir die Maxwell-Gleichungen in relativistischer Notation schreiben als

8#}?’“/ = poJ”
o F" =0

6.4 Euler-Lagrange Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld

Wir wollen nun eine grofle konzeptuelle Briicke zur klassischen Mechanik schlagen und sehen,
wie wir die Grundgleichungen fiir das elektromagnetische Feld als Euler-Lagrange Gleichungen
verstehen konnen. Dabei beginnen wir mit der Wellengleichung

D" A” = o
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fiir das Eichpotential, von der wir uns erinnern, dass sie fiir die Lorenz-Eichung 9,A* =0 gilt. Um
zu sehen, dass die Wellengleichung die Form von Euler-Lagrange-Gleichungen hat, schreiben wir
diese zunéchst in etwas expliziterer, nichtrelativistischer Form als

1 4 ” W
?A —818114 = Mo J

Als néchstes stellen wir uns vor, dass wir die rdumlichen Ableitungen

0/() =47 /(&) = Im fE+éig) - f(F-E3)

a—0 a

aus einer Grenzwertbildung erhalten. Damit ist die zweite Ableitung

ai — _»ig _ai _,__»ii
0:0:f () = lim JE+e 2)a /(@ -%3)
N gy JEHEQ) —2 f(@) + (@~ Ea)
= 1um 2
a—0 4

i=1

Somit konnen wir die Wellengleichung schreiben als

3 viz | 2. v vz =
Ay(f):czhm<zl4(x+eza) 2 AY(Z)+ A (T — ea)+u0ju>

2
—0 a
@ 1=1

Rufen wir uns nun die allgemeine Form der Euler-Lagrange Gleichungen in Erinnerung:

don_oL
dt 94y B Iqn

Die g, sind hierbei verallgemeinerte Koordinaten, die wir mit den Komponenten des Eichpotentials

identifizieren miissen. Setzen wir fiir die Lagrangefunktion also folgende Form an

L = k:/d3 (—Al’( ) A,(Z)
3 V(= V(= =,
A (—h ZA Z+8&a)—2A (m)+A(x—eza)+M0jV(

a2

81
~
SN—
SN—

= k(G @) Ao+ 0 ) A0
Lk / o i S AV Eia) A(E) — 2 AY() A(E) + A(E — Eia) Ay(@)

2 a—0 4 a2
1=1

=k fan (QL (@) 4@ + 1o §"(@) A(3)

+ﬁ/h%nm13 A ag) AlE i) - A(Eag) AlE i)
2

a—0 a
—AV(F4E ) A(T+E5)+A(T %) A(F+Eig
/dsac hn%) (x—l—e 2) (J:—|—e 2)@;!— (m € 2) (m—!—e 2)
a—

= k[ <2LA”(J?) A + 10 (3 Au2) )

/d?’x lim (Ay(fd‘_éi%) AV(f_ 1%)) <Au(f+§i%) —Au(f— é'i%))
a
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Wobei k eine noch zu bestimmende Konstante ist. Wir kénnen leicht zeigen, dass dies die korrekten
Euler-Lagrange Gleichungen liefert:

OL _ _ k [ys A(AP(Z") A (2"))
A7)  2¢2 /d3 a'y(f;
=k [z 9 O(Aq (7)) Ap(2))
-2 2/ & OA,(T)

Da der Index Z kontinuierlich ist, miissen wir die Ableitung als Variationsableitung auffassen, also
ist
?L i 43z’ i 6( o(7'
DA, (Z) 2 02 SA(
_ k. / B’ g (8 A(F) + An(3) 67) 633 — )

Ap())
)

= e @) + Aol) )
= aw

Fiir die rechte Seite der Euler-Lagrange-Gleichungen benétigen wir

o - . A (' +Ea) —2A,(F) + A, (3 — & a -
oL g° 5<Ap(x')(%hmaﬂoz;?’:1 (Fee) 2 a§ A )+uoja($')>)
_ 3,
— = k/d T .
0A,(Z) §A,(Z)
3 S5 = - -
_ kg”"(l lir% As(Z+€ia)—2 AC:Q(CE) + As(Z —&;a) o ]a(f)>
a— im1

30220 2, 2\ 98372 3(3 3. At
i gpu/d?)x/A )hm ) (-’17 +€ia -’17) 26 (.’E $)+6 (.’E €;a .’1?)

0 a
a—0-=

ol S AYE 4 Ea) — 2 AY(E) + A~ Ea)

2
—0 a
@ i=1

3

Somit ist gezeigt, dass aus der Lagrange-Funktion

L=k [0 (30,2 @)+ 107) A,(5)) (©)

tatséichlich die Wellengleichung fiir das elektromagnetische Potential in der Lorenz-Eichung folgt.
Wir koénnen versuchen noch einen Schritt weiter zu gehen und die Lagrange-Funktion in den
Feldern F,, =0,A, — 0,A,, auszudriicken, anstatt in den Potentialen A,. Dabei kénnen wir uns
wieder zu Nutze machen, dass in der Lorenz-Eichung 0,A* =0 gilt und daher 0,0"A* =0. Wir
integrieren zunéchst den ersten Term in der Lagrange-Funktion partiell, wobei wir annehmen, dass
die Randterme verschwinden (da wir wie iiblich die Felder auf einen beliebig groken aber endlichen
Raum begrenzen):

L = k@ 50,A) @A @) + 10 (D) A

(~3 A(@0.004(2) + o (@) Aul2) )
= [ (-5 AUDOO A @) - @) o (D) A
(3000 2) - 0°44() + 10 7) 4,(5))

(0o () F(3) + o () Ams))
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Da F* antisymmetrisch in p« v ist, trégt vom Ausdruck 9,4, (Z), den es multipliziert, ebenfalls
nur der antisymmetrische Anteil (9,4, (%) —0,A4,(%))/2=F,,.,(Z) /2 bei und wir erhalten schlieflich

L [ @ Ful@) FP@) 0 (@) A(2) )

als Ausdruck fiir die Lagrange-Funktion der Elektrodynamik.

6.5 Die Hamiltonfunktion des elektromagnetischen Feldes

Wir wollen nun die Hamiltonfunktion des elektromagnetischen Feldes finden und damit auch die
bisher unbekannte Konstante k£ in der Lagrangefunktion. Wir beginnen damit, die konjugierten
Impulse zu berechnen. Diese sind

oL
00 A¥ (Z)

oL
cOOVAY(T)

k
- %(FOI/ _FIJO)

- kR,
C

IL,(Z) =

woraus die Hamiltonfunktion

Hlzj,p, A1) = / d3m<ny(f)aOAV(f)—gp;w(f)pwf)—kuo jV(f)AV@))

resultiert. Ersetzen wir die konjugierten Impulse wieder durch Ableitungen der Potentiale so finden
wir, dass die ersten beiden Terme des Integranden eine Energiedichte

hp = k(FoyaOA”%FWFW>

liefern. Setzen wir den Integranden wieder in die Hamiltonfunktion ein und integrieren den letzten
Term partiell so erhalten wir

H = g/d3x<%é2+§2>+%/d3xq>(ﬁ E)- /dgxuoj”Al,
E >+—/d3x<1>p kuo/d3(L‘j
E2+§2> —&-kﬂo/dg’xjvo—kMO/d?’xj”Ay

= fﬁ/di”x - E?+ B? +ku0/ zj-A
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Der zweite Term ist nun offensichtlich ein Quellterm. Die Energiedichte des reinen elektromagne-
tischen Feldes konnen wir daher ablesen als

k(1> =

Vergleichen wir dies mit der Energiedichte des elektromagnetischen Strahlungsfeldes die wir zuvor
schon abgeleitet hatten
u = %(Ez +c2 B?)

1 1 = .
- _E2 B2
2,&0 ( 02 + )
so konnen wir die bisher unbestimmte Konstante k& ablesen als

k=
Ho

Damit erhélt die Lagrangefunktion ihre endgiiltige Form

L= [ e Fu) F() + () A

6.6 Diagonalisierung der Lagrangefunktion

Kehren wir noch einmal zur Lagrange-Funktion in der Form (6) zuriick

L= [ ( @@ @ @)+ @A) )

in denen das Viererpotential als fundamentale Variable explizit auftritt. Diese Form der Lagran-
geunktion beschreibt die Elektrodynamik, wenn wir zusétzlich die Lorenzbedingung 9,4* =0
verlangen. Wir wollen nun verstehen, wieviele Freiheitsgrade im elektromagnetischen Feld, bzw. im
Viererpotential, tatsdchlich stecken und wie diese Freiheitsgrade im Einzelnen aussehen - ob es z.B.
ein mechanisches Analogon gibt. Die offensichtliche Antwort ist, dass es unendlich viele Freiheits-
grade gibt, da das Viererpotential an allen Raumpunkten definiert ist und dass die Freiheitsgrade
- {iber den rdumlichen Ableitungsterm - miteinander gekoppelt sind. Weil die Elektrodynamik
aber eine lineare Theorie ist, d.h. weil in den Grundgleichungen nur die Felder selbst und keine
hoheren Potenzen davon auftreten, konnen wir diese Freiheitsgrade aber entkoppeln oder, in der
Sprache der linearen Algebra, diagonalisieren. Dazu trennen wir zunéchst in der Lagrangefunk-
tion die zeitlichen von den rdumlichen Ableitungen und schreiben dann Felder und Quellen mithilfe
der rdumlichen Fouriertransformation

1 o
F@)=— [ake T2 (R
als (QW)QR/S
L = = [ @ GO0 EA@) + A @A)+ 5"(2) Al2)
- - [au (e FA@a @ - vam @) )+ @A)
d3z ;) —i(k+EkNY.z [ € AN AV Ty i NI AV ! VTN A (T
- —/(%)3 /d?’.k /dfk e FF0 (20 A, (M)A (F) — 2k A, ()R AY(R) + 3 () AuE)
_ / &% (L AADA”(F) — PR AR A (-F)) + AR J(-F))

Diese Form der Lagrangefunktion ldsst uns zunéchst vermuten, dass es pro Impulsmode jeweils

vier Freiheitsgrade, entsprechend der vier Komponenten von AV(E) gibt. Erinnern wir uns nun,
dass die A” auch die Lorenzbedingung erfiillen miissen, die nach Fouriertransformation

DAY K) — ik Ai(k) =0



118 ABSCHNITT 6

lautet, woraus

L = / 43k (%(E(E).E(—EHC? E?AU(E)A”(—E)—(E.K(E))(E.E(—E))))—AU(E)j"(—E))

Aus dieser Form der Lagrangefunktion kénnen wir zunéchst sehen, dass die zeitliche Komponente
des Viervektors flo(k) keinen dynamischen Freiheitsgrad der Theorie darstellt - wir haben explizit

oL

- =0
SA ()

Betrachten wir nun einen longitudinalen Freiheitsgrad, also einen, fiir den

ist. Fiir diese gilt

R2A( ).ﬁ(—E)+(EZ<E))(EK(—E))
— BlAR)||A=F) + (IR AR )(FIF ,?1(_;2))
= RJAG)||AR)| - kP A A-F)
=0

Aus der Euler-Lagrange Gleichung erhalten wir fiir solche Freiheitsgrade also
eoA(k) = j (k)

was fiir verschwindende Quellen einem konstant anwachsenden Vektorpotential entspricht, das
ebenfalls keinen dynamischen Freiheitsgrad sondern ein konstantes elektrisches Feld bedeutet. Es
beliben als tatséchliche dynamische Freiheitsgrade also nur zwei transversale Moden, fiir die jeweils

Y]

k-A(K)=0

gilt, die Euler-Lagrange Gleichung also
e0A(k) = —eoc?k2A(F) + j (k)
lautet. Im quellenfreien Fall gilt daher fiir diese Moden jeweils
A(k) = —c2k2A(k)

was nichts anderes ist als die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszilators mit Winkelfre-
quenz

w=cl|k]|
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In jeder Fourierkomponente des elektromagnetischen Feldes stecken also zwei Freiheitsgrade, die

jeweils einem harmonischen Oszilator mit w = 0|E | entsprechen. Einerseits sind diese beiden Frei-
heitsgrade die beiden moglichen Polarisationsrichtungen von Licht. Andererseits bildet die Tatsache,
dass diese Freiheitsgrade als harmonische Oszilatoren geschrieben werden konnen die Grundlage
fiir die Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes - die sogenannte Quantenelektrodynamik.
Die quantenmechanischen Anregungen der Oszilatoren zu einer gegebenen Frequenz werden sich
als Photonen - die Feldquanten des elektromagnetischen Feldes - herausstellen.

6.7 Kovariante Form der Euler-Lagrange Gleichungen

Wir wissen nun, dass wir die Maxwell-Gleichungen als Euler-Lagrange-Gleichungen verstehen und
daher die Elektrodynamik in den Lagrange-Formalismus der Mechanik einbetten kénnen. Trotzdem
ist die Herleitung dieser Gleichungen, wie wir sie im vorletzten Abschnitt betrieben haben, nicht
relativistisch und zeichnet die Zeit gegeniiber den rdumlichen Richtungen aus. Da wir nun aber die
Lagrange-Funktion selbst haben, konnen wir versuchen, die Maxwell-Gleichungen aus dem noch
fundamentaleren Prinzip der extremalen Wirkung herzuleiten.

6.7.1 Variation der Wirkung

Betrachten wir zunéchst eine generische Wirkung

S16,8,0] = / A2 L], 8,6 (a)

wobei wir £ als Lagrange-Dichte bezeichnen. Die Variable ¢ steht hier stellvertretend fiir ein belie-
biges Feld ¢(x), wobei z den 4-Vektor bezeichnet. Variieren wir das Feld ¢(z) in einer beliebigen,
endlichen Region, so erhalten wir

§L(z")

55 = /d4x/d4:r’<5£ r) 5 (x)-l—méauﬂx))
:/d%( G590 + 550,80l )
- /d4 (& ”a( (M@w(m)—(aﬂ%)aaw)

B (25 _ 5 9L \soiw
= 530 )ORJ/‘“ <a¢ a“a@m))‘”’”

Der erste Term der letzten Zeile verschwindet, da die Variation 6 ¢(z) auf einen endlichen Bereich
begrenzt ist. Verlagen wir nun, dass die Variation der Wirkung verschwindet, so erhalten wir die

Bedingung
oL oL
fote (55 g )0t -0

fiir eine beliebige Variation des Feldes § ¢(x). Da die Variation an jedem Punkt x verschieden sein
kann, kann dies nur erfiillt sein, wenn der Integrand verschwindet, also

o, O
99 " 9(0u9)
Dies ist die verallgemeinerte Form der Euler-Lagrange Gleichung fiir eine relativistische Feld-
theorie.

=0

6.7.2 Die kovarianten Euler-Lagrange-Gleichungen der Elektrodynamik
Die Wirkung, als zeitliches Integral {iber die Lagrange-Funktion, ist fiir die Elektrodynamik

/dt/d3 ( Fo(@, 1) FU(3,8) + (3 t)Al,(f,t)>

oder, in kovarianter Notation,

5= [t Bt o) + ) Ae) )
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Wir sehen damit, dass die Wirkung der Elektrodynamik als ein 4-dimensionales Integral iiber die
Lagrange-Dichte
1/ 1
== ——F, FM+j%x)A,
L= B+ 0 A) )

geschrieben werden kann. Wie wir zuvor gesehen haben, ldsst sich dies in Lorenz-Eichung 0, A* =0

auch schreiben als

1/ 1 .
[:[.Ay, BMAV] :Z<2—MO(8HAV)(8MAU) + ]VAV)

Dies ist genau die Form der Lagrange-Dichte, wie wir sie in der allgemeinen Ableitung des letzten
Absatzes benotigt haben. Folglich resultieren aus der Variation der Wirkung die Euler-Lagrange-
Gleichungen

oL i oL —0
) 0A, ua(BHA,,) o
Wir haben
o1,
o4, ¢’
und
_OL 1 g

0(0,A,)  cpo
womit die verallgemeinerte Euler-Lagrange-Gleichung zu
D" A” = g ¥

wird, was genau der Wellengleichung fiir Potentiale in Lorenz-Eichung entspricht.

6.8 Bewegte Punktladungen

Nachdem wir nun den Lagrange-Formalismus fiir elektromagnetische Felder entwickelt haben, stellt
sich die Frage was genau unser Quellterm j¥ darstellt. Die einzig sinnvolle Antwort darauf, die wir
bisher kennen, ist dass j¥ elektrisch geladene, mechanische Objekte darstellt. Allerdings miissen
wir an dieser Stelle vorsichtig sein um nicht allzu allgemeine Objekte als Quellen zuzulassen. Der
Grund dafiir ist, dass uns die Elektrodynamik dazu gezwungen hat die gesamte Mechanik neu,
relativistisch, umzuformulieren. Wir haben die direktesten Konsequenzen dieser Umformulierung
im letzten Kapitel behandelt, aber es gibt noch einige weitere, die wir nun bedenken miissen.

6.8.1 Die Unmadéglichkeit idealer starrer Korper

Unsere mechanische Vorstellung von festen oder deformierbaren Medien gehort beispielsweise dazu.
Um dies deutlich zu sehen betrachten wir einen idealen starren Korper, z.B. in der Form eines
Zylinders mit Radius . Wir kénnen uns z.B. vorstellen, dass der Umfang des Zylinders aus N
Massepunkten besteht, die starr miteinander verbunden sind. Da der Umfang des Zylinders 27r
betrégt, ist der starre Abstand zwischen den Massepunkten d =27r/ N. Wenn wir diesen Zylinder
nun mit einer Winkelgeschwindigkeit w um seine Achse drehen, so bewegen sich die Punkte in einem
Abstand r von der Achse mit einer Geschwindigkeit v =wr tangential zum Zylinderrand. Aufgrund
der relativistischen Langenkontraktion verkiirzen sich die tangentialen Abstdnde am Zylinderrand
fiir einen ruhenden Beobachter um den Faktor

Der ruhende Beobachter wiirde die starren Massepunkte, die den Zylinderrand bilden, also in einem
Abstand d’=d/~ voneinander sehen. Entlang des gesamten Kreisumfangs 27 wiirden sich daher

N — 27r
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Massepunkte befinden miissen, was ein Widerspruch zu unserer urspriinglichen Annahme ist. Wir
sehen daher dass ein starrer Kérper im Sinne einer Ansammlung von Punktmassen, die sich jeweils
in einem fixen Abstand zueinander befinden, relativistisch unmoglich ist.

6.8.2 Die Lagrangefunktion einer freien, relativistischen Punktladung

Die Unmoglichkeit ideal starrer Korper ist nur ein Beispiel dafiir, dass Konzepte oder Ideali-
sierungen der Mechanik, speziell solche, die nur ph&nomenologisch eingefiihrt wurden, fiir eine
grundlegende Beschreibung der Natur nicht zu verwenden sind. Ein weiteres Konzept, das wir
aufgeben miissen ist das des Potentials. In der Elektrodynamik haben wir explizit gesehen, wie
das elektrostatische Potential durch den Induktionsterm in den Maxwell-Gleichungen ad absurdum
gefiihrt wird. Potentiale sind aber ganz allgemein nicht mit der Fernwirkungsfreiheit der relativis-
tischen Mechanik vertriglich, weil sie alle eine Fernwirkung implizieren. Wenn wir also versuchen
eine fundamental korrekte, relativistische Beschreibung mechanischer Phianomene aufzustellen und
dazu zunéichst auf alle phanomenologischen Krafte und Idealisierungen der Newton’schen Mechanik
sowie auf die Gravitation als einer Fernwirkungskraft verzichten, welche Objekte bleiben uns?
Die Antwort ist geladene Punktmassen, die nur an das elektromagnetische Feld koppeln.” Dies
scheint zunédchst eine schwere Einbufte zu sein, da viele Phanomene nun plotzlich nicht mehr in der
Mechanik beschreibbar sind. Dies gilt aber nur, wenn es unser Ziel ist, moglichst viele Phdnomene
mit ad-hoc Beschreibungen einfach und ndherungsweise zu verstehen. Wenn es dagegen unser
Ziel ist, die fundamentalen Kréfte und Naturgesetze zu finden, so konnen wir es durchaus als
Fortschritt betrachten, wenn wir z.B. das Hook’sche Gesetz, die Luftreibung oder die Normalkraft
auf einer schiefen Ebene nicht mehr einfach postulieren diirfen. Im Gegenteil sollten wir versuchen
ob es uns gelingt, sie alle aus der elektromagnetischen Wechselwirkung herzuleiten und somit ihre
phénomenologische Einfithrung zu begriinden. Beginnen wir also in diesem Sinne mit der Energie
einer relativistischen Punktmasse m

E=\/m2+ p°c?
In der Newton’schen Mechanik konnten wir die Bewegungsgleichungen aus der Lagrange-Funktion
L=T-V

gewinnen, wobei T die kinetische und V' die potentielle Energie darstellt. Die Verallgemeine-
rung dieses Ausdrucks fiir eine relativistische Punktmasse ist nicht offensichtlich. Wir werden
aber sehen, dass in diesem Fall der korrekte nichtrelativistische Grenzfall alleine geniigt, um die
Lagrangefunktion zu finden. Zu diesem Zweck beginnen wir zunéchst mit der nichtrelativistischen
Lagrangefunktion eines Massepunkts in einem Potential
) 52
L[F, ] ="~ V]3]

Wir wenden nun eine zeitabhingige, nichtrelativistische Koordinatentransformation

t
P /ﬁ(r)dT B —F ()
to
an. In den neuen Koordinaten ist die Lagrange-Funktion also
t

v{%w /a(T)dT}

to

!/

L7, f/] _ m(Z J;ﬁ(t)y

Diese Lagrangefunktion gilt zunéchst fiir beliebige ¥/(t). Nun betrachten wir den Spezialfall in dem

(t) =2p(t)

7. Wobei wir auch hier noch die elektrostatische Selbstwechselwirkung der Punktladung ignorieren miissen,
da diese wie wir gesehen haben eine divergente Energie liefert. Dies konnen wir aber, wie in der Elektrostatik
besprochen, ohne weitere Probleme machen.
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wobei Zg die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung

in den Koordinaten ¥ darstellt. Betrachten wir nun zuséatzlich den Spezialfall, in dem das Potential
unabhanglg von den Koordinate ist. Die Euler-Lagrange-Gleichung in den Koordinaten Z lautet
dann m Zr =0 und die Losung ist entsprechend

womit die Lagrange-Funktion in den transformierten Koordinaten

m( @ + )2

L[#" =
[2', 2] 3

b

-V
lautet. Seien wir an dieser Stelle etwas préziser und geben explizit vor, dass die Randbedingungen
Z(tg) =7 Z(t) =24

sind. Wenn wir mit diesen Randbedingungen die Wirkung

S= [ dtL[Z, T
t
variieren und 0.5 =0 verlangen, so ist ’
7= Xr1 — (Z"O
 t1—to

Damit ist
'(to) = Z(to) — Uto

R
_ Zot1— Zoto — T1to+ Toto
N t1 —to
. Tot1 — T1to
B t1—1o
Doty — Zit1 — Trto+ Tty
a t1 —to
o X1 — o
= Ir1— L —to —FM
= f(fl) —Utl
= Z'(t1)

Die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung in den Koordinaten Z’ ist daher einfach
) =2(ty) =  Z(t)=0

also eine unbewegte Punktmasse. Was uns an dieser elementaren Betrachtung interessiert ist nun
zunéchst die Wirkung in ihrem Minimum. Wir schreiben dafiir unsere Wirkung etwas um

. 2 472
La,7) = MELFI g

wobei wir alle nicht von der Geschwindigkeit z’ abhingigen Teile in dem Potential V'’ zusam-
mengefasst haben. Wir sehen nun, dass fiir dieses spezielle Koordinatensystem, in dem die Euler-
Lagrange-Gleichung eine unbewegte Punktmasse 7' =0 liefert, das Minimum der Wirkung bei der
Lagrange-Funktion

Lmin - _V/
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erreicht wird, wobei V'’ der von der Geschwindigkeit unabhéngige Teil der Energie der Punktmasse
ist. Da dies im Grenzwert verschwindender Geschwindigkeit gilt, konnen wir davon ausgehen, dass
dies in relativistischen Betrachtung weiterhin gilt. Der nicht von der Geschwindigkeit abhéngige
Teil der Energie einer freien, relativistischen Punktmasse ist aber V/=mc? Wir setzen daher
zunéchst

Linin=—mc?

und bilden daraus die Wirkung fiir die Trajektorie mit minimaler Wirkung
t1
Smin = —mcg/dt
to

Dieses Integral, dass nur im Spezialfall =0 gilt, kann sehr einfach in eine vom Bezugssystem
unabhéngige Form gebracht werden. Wir erinnern uns dass

dr2=d2— %dxidxi
c

Mit der Wahl der Koordinaten #' sind wir in ein ausgezeichnetes Bezugssystem gegangen, dass
durch

i'=0 = dat
gekennzeichnet ist und in dem daher dt =dr. Es liegt daher nahe, die relativistische Wirkung einer
freien Punktmasse fiir den allgemeinen Fall als

S:—mCQ/dT

6.8.3 Die Euler-Lagrange-Gleichung einer freien, relativistischen Punktladung

zu schreiben.

Betrachten wir nun, ob die Wirkung die wir im letzten Abschnitt erhalten haben, zu verniinftigen
Ergebnissen fithrt. Dazu leiten wir zunéchst die Euler-Lagrange-Gleichungen aus der Wirkung ab.

Wir haben
Jat? - Laziag
C
i»?
Vi-Sar

t1
%)
S[#, 7] :—mc2/\/1—x—2dt
c
to
. e
L[Z,Z]=—mc*\[1— =

schreiben lasst. Die Variation dieser Wirkung ergibt daher

dr

womit die Wirkung sich als

mit der Lagrange-Funktion

t1

8S[7,7] = —mc? [ ——===5(z)dt
to 17%
t1
d 7 . d =z B
to ez T2
t1
. m/ d_ 7 lszar
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Da die Variation 6% beliebig ist, verschwindet die Variation der Wirkung nur, wenn auch der
Integrand gleich null ist, woraus die korrekte Bewegungsgleichung

also

folgt. Der zweite wichtige Punkt ist der korrekte nichtrelativistische Grenzfall der Lagrange-Funk-
tion. Fiir |Z| < ¢ erhalten wir

was der korrekten, nichtrelativistischen Lagrange-Funktion einer freien Punktmasse mit dem (rela-
tivistisch irrelevanten) konstanten Potential V =mc? entspricht.

6.8.4 Kopplung an das elektromagnetische Feld

Die bisherigen Betrachtungen haben eine freie, relativistische Punktmasse betroffen und waren
daher sehr elementar. Nun aber wollen wir diese Punktmasse an das elektromagnetische Feld
koppeln. Wie das prinzipiell funktioniert wissen wir schon: Wir betrachten den Term

S1=—< / dizj*(x) A(x)

in der Wirkung des elektromagnetischen Feldes, der an die Quelle j* koppelt. Die hier vorkommende
Viererstromdichte ersetzen wir durch die einer bewegten Punktladung. Beginnen wir zunichst
mit dem einfachsten Fall, ndmlich dem einer unbewegten Punktladung ¢ am Ort Z,. Fiir diesen
Fall erhalten wir

jO=cp=cqd*(®-7,) j=0

und damit
t1

Sr= ch/ Agdt
to

Um diesen Ausdruck in einer relativistisch invarianten Form zu schreiben, definieren wir zunéchst
die Vierergeschwindigkeit
_dz#

b=
dr

die fiir unseren Spezialfall einer ruhenden Ladung einfach

"
u, = cdj

ist. Diese Identitédt erlaubt es uns, den Quellterm der Wirkung zu schreiben als

T1
Sr= —q/u;’Ay dr

70
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was manifest relativistisch kovariant ist. Die gesamte Wirkung, inklusive des elektromagnetischen
Terms und des Terms fiir die relativistische Punktmasse lautet damit

S = _401 /d4xFuu($) F#V(x) — /dT (qug Ay({y’q’ t) + ch)

1o

Wir schreiben das Integral iiber die Eigenzeit d7 noch in ein Integral iiber die Zeitkoordinate dt
um. Dazu verwenden wir die Identitaten

52
dr=y/1-Sdt
&

sowie
dad
O p— —
wo= dr
_ Lt
- dr
. c
= =
1-%
n dr
_ da'dt
T odtdr
_ a
5'52
1-=
und erhalten
1 72
— 4 v 9
5= _4clu0/d @ Fyu () F4( /dt qug Ay(Zg,t) +mc?) 1—?
)
v i o 2
~ Tdepo /d%FW ) B /dt qul Aol 1) + quy Ai(Zy, t) +me?) |1 -5
1 v . . ;—Z':»Q
= —4CMO /d4xFMV F'U‘ /dt(qCAO l'q, )+qqui(qu,t)+m02 ]-_F)

-/ dt< T [ @ Fte) ) - <q<cAo<fq,t>+aaiAz-<fq,t>>+m62 1‘%»

Die Lagrangefunktion einer relativistischen Punktladung ¢ mit Masse m, die an ein elektromagne-
tisches Feld koppelt ist also

. 4 A 7
L=— v A Fyy (z) F1(2) + (- A(Tg, 1) + 3 ATy, 1) —me [ 1= 5

6.8.5 Die Hamiltonfunktion einer gekoppelten Punktladung

Nun wollen wir noch die Hamiltonfunktion des System bestimmen. Da wir die Hamiltonfunktion
des elektromagnetischen Feldes selbst schon bestimmt haben, sehen wir uns nur noch den Teil der
Lagrangefunktion an, der die Punktmasse und ihre Kopplung mit dem elektromagnetischen Feld

beschreibt. Dieser ist
)
Ly= q(—c ATy, t) + i Al(Zy, 1)) — 1 —%
Die konjugierten Impulse ergeben sich dann aus

oL
o

i

= qA (Z,t)+m
1-Z

c2
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Die Umkehrung der ersten Relation liefert

i .
— =—(p' — qA Ty, 1))
=
und damit
52 1 4 _ ,
= - A ) - A )
oder ¢

314 o0 0 D)0~ A1) ) =0~ 0 D)0~ AT 1)

Wir erhalten also

2 1
= — M
) (p' — q A (Zq, 1)) (p" — qA (T, t)) 2

womit
=2
=z = e T
(p* — qA¥(Zq, 1)) (P — q AN (Zy, )
C2

(p? = gA(Zq, 1) (p* — AN (Fg, 1))

m202
A D) dAE D) T L
C

Vm2e+ (pf = q A (g, 1)) (0" — g A'(Zg, 1))

=
» . . T
' = (Pl—qAZ(mqaf))\ll—?

c(p' — qA(Zy,t))
Vm2e2 + (pt — A 7y, 1)) (PP — g A¥(Zg, 1))

Damit ist schliesslich

woraus wir die Hamiltonfunktion

52
HylZq, t',p] = p'a'+ q(cA%(Fg,t) — &' A'(Fy, 1)) +me®|[1— %

52
= @(p' = qA(Fy, 1)) +me\ 1= T+ qeA(@,, 1)

i i3 i i3 2
P e AT )W — g ATy ) tme” g0
VmEE - (p' = g AiE, D) (0 — g A 1)
= oy /m? 4 (p' = qA(E,, 1) (0" — g A (Fg, 1)) + ge Ay, )

= S+ Ao = g AT, ) (5 — a4 Fy ) + ae AT, 1)

erhalten. Dies konnen wir kompakter schreiben als

H=\/(mc®)?+c2P% + q®(Z,, t)

wobei wir den modifizierten Impuls

P:]_jf qA(fqvt)
definiert haben. Vergleichen wir diese Gesamtenergie der gekoppelten Punktmasse mit der der
freien

Ho=+/(mc?)?+c*p?
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so sehen wir, dass die Kopplung an ein elektromagnetisches Feld den Impuls modifiziert und einen
zusétzlichen Term q®(Z,,¢) bewirkt. In relativistischer Notation konnen wir diese Modifikationen
kompakter schreiben als
Plt=ph—qAt(z,)
und erhalten daraus die Beziehung
PrP, = m2c?

Interessanterweise erfolgt die Kopplung des elektromagnetischen Feldes iiber die Potentiale und
nicht iiber die Felder selbst, wie man naiv erwarten kénnte. Dies wird vor allem in der quanten-
mechanischen Betrachtung noch weitreichende Folgen haben.
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